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1. 


Neue  Constructionen  der  Perspective. 


Von 

Ludwig  Leib. 


In  Folgendem  werden  2  Sätze  angegeben,   mittelst   deren  sich 
■"^  Constmctionen  pcrspectivischer  Bilder  ausführen  lassen. 

ISatz:   „Wird  ein  Punkt  im  Räume  von  2  Projeetionscentren 

^mfl  Ebene  projicirt,  so   liegen  seine  beiden  Projectionen  auf 

u'siden  Linie  mit  dem  Punkte,   in  welchem  die  Verbindungslinie 

-i^zwei   Cnrven    die  Ebene  schneidet,   dem    sogenannten  Kern- 

Denn  nennen  wir  die  Ebene  $,,  die  Projectionen  des  Punktes 
M  Ton  den  Centren  O^  und  0,  aus  P^  und  Pj,  —  der  erste  Index 
•-•ioehne  die  Projectionsebene,  der  zweite  das  Centrum  —  ,  und 
'^?E3en  wir  ferner  den  Kernpunkt -^i  2,  so  ist  durch  die  Strahlen 
':Vii  ttöd  O^FqPi^  eine  Ebene  bestimmt,  welcher  auch  die  Gerade 
A  angehört;  der  Schwerpunkt  der  Geraden  OjOjin  5ß,  liegt  also 
-  der  Spurlinie  der  Ebene  0,0,i\  in  5ßi,  d.  h.  iTj,  liegt  auf  PnP|,. 

Zweitens  besteht  bekanntlich  folgender  Satz:  Wird  ein  Punkt 
^<  Ton  einem  Centrum  O^  aus  auf  2  Ebenen  ^^  und  ^^  projicirt, 
^i  wird  dann  $s  durch  Drehung  um  seine  Spnrgerade  mit  $1,  «3 
•3  Ebene  $|  gelegt,  so  liegen  die  beiden  Projectionen  P^^  und  Pfi 
^  einer  geraden  Linie  mit  dem  CoUineationscentrum  *). 


1)  Haock.  neue  Constr.  der  Fersp.  u,  Photogrammetria  im  95.  Jahrgang 
^•JtmrnaU  f.  reine  n.  angew.  Mathematik. 

S)  Dwirgues. 

^rdu  i.  mth.  n.  Phjs.    2.  Eeihe,  T.  11.  \ 
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Wir  bezeichnen  dasselbe  mit  C^^,  sodass  die  Indices  die  zwei 
Ebenen  angeben,  und  zwar  der  erste  derselben  das  zugehörige 
Centram. 

Gonstrniren  wir  noch  die  Projection  des  Punktes  P5  Ton  O^ 
auf  $21  As9  ^^^  bringen  0^0^  in  iST^i  auch  mit  $2  ^^^  Schnitt,  so 
folgt  aus  Satz  I.,  dass  auch  K^,  P21  ^^^  As  &u^  einer  geraden  Linio 
liegen.    (Fig.  1.) 

Fassen  wir  JT^j  auf  als  Projection  des  Punktes  O^  von  Oi  auf 
$2,  und  ^,2  als  Projection  desselben  Punktes  von  demselben  Cen- 
trum auf  $1,  so  folgt  aus  Satz  IL,  dass  C,s,  K^i  und  K^2  ^^^  ^  ^^' 
raden  liegen.  Construiren  wir  noch  aus  O,  für  $]  und  $s  <1&8  ^^l" 
lineationscentrum ,  C21,  und  betrachten  wir  K^^  als  Projection  des 
Oj  von  O2  auf  $21  -^18  i^ls  Pr<)j-  ^^s  Oj  von  O^  auf  $1,  so  folgt 
auf  gleiche  Weise,  dass  621,  A^x  und  K^^  auf  einer  Geraden  liegen. 
Es  besteht  also  die  Beziehung: 

III.  Satz:  „Die  beiden  Ecrnpuukto  und  die  beiden  Collineations- 
„centren  für  zwei  gegebene  Projectionsebenen  und  ihre  zugehörigen 
„Centren  liegen  auf  einer  Gcraden^S 

Die  Geraden  -^12^11^2  ^^^^  ^21^1^2  ^^^  aufzufassen  als  die 
Spurlinien  der  Ebene  OiO^Pq  in  $|  und  $2-  ^s  folgt  daraus  die 
4te  Beziehung,  dass  Kj^I\iPu  und  Kf^PfiP^  sich  auf  9^  schneiden. 
Der  Schnittpunkt  heisse  S^. 

Die  angegebenen  Beziehungen  sind  ersichtlich  in  (Fig.  1)  die 
eine  parallele  Perspective  des  Systems  vorstellt.  In  (Fig.  2)  ist  ^^ 
in  $1  gedreht  und  es  liegt  dann  auf  1  Geraden : 

1)  ^12^91^18^2] 

2)  ^^12^  1-^12  3)      -^21^1-^22 

4)     Ci  2/^11 /21  ^)     Q1A2A2 

Ausserdem  liegt  der  Schnitt  von  ^12^1  nnd  ür2iP22  &Q^  ^• 


Construction  des  persp.  Grundrisses. 

Obige  Beziehungen  lassen  sich  zur  Construction  des  persp.  Grand- 
risses verwerten,  wenn  wir  durch  das  Centrum  O,  senkrecht  zur  gre. 
gebenen  Projectionsebene  ^^  eine  Ebene  $2  derart  legen,  dass  ^^ 
auch  senkrecht  zur  Ebene  (£  des  gegebeneu  geometrischen  Grund- 
risses ist.  Die  Spur  von  (£  sei  a^  in  5ßi,  ^2  "^  ^2-  ^d  s^^  ein 
Punkt  der  Ebene  @,  die  wir  um  a^  in  $2  gedreht  haben  ((Fig.  3.) 
Wir  nehmen  nun  ein  zu  $2  gehöriges  Centrum  O^  an,  und  jzwar   im 


Leihi  NeuM  Construetionen  der  Perspgetwe.  3 

UlMiidlicheii  in  der  Richtung  der  Linie  o^,  so  erhalten  wir  den  Eem- 
ponkt  IC^  in  dem  Pnnkt  O^  selbst,  während  ^^  im  UneDdlichen 
in  Bichtnng  von  a^  liegt.  Die  Projection  des  Pq  von  O^  anf  $t, 
Pq,  erhalten  wir  (s.  Fig.  3.)  indem  wir  von  Pq  auf  a,  ein  Lot  fällen. 
Sehen  wir  nnn  ^nPfs«  bringen  diese  Linie  in  S^  mit  «s  zum  Schnitt, 
und  I^en  dnrch  8^  zu  oi  eine  Parallele,  so  liegt  auf  derselben  P^ 
dl  diese  Linie  die  Richtung  zum  Kernpunkt  ^i^  anzeigt,  und  mithin 
die  4te  oben  abgeleitete  Beziehung  stattfindet.  Wir  haben  also  für 
Pfx  einen  geom.  Ort 

ISnen  zweiten  finden  wir  folgendermassen: 

Unter  derselben  Bezei  chnung  wie  bei  der  vorangegangenen  Con- 
itrnction  nehmen  wir  O^  im  Unendlichen  in  Richtung  von  a^  an, 
Bicht,  wie  vorher,  von  o^.  K^^  ist  dann  der  Hauptpunkt,  d,  h.  der 
Füsponkt  des  von  O^  auf  $s  gefällten  Lotes.  P^^  ist  der  Fuss- 
pinkt  des  von  Pq  auf  o,  gefällten  Lotes.  Nach  Satz  (1)  liegt  auf 
der  Linie  K^^P^t  ftnch  der  Punkt  P^^ ,  und  wir  haben  mithin  einen 
zvdten  Ort  fOr  die  gesuchte  Projection.  In  Fig.  (4)  ist  die  Con- 
strnction  ansgefOhrt,  nachdem  (E  um  o^  in  ^^  gedreht  ist. 

Denken  wir  eine  £bene  ^o  durch  Pq  senkrecht  a^  gelegt,  so 
ÜHt  sich  auch  Satz  (2)  anwenden,  wenn  wir  $,  mit  Oj  um  «^  in  Sß^ 
drehen;  das  in  $i  gedrehte  Centrnm  O,  fällt  dann  mit  dem  Colli- 
leationscentrum  C\^  zusammen.  Gleichzeitig  muss  auch  P^  gedreht 
werden  am  die  Spurlinie  der  durch  Pq  senkrecht  zu  o^  gelegten 
S>ene,  sodass  Pq  die  Lage  P  annimmt,  C^^P  ist  dann  1  Ort  für  Pj^ 
aaeh  Satz  (2).  In  Fig.  (5)  ist  @  um  a^  in  $i  gedreht  und  P  wird 
aas  Pg  erhalten,  indem  durch  Po  1  Lot  auf  o^  gefällt  und  dessen 
Dinge  auf  a^  abgetragen  wird,  oder  einfacher,  indem  durch  Pq  unter 
4^  zn  Ol  eine  Linie  gezogen  wird. 

Satz  (2)  ergiebt  noch  einen  andern  Ort  für  Pj^:  Nehmen  wir 
Bimlich  an,  dass  $i  und  @  die  Ebenen  wären,  auf  die  Pq  von  0| 
aas  projieirt  wird,  und  drehen  S  mit  Pq  um  a^  in  $],  und  gleich- 
zeitig Oj  um  eine  durch  X  parallel  o^  gelegte  Linie  in  $j,  so  nimmt 
C^  die  Lage  an,  wie  in  Fig.  (6)  angegeben,  und  die  Linie  C^%Pq  ist 
dn  Ort  für  P^. 

Bei  der  zuletzt  angegebenen  Construction  muss  der  geometr. 
Gnuidriss  auf  demselben  Blatt  wie  die  auszuftlhrende  Zeichnung  liegen, 
lihrend  bei  den  drei  andern  geometrischen  Oertern  Pj^  nur  die 
Ponktreiheu  auf  a^  oder  a^  erforderlich  sind,  die  auf  einem  beson- 
dera  Grandriss  gefunden  werden  können.  Von  den  sechs  Combi- 
Bstionen  ans  den  vier  Oertern,  —  denn  zur  Bestimmung  von  P^^  sind 
it^  2  der  letzteren  nötig  —  scheiden  also  3  aus ,  und  es  bleiben 
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noch  die  3  in  Fig.  (7),  (8)  nnd  (9)  dargestellten  Constructionen.  Da 
die  Lösung  Fig.  (7  und  8)  drei  Hilfslinien  erfordert,  Fig.  (9)  deren 
aber  nur  2  für  die  Projection  jedes  Punktes,  so  ist  letztere  vorzu- 
ziehen. Wir  wenden  sie  an  in  der  Aufgabe,  ein  regelmässiges  Acht- 
eck in  Perspective  zu  setzen  (vgl.  Fig.  10  a  und  b). 


Constr.  des  persp.  Grundrisses  aus  den  Linien 

desselben. 

Wir  projiciren  die  einzelnen  Linien  des  geometrischen  Grund- 
risses auf  5ß,.  Sei  gQ  eine  Gerade  der  Grundrissebene  CS,  welche  aj 
in  Si^  og  in  S^  schneide.  Die  Projection  von  O^  aus,  ^j,  hat  mit  ^o 
Punkt  Si  gemeinsam  und  um  g^  zu  erhalten,  haben  wir  nur  noch 
einen  zweiten  Punkt  von  qq  zu  projiciren. 

Wir  wählen  hierzu  S^^  construiren  gi  also  aus  den  2  Spur- 
punkten. Die  Projection  des /S^  von  0^  auf  5ßi  erhalten  wir,  wenn 
wir  O^  mit  S^  verbinden  und  diese  Linie  mit  «3  zum  Schnitt  bringen 
in  A,    ASi  ist  dann  g^. 

Diese  ("onstruction  erfordert,  abgesehen  von  den  notwendigen 
Verlängerungen  der  Grundrisslinien  bis  zum  Schnitt  mit  a^  und  021 
für  jede  Grade  nur  eine  Constructionslinie,  welche  auch  noch  in  der 
Nebenfigur  des  gegebenen  Grundrisses  ausgeführt  werden  kann.  In 
Fig.  (lla/b)  ist  diese  Construction  zur  pcrspectivischeu  Darstellung 
eines  Quadrates  benutzt.  In  Fig.  (IIa)  ist  o^  und  a^  ausgezeichnet 
und  die  Spurpunkte  coustruirt;  diese  sind  auf  a^  und  a^  der  Fig. 
(IIb)  übertragen,  welche  letztere  die  in  die  Zeichenebene  gedrehten 
Ebenen  ^^  und  $2  darstellt.  Von  dem  Collineatiouscentum  C^^  aus 
wird  die  Punktreihe  auf  a^  nach  s^  projicirt  und  entsprechende  Punkte 
von  81  und  «3  verbunden.  Die  Projection  der  Punktreihe  o^  nach  «3 
kann  auch  in  der  Hilfsfigur  vollzogen  werden,  wie  die  punktirten 
Linien  andeuten. 

Tritt  der  Fall  ein,  dass  der  auf  #3  liegende  Punkt  von  g^  ausser- 
halb der  Zeichenebene  fällt,  so  wird  die  gebräuchliche  Construction 
mit  Spur-  und  Fluchtpunkt  anzuwenden  sein.  Dasselbe  gilt  für  den 
Fall,  dass  die  Punkte  auf  a^  zu  weit  entfernt  sind. 

Constr.  des  persp.  Bildes  aus  dem  Grundriss. 

Ist  der  perspectivische  Grundriss  construirt,  so  erhalten  wir  für 
die  Punkte  des  Objectes  selbst  Oertor,  wenn  wir  durch  die  entspre- 
chenden Grundrisspunkte  Yerticale  legen.  Es  ist  noch  ein  zweiter 
Ort  der  Punkte  zu  bestimmen. 
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Im  Folgendem  ist  die  Aufgabe  behandelt,  ein  durch  Grundriss 
und  Aufriss  gegebenes  Hans  in  Perspective  zu  setzen.  Wir  con- 
Btruiren  nach  einer  der  oben  angegebenen  Methoden  den  perspectivi- 
schen  Grnudriss]  aus  dem  geometrischen  und  errichten  in  seinen 
Punkten  Lote.  Mir  bilden  auf  gleiche  Art  das  perspect.  Bild  des 
Aufrisses  von  O^  auf  $]  und  construiren  aus  diesem  die  perspectivi- 
schen  Bilder  der  parallelen  Strahlen,  welche  den  geometrischen  Auf- 
riss erzengt  haben ;  hierzu  genügt  offenbar  der  Fluchtpunkt  F  des 
zur  Aufrissebene  senkrechten  Parallelstrahlenbüschels.  Um  die  Oon- 
struction  zu  vereinfachen,  legen  wir  die  Aufrissebene  durch  O^,  so 
dass  die  Perspective  des  Aufrisses  in  die  Spurlinie  b  der  Aufriss- 
ebene in  $1  fällt,  und  haben  demnach  folgende  Construction: 

Wir  zeichnen  zunächst  den  perspectivischen  Grundriss  und 
nehmen  hierbei  die  Grundrissebene  im  Horizont  an,  sodass  der 
Grundriss  in  die  Linie  a,  fällt.  In  den  so  erhaltenen  Punkten  er- 
richten wir  auf  a^  Lote.  Aus  der  Hilfsfigur  übertragen  wir  nach  der 
Hauptfigur  die  Linie  b  und  projiciren  von  dem  gleichfalls  in  die 
Figur  eingetragenen  Centrum  O^  die  Aufrisspunkte  auf  b.  Aus  den 
2  Hilfsfiguren  wird  der  Fluchtpunkt  F,  sowie  die  zwei  Punktreihen 
auf  a^  und  b  übertragen ,  und  wir  erhalten  dann  die  Protection  des 
Hauses  als  Schnitt  entsprechender  Strahlen  des  Strahlenbüschels  Fb 
und  des  Parallelstrahlenbüschels  auf  a^.  Die  3  Figuren  können 
auch  in  eine  vereinigt  werden,  wenn  Ebene  @  um  aj  und  Ebene 
Ojb  um  b  in  $j  gedreht  gedacht  wird. 

Axonometrische  Construction. 

Die  angegebene  Construction  führt  uns  zur  azonometrischen  Be- 
handlung unserer  Aufgabe.  Wir  denken  jeden  Punkt  des  Objects 
bestimmt  durch  seine  Coordinaten  in  einem  rechtwinkligen,  räum- 
lichen Coordinatensystem ,  dessen  Mittelpunkt  Aq^  dessen  Axen  o;«, 
t/oy  «0  ßeißii?  uiid  projiciren  das  System  von  O^  auf  ^j.  Die  Pro- 
jectionen  seien  A,  s,  y,  z.  Ein  Punkt  Pq)  ^^^  ^^  Coordinatensystem 
durch  die  Coordinatenendpunkte  Äq,  Fq,  Zq  gegeben  ist,  ist  es  in 
der  Projection  durch  die  Projectionen  X,  F,  Z.  Es  sind  zunächst 
die  Axen  zu  projiciren,  und  dann  die  auf  ihnen  liegenden  Punkt- 
reihen. Zur  Vereinfachung  der  Construction  legen  wir  die  «oaxe  in 
«3,  sodass  ^0  ^^^  ^e  ^^^  verticalem  «3  horizontal  sind.  Die  Pro- 
jectionen X  und  y  werden  nach  der  p5  angegebenen  Construction 
hergestellt  aus  Spur-  und  Fluchtpunkten.  In  Fig.  (12  a)  ist  die 
Xq  ^9  ebene  dargestellt  mit  der  Projection  des  Punktes  O^  auf  die- 
selbe. Parallele  durch  0^  zu  xq  und  y^  ergeben  die  Fluchtpunkte 
Fx  und  Fy,  welche  in  die  Ausführungsfigur  (12  b)  auf  den  Horizont 
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Übertragen  werden.  AFx  und  AFy  ergeben  die  x  nnd  yaxe,  s^  ist 
«aze.  Die  Pnnktreiben  der  x  und  ^axe  erbalten  wir  aas  denen  der 
Xq  nnd  y^2XQ  mittelst  Satz  (2).  Wir  dreben  @  mit  xq  nnd  ^q  °^ 
<zi  nnd  O^  am  seinen  Horizont  in  (S  nnd  erbalten  dadnrcb  Cj^,  von 
dem  wir  die  Pnnktreibe  der  umgeklappten  x^^  nnd  ^o  cl^^  ^  u^<^  ^ 
projiciren  (vgl.  Fig.  12b). 


Ans  2  gegebenen  Centralprojectionen  eine  dritte 

zu  finden. 

Ein  Punkt  P^  sei  von  einem  Gentrum  O^  auf  Ebene  $j  im 
Punkte  P]|  und  Ton  O^  auf  $2  ^i^  As  projicirt  —  wir  wählen  die 
Indices  wieder  derart,  dass  der  erste  Index  die  Ebene,  der 
zweite  das  Gentrum  angiebt  — ;  es  ist  von  einem  Gentrum  O, 
auf  eine  Ebene  $3  die  Projection  P^  zu  finden.  Wir  verfahren  der- 
art, dass  wir  zunächst  ftlr  die  Projectionen  von  O3  auf  ^^  und  $2, 
Pi3  und  P2S9  ^^  jeder  der  Ebenen  einen  geom.  Ort  darstellen,  und 
dann  denselben  nach  ^3  von  O3  aus  projiciren ,  wodurch  wir  zwei 
Orte  für  P33  erhalten  und  damit  diesen  Punkt  selbst 

Wie  vorher  gezeigt,  liegen  P^PizK^z  auf  einer  Geraden;  wir 
erhalten  also  einen  Ort  für  P^^,  wenn  wir  K^^  construiren,  und 
PjilTis  ziehen;  ebenso  ergiobt  K^P%^  einen  Ort  für  P^, 

Der  Schnitt  von  $,  und  ^f  heisse  «,,  von  $j  und  $3  «s,  von 
$2  und  $3  «I,  der  Schnitt  von  8^  und  Pn^is  sei  S^,  von  P^iE^t  mit 
«1  sei  S^,  Dann  ist  S^  ein  Punkt  der  nun  zu  coustruirenden  Pro- 
jection von  PnÄ',3  in  ^3,  ebenso  S^  ein  Punkt  der  Projection  von 
P^%^n  AQ^  Ps*  ^^^  haben  demnach  nur  noch  von  einem  Punkt 
von  Pi,-Ki3  resp.  P^^f^  die  Projection  in  $3  zu  bestimmen,  und 
je  nach  der  Wahl  desselben  erhalten  wir  verschiedene  Gonstructionen. 

I.  Die  einfachste  Gonstruction  tritt  ein,  wenn  wir  K^^  und  Kf^ 
hierzu  wählen;  es  ist  die  im  95.  Band  des  Journ.  f.  r.  u.  angw. 
Math,  angegebene  in  der  Abhandl.:  Hauck,  neue  Gonstr.  der  Persp. 
nnd  Photogr.  Die  Projectionen  von  K^^  und  ^"^3  auf  $3  sind  die 
Kernpunkte  K^^  und  K^  und  werden  gleichzeitig  mit  den  ersten  beiden 
Kernpunkten  gefunden,  wie  folgende  Gonstr.  der  Kernpunkte  zeigt. 

Fig.  (13)  stelle  die  Projection  der  Ebenen  ^^  und  $3  auf  eine 
zu  «2  senkrechte  Ebene  dar.  O^  und  O3  seien  die  Orthogonalprojec- 
tionen  der  Gentren  O^  und  O3,  so  sind  ^^3  und  ^s^  die  Kempunkt- 
projectionen.  Sind  Aj  und  h^  die  Höhen  der  Gentren  über  der 
Zeichenebene  9   so   erhalten   wir   das    in  letztere    geklappte   Trapez 
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t^j^sOgOs,  wenn  wir  in  O^  and  O3  auf  Oj^O^  Lote  von  der  Länge 
i,  resp.  k^  errichten,  nod  die  Endpunkte  O^  und  O^  yerbinden.  Er- 
richten wir  dann  in  S^j^  und  R^^  Lote  auf  O^O^y  die  O^o^  in  E^^ 
und  K^  schneiden,  so  siud  ^is^js  und  K^^S^i  die  Entfernungen  der 
Kernpunkte  von  der  Zeichenebene.  Wir  klappen  nun  ^3  in  $| 
;Fig.  14),  ziehen  ia  ^3  senkrecht  zu  s^  eine  Linie,  welche  den 
Schnitt  a  der  Zeichenebene  der  Fig.  (13)  vorstelle,  und  in  den  Ent- 
fernongen  ^isJ^jg  und  ßsi^si  von  derselben  Parallele.  In  der  Ent- 
fernung der  Kernpunkte  von  «,,  die  sich  aus  Fig.  (13)  ergiebt 
ziehen  wir  zu  s^  Parallele,  welche  die  zuerst  zu  a  gezogenen  Pa- 
rallelen in  ir,5  und  ^31  treffen. 

Ans  der  Eigenschaft,  dass  Ci^C^iKi^K^i  auf  einer  Geraden  liegen, 
ergiebt  sich  folgende  Modification:  in  den  Entfernungen  k^  und  A3 
Tom  Schnitt  a  ziehe  Parallele,  Fig.  (14),  und  trage  auf  denselben 
von  ^  aus  die  Punkte  C^^  und  Qi  auf,  deren  Entfernungen  von 
tf  sich  aus  Fig.  (13)  ergeben.  Die  Schnitte  von  0^0^^  mit  den 
Pvallelen  zu  «g  sind  dann  die  Kernpunkte. 

Sind  umgekehrt  die  Kernpunkte  bekannt,  so  erhält  man  die 
Collineationscentren  aus  dem  Schnitte  von  K^iKi^  mit  den  Horizont- 
Imien  von  O,  and  O3.  Man  bedarf  also  nicht  mehr  eine  Hilfsfigur 
Mr  die  Constraction  der  Gollineationscentren. 

IL  Wie  schon  erwähnt,  können  wir  PnK^s  resp.  P^Kf^  auch 
liadnrch  auf  P^  projiciren,  dass  wir  nicht  den  Kernpunkt,  sondern 
irgend  einen  andern  Punkt  der  Linie  auf  $3  projiciren,  und  dies 
vird  besonders  dann  angebracht  sein,  wenn  /iTj,  und  K32  nicht  mehr 
auf  dem  Zeichenblatte  liegen. 

Nehmen  wir  hierzu  einen  beliebigen  Punkt  Ri^  von  Pu^is  an, 
iiessen  Projection  ^^31  von  O3  auf  ^3  zu  construiren  wäre,  so  wäre 
^^  die  Projection  von  ^13^11  in  p«  und  mithin  1  Ort  für  P33. 

Um  nun  ans  ^13— iisi  zu  finden,  benutzen  wir  Satz  2,  indem 
virCj,  mit  12]  3  verbinden.  Einen  zweiten  Ort  finden  wir  aus  der 
flüfifigur  (13),  indem  wir  den  daraus  ersichtlichen  Abstand  des  R^i 
TOD  f,  als  Parallele  r^i  zu  s^  in  die  Ansführungsfigur  eintragen. 
Der  Schnitt  dieser  Parallelen  mit  C^iRi^  ist  1^31.  Um  immer  die- 
selbe Linie  r^i  zu  erhalten,  ziehen  wir  im  Abstand  des  Ri^  von  «^ 
eine  Parallele  r|3  zu  «29  ^^^  wählen  von  allen  Linien  PnKi^  stets 
<ien  anf  rgg  liegenden  Punkt.  Dasselbe  wird  für  $2  ^^^^  ^s  durch- 
gefiihrt. 

Wir  nehmen  R^^  im  Unendlichen  an-,  R^i  liegt  dann  auf  einer 
Parallelen  r^i  zu  s^  die  (Fig.  13)  gefunden  wird,  indem  man  durch 
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O3  ZU  ^1  eine  parallele  Ebene  legt.     Es  ergiebt  sich  also  folgende 
Gonstruction: 

Nimm  die  ortbognale  Projection  der  Ebenen  5ßi  und  5^3  und 
der  Centren  C?i  und  0^  auf  eine  zu  #,  senkrechte  Ebene  an ,  Fig. 
(13),  und  construire  daraus,  wie  in  Fig.  (13/14)  angegeben  ist,  den 
Kernpunkt  -^^13  und  noch  C31.  Ist  P^  die  Projection  des  Pq  von 
O,  auf  $1,  so  zieh  P,]^|3,  und  bringe  diese  Linie  in  S^  mit  s^ 
zum  Schnitt.  Nachdem  P3  in  Ebene  $|  gedreht  ist,  und  r^i  aus 
Fig.  (13)  in  die  Ausführungsfigur  (14)  übertragen  ist,  zieh  durch 
631  zu  i^ijPii  eine  Parallele,  welche  Linie  C^\R^^  vorstellt,  so  ist 
nach  Satz  2  ihr  Schnitt  mit  rgj  der  Punkt  i^s^,  und  die  Linie  R^\S^ 
ist  ein  Ort  für  P33.  Einen  zweiten  Ort  erhalten  wir,  wenn  wir  Ebene 
^2  um  f|  in  $3  drehen  und  auf  gleiche  Art  verfahren. 

Werden  mehr  Punkte  auf  diese  Art  nach  $3  projicirt,  so  ent- 
stehen bei  ^13  und  C31  Strahlenbüschel  mit  parallelen  Strahlen;  sie 
schneiden  also  parallele  Linien  in  ähnlichen  Punktreihen;  mithin 
sind  die  auf  r^x  und  «2  entstehenden  Puuktreihen  ähnlich.  Ziehen 
wir  zu  «2  öi^^G  Parallele  ^31,  die  von  ^",3  denselben  Abstand  hat  wie 
rsx  von  C'31 ,  so  ist  die  auf  p^\  durch  Büschel  K^^  entsprechende 
Punktreihe  congruent  der  auf  r^y  durch  C31  entstehenden ,  und  es 
ist  demnach  nicht  nötig,  das  Büschel  C3,  zu  zeichnen,  sondern  nur, 
die  Punktreihe  p^x  nach  rji  zu  übertragen  (Fig.  16).  Die  Pro- 
jection jedes  Punktes  Pq  bedarf  dann  nur4Hilfsli!nien. 
Dies  ist  besonders  dann  von  Vorteil,  wenn  die  2  gegebenen  Pro- 
jectionen  mit  den  Strahlenbüscheln  Pn^is  und  P^K^  auf  1  beson- 
dern Blatte  gezeichnet  sind.  — [Es  ist  klar,  dass  die  2  Punktreihen 
auf  »2  ^^^  ^81  perspectivisch  liegen ,  und  dass  der  Mittelpunkt  der 
Projection  der  Kernpunkt  K^x  ist  (vgl.  Fig.  11),  sodass  diese  Constr. 
auf  die  erste  zurückzuführen  ist.  Wir  führen  sie  an  einem  Bei- 
spiele durch: 

Aufg.:  Ein  Haus  ist  in  Längsriss  und  Aufriss  gegeben,  die 
Perspective  für  eine  Ebene  %^  :und  ein  Contrum  O3  zu  construiren 
(Fig.  16). 

Wir  klappen  wieder  die  Ebenen  ^,  und  ^2  der  gegebenen  Pro- 
jectionen  in  IP3.  construiren  aus  der  Hilfsfigur  (15)  die  Kernpunkte 
ifi3  und  ^235  ferner  631,  C3,  und  rg,,  r^x  und  finden  daraus  die  Ab- 
stände der  r3j  und  r32  von  Cgi  resp,  C32,  sodass  wir  nach  Eintragung 
der  Linien  rgi  und  rg,  in  Fig.  (16)  auch  die  Parallelen  p^x  "»d  p^^ 
in  dieser  ziehen  können.  Indem  wir  ^,3  mit  den  Punkten  des  Auf- 
risses verbinden,  erhalten  wir  die  Punktreihen  «g  ^^^  l'si»  ebenso 
aus  üTj,  und  dem  Längsriss  die  Puuktreihen  *|  und  ^32-    Die  Punkt- 
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reihen  p^  rosp.  ^32  werden  nach  r^i  resp.  rj,  übertragen,  darauf 
zng^ehörige  Punkte  von  «9  und  r,!,  ebenso  von  «|  und  r^  Terbunden. 
Die  Schnittpunkte  entsprechender  Verbindungslinien  geben  dann  die 
perspectiYischc  Ansicht.  Die  Linien  «1  und  «f  bleiben  vorläufig  un- 
berücksichtigt 

Wir  können  die  Linien  pgi  und  p^^  auch  auf  der  andern  Seite 
TCO  f  13  resp.  JTjs  annehmen,  je  nach  dem  vorhandenen  Platze,  müssen 
Jana  aber  die  Punktreihen  bei  der  Uebertragung  nach  s^  resp.  «1 
umkehren,  sodass  nur  der  Punkt  auf  63,^13  seine  Lage  auf  dieser 
Linie  behält.  Fällt  »i  und  9^  nicht  in  die  Zeichenebene,  so  können 
^ir  diese  Constr.  mit  der  ersten  vereinigen  und  das  perspect.  Bild 
äos  A31  und  r^  resp.  ^^32  und  r^i  construiren. 


III.  3tc  Construction.  Wir  legen  durch  O3  eine  Ebene 
parallel  $3,  die  l^i  in  ^13,  $2  ^^  ^s  schneidet,  und  projiciren  von 
PiiK\^  und  P^%K^z  ^^^  Auf  ^13  ^^SP-  hz  liegenden  Punkte,  die  in  $3 
!as  Unendliche  fallen.  Wir  erhalten  dann  folgende  Construction  zu 
der  wieder  Fig.  (13  und  14)  benutzt  ist.  Suche,  wie  vorher,  die 
Kernpunkte  ^^,3  und  K^  und  ferner  die  Linien  ^13  und  ^2t  ^^^  drehe 
^1  um  s^  und  $2  ^^^  '1  ^^^  ^^^  Linien  ^13  und  t^^  in  Ebene  V3. 
Dringe  Pn^is  iu  ^S^s  mit  «2  ^^^  ^^  ^13  mit  f^s  zum  Schnitt  und  zieh 
JjjC^j  so  Hegt  nach  Satz  2  T^x  auf  dieser  Linie,  im  Unendlichen. 
Eine  Parallele  hierzu  durch  ^^2  ist  also  ein  Ort  für  ^33  Ein  zweiter 
ergiebt  sich  aus  $2  ^^^  '3- 

In  Fig.  (17)  ist  diese  Construction  an  1  Beispiel  durchgeführt; 
es  iit  dort  auf  Grund-  und  Aufriss  die  perspect.  Ansicht  berge- 
itellt,  nachdem  'i'|  und  $2  m^^  '13  und  ^23  um  s^  resp.  <|  in  Ebene 
t^  gedreht  sind.  Die  Punktreihe  auf  ^23  ^^^^^  in  einen  Punkt  zu- 
sammen, da  ^23  ^^^  Punkt  der  Linie  wird.  Das  Strahlenbüschel 
TOD  C32  aas  fällt  mithin  weg,  und  das  von  s^  ausgehende  Strahlen- 
löschei  wird  ein  paralleles.  Die  6  Constructiouslinien  eines  Punktes 
faJIen  demnach  in  5  zusammen.  Im  Fall  der  Frontansicht  geht  auch 
das  Strahlenbüschel  C13  in  1  Linie  über,  sodass  auch  das  zweite 
Scrahlenbüschel  s^  parallel  wird  und  jeder  Punkt  durch  4  Construc- 
tionslinieu  gefunden  wird.  ~  Es  ist  klar,  dass  diese  Construction 
Ki^ntisjh  ist  mit  der  pG  gegebenen  Construction. 

4te  Construction.  Wir  projiciren  von  inA'n  den  in  «3 
hegenden  Punkt  nach  P^  und  erhalten  für  diese  Projectiou  einen 
^offi.  Ort  in  der  Proj.  *  der  Linie  «3  auf  $3,    einen   zweiten  mit 
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Hilfe  von  Cj,.  Wir  erhalten  dann  folgende  Construction :  Klappe 
¥,  und  Vi  wieder  in  ^1^3  und  trag  die  Punkte  K^^K^^CsiC^s^  sowie 
die  Linie  s  aus  der  Hilfsfigur  (18)  in  die  Ausführungsfigur  (19)  ein. 
Zieh  S^C^i  und  verbind  den  Schnitt  dieser  Linie  mit  *  mit  dem 
Punkte  53,  so  ergiebt  dies  einen  geometrischen  Ort  für  Pjj ,  der  an- 
dere ergiebt  sich  wieder  aus  ¥2  und  ^3. 

In  Fig.  15,  16  ist  mit  dieser  Construction  die  Aufgabe  gelöst, 
aus  Aufriss  und  Längsriss  ist  die  perspectivische  Ansicht  eines 
Hauses  zu  finden. 

Die  Construction  ist  folgendermassen  vereinfacht:  Verschieb 
eine  der  Ebenen  Vj  oder  $2  solange  parallel  sich  selbst,  bis  «3  mit 
s  in  Bezug  auf  auf  0^  symmetrisch  liegt.  Dann  werden  die  Punkt- 
reiben auf  «3  und  s  congruent,  man  hat  also  nicht  nötig,  das  Strah- 
lenbüschel C31  zu  zeichnen,  sondern  überträgt  mittelst  eines  Papier- 
Streifens  die  Punktreihe  von  «3  nach  s  und  verfährt  dann  wie  oben. 

In  Fig.  16  sind  in  die  Strahlenbüschel  Jr,3  und  K^s  Parallele  ein- 
gezeichnet, «2'  und  si'y  auf  denen  die  Punkte  erzeugt  werden. 
Jeder  Punkt  bedarf  hierbei  nur  4  Constrnctionslinien. 

V.  5te  Construction.  Wir  legen  durch  O,  und  Og  eine 
Ebene  parallel  «3,  die  $|  in  tj,  $2  iu  t^,  $3  in  ^3  treffe,  ziehen 
wieder  wie  vorher  die  Linien  PnKi^  und  F^iKf^t  fassen  dieselben 
aber  diesmal  auf  als  Projectionen  der  Linie  O^Pq  von  0|  auf  Pi 
und  von  O^  auf  P2-  Von  dem  Schnittpunkt  Tu  von  ti  und  P|i-Är,3 
construiren  wir  die  Projection  T^i  von  0|  auf  ^^3  und  ebenso  von 
dem  Schnittpunkt  222  von  t^  mit  P22'^2s  ^i®  Projection  T3,  von  Oj 
auf  $3,  und  zwar  wieder  mit  Hilfe  der  CoUineationscentren  C^  und 
C23,  ^31^2  und  Tg^Si  sind  dann  die  Projectionen  der  Linie  PoOg 
von  Ol  und  von  O^  auf  $3  ;  wir  können  also  2'3i'S2  ansehen  als  Spur 
der  Ebene  PqO^Oq  in  ^^3  und  also  auch  als  Projection  der  Linie 
PqOj  von  O3  auf  ^3.  Ebenso  ist  T^iSi  die  Projection  der  Linie 
P0O2  von  O3  auf  Vs'  Beide  Linien  stellen  also  einen  geom.  Ort 
für  P33  dar,  und  ihr  Schnittpunkt  ist  P33  selbst.  In  Fig.  18  und  20 
ist  die  Construction  durchgeführt,  wie  bisher  unter  der  Annahme, 
dass  die  dritte  der  Projectionsebenen  der  Spurgeraden  der  beiden 
andern  parallel  ist. 

VI.  Hieraus  folgt  eine  Construction  des  perspectivischen  Bildes 
durch  Projection  der  geradlinigen  Begrenzung  des  Objectes  nicht  der 
Ecken  desselben  (Fig.  18  und  21),  denn  statt  der  Linie  O3PQ  können 
wir  eine  beliebige  Linie  go  auf  diese  Art  projiciren.    Die  gegebenen 
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ProjecUonen  derselben  yon  0|  auf  9i  udcL  von  O^  auf  Vi  seien  g^ 
md  ^1,  deren  Schnitte  mit  «^  ^^^V-  'i  s^i^i^  ^2  ^i^d  Si .  Wir  con- 
Krairen  Ton  dem  aof /i  liegenden  Punkte  Tu  der  Linie  ^g  diePro- 
jectioo  7*31  Ton  0|  anf  $3  mit  Hilfe  von  C|s,  denn  wir  wissen,  dass 
Tg  auf  «3  liegt.  Ebenso  finden  wir  mit  C^^  die  Projection  T^f  auf 
V  Tjii^  nnd  T^^  sind  dann  die  Projectionen  der  Linie  go  von 
0|  md  Of  anf  9s »  ibr  Schnitt  S  ist  also  der  Spnrpunkt  von  ^0  ^^ 
Vi,  also  ein  Pankt  Ton  g^.  Als  zweiten  Punkt  wählen  wir  die  Pro- 
jectioD  des  in  Ebene  «1(3  liegenden  Pnnktes  Gq  von  g^.  Die  Pro- 
jeedoB  desselben  von  O^  anf  $3  ist  Tgi,  von  O3  anf  V,  ist  es  733. 
Construiren  wir  also  die  Kernpunkte  in  $3,  K^i  und  Jr33,  und  ver- 
binden K^  mit  731 ,  ^^33  mit  T33 ,  so  ist  nach  Satz  1  der  Schnitt 
ieser  Linien  der  Punkt  Gj  in  welchem  Gq  von  O3  auf  ^3  projicirt 
i^  nnd  die  Yerbindungslinie  dieses  Pnnktes  mit  S  giebt  die  ver- 
ksfte  Projection  ^3.  Zur  Projection  einer  Linie  sind  hiernach  6 
Cirottnictionslinien  erforderlich. 


7te  Construction.  Um  aus  2  Projectionen  eines  Punktes 
aae  dritte  zu  finden ,  benutzten  wir  bisher  die  Kernpunkte  und  die 
CoUinealionscentren;  wir  werden  aber  im  Folgenden  zeigen,  dass 
vir  die  dritte  Projection  auch  ohne  Kernpunkte  nur  mit  Hilfe  der 
Coüineationspankte  zeichnen  können. 

Ans  der  Construction  des  Collineadonscentrums  Cjs  folgt  (Fig. 
22a),  dass  die  Linie  0|C|3  auf  «3  senkrecht  steht  und  den  Winkel 
^  ^  Ebenen  9%  nnd  $3  halbirt.  Jede  durch  C|s  gehende  Linie  der 
Ebene  9i  kann  daher  angesehen  werden  als  die  Projection  einer  zu 
^Qs  parallelen  Linie  mit  dem  Fluchtpunkt  C,,.  P]iC,3  ist  daher 
n  betrachten  als  die  Projection  der  durch  Pq  parallel  der  Winkel- 
kalbirenden  gezogenen  Geraden,  dieselbe  heisse  üq.  Die  durch  oq 
aad 0| bestimmte  Ebene  schneide  Vi  in  a|,  $3  in  03,  Vs  in  <h\  ^^^ 
^BT^  Of  und  O^  gehende  Ebene  treffe  Vi  ^^  ^n^  V2  ^^  ^ss)  Vi  ^^ 
^B^die  durch  oq  nnd  O3  gehende  Vi  in  ajs,  V2  in  ^si  V9  in  a^. 
Da  die  drei  Ebenen  sämtlich  durch  a^  gehen,  so  gehen  ihre  Spuren 
ia  einer  der  3  Projectionsebenen  durch  den  Spurpunkt  von  %  in 
^Kser  Ebene ,  es  schneiden  sich  also  u.  A.  a^i ,  033,  033  in  einem 
Punkte.  Ist  also  a^i  und  033  construirt,  so  ist  von  ^33  ein  Punkt 
^^^annt  Die  Ebene  <hi^^si  enthält  die  durch  0|  zu  a^  gezogene 
PvaUde,  die  Vi  in  Qs,  V3  in  Cg,'  treffe;  Ebene  ä, 3033033  enthält 
^  durch  O3  zu  a^  gezogene  Parallele,  welche  V^  in  632,  V^  in  6^33 
^e;  Ebene  ^j  3033033  endlich  enthält  die  durch  O3  zu  oq  gelegte 
Parallele,  deren  Schnitt  mit  Vt  ^si  sei.  Es  ist  klar,  dass  dann  die 
^  gefundenen  Punkte  nichts   anders   als   die    CoUineationscentren 
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sind,  und  dasB  überdies  bei  DrehuDg  der  Ebene  Vi  in  ¥3  die  Punkte 
C|g  und  C13'  zusammenfallen.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  $3 
der  Spurgeraden  «3  parallel  ist,  ist  in  Fig.  22a  das  ganze  System  in 
orthogonaler  Projection  auf  eine  zu  allen  3  Projcctionsebenen  senk- 
rechte vierte  Ebene  dargestellt.  Wird  das  Ebenensystem  längs  «3 
aufgeschnitten  und  $1  wie  Vg  in  %  gedreht,  so  können  diese  Col- 
lincat'ionscentren  aus  Fig.  22  a  in  die  so  entstehende  Fig.  22  b  über- 
tragen werden.  Ai^is  i^^  dojin  die  Linie  a,,,  a^i  geht  durch  C13' 
und  durch  den  Schnitt  von  an  und  s^.  Ebenso  ist  Pgs^ssi  die  Linie 
a^g,  und  ^32  ist  Verbindungslinie  von  C^i  mit  dem  Schnitte  von  o^s 
und  #f  ^6f  so  gefundene  Schnittpunkt  von  a^i  mit  0^2  ist  ein  Punkt 
von  «33  und  wir  erhalten  hieraus  «33  selbst  durch  Verbinden  mit 
Punkt  Cii.  «33  ist  dann  ein  geometrischer  Ort  für  P33.  Legen  wir 
durch  Fq  eine  zweite  Linie  Iq,  welche  zur  Winkelhalbirenden  der  Ebenen 
Vi  und  V9  parallel  ist,  und  verfahren  mit  Öq  wie  vorher  mit  oq, 
indem  wir  auch  durch  Iq  3  Ebenen  legen,  so  erhalten  wir  hieraus 
einen  zweiten  Ort  für  P33  und  damit  diesen  Punkt  selbst.  Die  an- 
gegebene Construction  ist  in  Fig.  22  b  ausgeführt.  Zur  Projection 
jedes  Punktes  sind  8  Constructionslinien  erforderlich;  da  C^  und 
C13',  ebenso  C^s  und  C^z   zusammen  fallen. 

Beisp.  Aus  Grund-  und  Aufriss  eine  perspectivische  Ansicht 
zu  construiren  (Fig.  23).  Vi  sei  Aufrissebene,  %  Gruudrissebene,  ^3 
sei  die  dritte  Ebene  und  O3  das  zugehörige  Ceutrum.  In  Fig.  23  b 
ist  $1  und  $2  in  Vi  gedreht,  oq  ist  der  mit  a  bezeichneten  Linie 
parallel.  Die  Ebene  durch  0|  und  Uq  ist  in  unserm  Falle  hori- 
zontal, sodass  das  von  Fn  auf  «2  gefällte  Lot  die  Linie  a|,  und 
seine  Verlängerung  a^i  vorstellt.  Die  durch  O^  und  a^  gelegte  Ebene 
steht  auf  V^  senkrecht;  «22  ist  also  die  durch  P^  zu  a  gezogene 
Parallele,  das  im  Schnitt  von  «|  mit  a^^  errichtete  Lot  auf  «|  ist 
die  Spur  a^^'  Verbinden  wir  den  Schnitt  von  a^j  und  a^^  ^i^  ^^^ 
aus  der  Ililfsfigur  gefundenön  6gi,  so  ergiebt  diese  Linie  einen  Ort 
für  P33. 

Wir  nehmen  jetzt  durch  Fq  eine  Linie  b  au,  die  «1  und  den 
Winkel  von  V^  und  ^3  halbirt,  und  legen  die  Ebenen  0,io  nnd  Og^o- 
Die  Eichtung  der  Spurgeraden  jeder  hierzu  parallelen  Ebene  in  Vi 
und  ^8  finden  wir  folgendermassen.  Wir  denken  die  Ebene  dadurch 
entstanden,  dass  eine  Linie,  die  senkrecht  «^  ist  und  den  Winkel 
von  Vi  und  %  halbirt,  sich  auf  1  Lot  zur  Ebene  V^  bewegt.  Die 
Spur  in  Vi  erhalten  wir,  indem  wir  1  Ebene  (£  in  ^  senkrecht  «1 
gelegt  denken.  AB  sei  deren  Spur  in  Vi\  ^C  ist  dann  die  in  V^ 
um  AB  gelegte  Spur  von  Ebene  O^h^  in  @;  wir  erhalten  daraus  die 
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Spur  Yon  Oi&o  ^^  9i>  indem  wir  AD  Ton  A  aas  auf  («s)  übertragen 
und  in  dem  so  erhaltenen  Punkte  (D)  ein  Lot  {D)E  gleich  BC  er- 
richten, so  ist  AE  die  Richtung  von  ^h,  and  eine  Parallele  dazu 
durch  P||  ist  ^n  selbst.  Die  Richtung  von  b^i  erhalten  wir  folgen- 
dermassen: 

In  D  errichten  wir  auf  «^  in  ^^  ein  Lot  (ygl.  Fig.  23  b)  das  «|  in 
G  trifft.  In  G  wiederum  in  ffj  ein  Lot  auf  si  von  der  Länge  GH 
gleich  BC^  fällen  dann  in  f^  Ton  D  auf  «|  ein  Lot  DF,  so  ist  HF 
die  Richtung  von  &s|.  ^^s  nnd  b^^  erhalten  wir,  wenn  wir  von  P^ 
auf  «I  ein  Lot  fällen,  das  ^^s  i^^  nnd  in  dessen  Fusspuukt  in  $3 
auf  <t  ein  Lot  b^2  errichten.  Der  Schnitt  von  b^  mit  632  wird 
mit  C22  zerbunden,  und  dadurch  ein  zweiter  Ort  für  Pg,  erhalten. 
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II. 

Die  Nullwerte  höherer  Ableitungen  gewisser 
zusammengesetzter  Functionen. 

Von 

Franz  Rogel. 


Bezeichuet  \(x)  eine  mit  der  Veränderlichen  verschwindende 
Function,  deren  Dififerentialquotienten  von  a;  —  0  bis  x  —  ;  end- 
lich nnd  stetig  bleiben,  so  wird  auch  der  nte  Differentialqaotient 
einer  beliebigen  mteu  Potenz  dieser  Function  \{x)  —  abktlrzungs- 
weise  f  geschrieben,  —   zufolge  der  Formel 

zwischen  nnd  an  diesen  Grenzen  endlich  und  stetig  bleiben. 
Da  i  nicht  grösser  als  n  sein  kann,  so  wird  in  dem  Falle 

X  stets  unter  m  liegen  und   f"»-"  ein  gemeinschaftlicher  Factor  der 
Glieder  obiger  Summe. 

Es  folgt  hieraus 

Z)**f"'x=o  =  0,        n  <  TO  (1) 


gewisser  zusammengesetxier  Functionen.  15 

Diese  Eigenschaft  bildet  die  Grandlage  eines  einfachen  Yer- 
ährens  die  Kall  werte  der  höheren  Ableitungen  solcher  znsammen- 
g^tzter  Fanctionen  JP,  welche  von  f  (x)  abhängen,  dircct,  d.  h.  ohne 
Yorherige  Berechnnng  der  Differentialqnotientcn  zu  bestimmen,  wenn 
!ar  F  eine  Potenz-Reihen-Entwicklnng 

F(y)  -     2  Agxff  (2) 

Buglich  und  bekannt  ist. 

Wird  nämlich  y  dnrch  f(x)  ersetzt,  so  kommt 

iPCfW)-     2  Aff(^)9    und 

D^F(\)'^     2  AgD**^f  (3) 

9=0 

dltig  jedoch  nur  für  solche  z,  fflr  welche  die  rechtsseitige  Reihe 
aDTer]girt,  also  für  x  =  0.  Denn  nach  (1)  yerschwinden  in  diesem 
FtUe  alle  Differentialqnotienten  vom  (n  -|~  1)  ton  angefangen ,  auch 
kun  wegen  der  voransgesetzten  Convergenz  der  Reihe  in  (2)  keines 
kr  nachfolgenden  Glieder  anter  der  Form  0 .  od  erscheinen ;  die 
Beüie  in  (3)  hat  daher  einen  endlichen  Wert.    Es  gilt  somit 

2)-J^(f)x=o-     2    AgD^(^)ffx=o  (4) 

TO  g  eine  ganze,  positive  Zal  bezeichnet. 

Eine  weitere  Anwendung  des  in  (1)  ausgesprochenen  Satzes  bilden 
Ableitungen  von  Identitäten  (Vergl.  d.  Verfassers  gleich- 
BMugen  Aufsatz,  Archiv  2.  R.  S.  209  T.  X.  1891.) 

Eine  unabhängige  Darstellungsweise  dieser  Nu  11  werte,  wie 
^^  bei  den  Reihenentwicklungen  von  Mac  Laurin,  Lagrange  und 
Bönnann  gewünscht  wird,  ist  nur  denkbar,  wenn  sich  sowol  die 
Cceffidenten  Ag^  als  auch  die  Null  werte  der  höheren  Ableitungen 
<ier Potenzen  der  Function  y,f(a;)^^   independent  darstellen  lassen. 

Das  letztere  ist  bei  den  wenigen  nachfolgenden  einfachen  Func- 
üoaender  Fall- 


a)   JD"(logl4-ir)"'=(— l)~-"»w!    C 

n—m 


'0  C  den   n-mten   Facultäten-Coefficienten,   gebildet    aus  den 
B?fflenten  1,  2,  ...  n  —  1  vorstellt. 
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n 


b)    i>"(logl— «)%  —  (— l)»w!     C 

n—m 


c)  Z)*(Binaa;)o2/*  =  (— 1 )  2-2."  Ha»     £  (—lyl    ^  )(2^— 2r)»» 

r=l  ^  *•  >' 

wenn  n  gerade  ist,  sonst  =0 

nj-l 
I^(sinajr)2." » 1  «  (-1)  2-2."  a"   £  (— DM    '  )(2(ti--2r+l)»« 

wenn  n  ungerade  ist,  sonst  =  0 

d)  Von  Functionen  g>(x),  welche  für  aj  =  0  nicht  verschwinden, 
können  neue,  für  x  -»  0  verschwindende  ^{x)  am  einfachsten  abge- 
leitet werden,   wenn  von  ihnen   —    ausgedrückt  in  Reihenform   — 

alle  Glieder  mit  Exponenten  __  0    abgezogen,   oder   wenn    sie   mit 
einer  entsprechend  hohen  Poten  von  x  multiplicirt  werden. 


D^fx—   )  0  =  D*"  X"»  {a  —  x)q-"' 

-= »/!  ("  j  />'-"»  o^xo-»»*  = «!  r|  _  ,,J«~** 

p  eine  positive  Zal 
m  eine  ganze  Zal 

Auf  diesen  Fall  lassen  sich  alle  rationalen  Brüche,  deren  Nenror 
sich  in  Wurzelfactoren  zerlegen  lassen,  zurnckfübreu. 

c)     i>(c«*(c**— c«'))o"*  =   -T  (— J)*  (  ,  )  (am-\-h{7n     /•)+<?//,•• 


Für  a  =-  ft  =  1,  <?  =  0  ist 

Ä:-=m  —  1  /^v  m 

r^(e'  -  l)a«  =   £  (—1)*  (  ,  )  (m--k)>'  =  E 

Eine  allgemeinere  Function  dieser  Art  ist: 


(5) 
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Ist  r>2,   80  lässt  sich  der  Nullwert  nicht  mehr  indepen- 
•ient,  sondern  nnr  combinatorisch  darstellen;  es  ist 

2r  Ol  —  «i;       «j,     «2,     ...     Cr  =  0,     1,     2,     ...     TO 

o)    bei  geradem  r  und  ä*  —  (—l)*-*  ist  die  Bedingung  in  (6) 

erfUlt. 

A    Derselben  Bedingung  genügt  auch 

''tT<-"'G-i)'"')"'= 

CöT(-(7T-(-'       T 

«j  :  «2  i  ...  Jc=l 

X        -S      (  J^)(2fi-2r)2»'-^ 


r=0 
Z)2i'+l(a.cosara:)2Aij,  =  0 


^+H*C08ax)^flo 

( 


_1)    2     2^-s!,fi(2^)l/2vj^j,_jj^^'--f/2^-|-l\  2^_2^^2p_!^„ 

I>2»(«co8air)*^+>o=0 

tek.  4.  lUth.  B.  Fliri.    8.  Baihe,  T.  XL  g 


I 
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g)     Z)«  (ar6«'"C8>"')'"o  =  »*!(**)  ^""* 


m  ^rtn  arcaiax^ 
6  0 


m!(      )          n          (r^m^  +  k^)  n  —  wi  gerade 
\«»/A;=0,2,4... 

Ä;=n — m — 2 

mi  I     irm   ii      ir-7/«— r«-;  n  —  m  ungera de 


V"*/      A:=l,3,ö... 


h)    Das  Lagrange'sche  System  liefert  die  Entwicklung 


woraus  . 

wofür  sich  durch  unmittelbares  Potenziren  noch  ein  anderer  Aus- 
druck ergiebt;  es  ist 


r 

r=^  /m\  -      .  2 

^0 


(-i)~22«-««r^"*(i")(2 


aus 


dem  Vergleich  beider  Ausdrücke  entsteht  die  Identität 


^   .     m  /m  —  n  — 1\ 

2-2n+m  __  f  I 

n   \         771        / 


(7) 


h')    Ebenso  wird  gefunden 


..  /m+2n  — 1\ 
I>.yo-«(«-l)l^    ^„_i     j 
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Z>«(x«y)o 


Nun  ist  wieder 


^  »»  ^  /'^n  — OT  — 1\  __  m.n\  /2n— i»  — 1\ 
n—m  \  n  -  »» —  1/  ~"  n—m  \  n         ) 


( 


1— Vl-4a: 


2 


AWI 


2-m 


'oraas  sich  dnrch  Vergleich  die  Identität  ergiebt 

3-"'(r)0='-»-^-»-^C"-:-') 


(8) 


Dnrch  Addition  und  Subtraction  der  Gleichungen  (7)  und  (8) 
cststehen  noch  die  weiteren  Identitäten 


r=2 


m\ 


m 


r«.2,4,6  ... 


n  -  j»  \         w  / 

+"("::7')    (») 


r«2 


m — 11 
~2~ 


♦"^^l^   «Jj  Öj    ••. 


00  =<-)-.-^C"-:-0 


i)   Genügen  die  Coefficienten  ^j,  g  der  triuomischen  Gleichung 


^r  Bedingung 

^giebt  es  nur  eine  einzige  reelle  Wurzel,  nämlich 

2» 
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3 


K-i+i/(i)"+ä)'+i/-i-i/(0"+ej 


Das   Lagrang'sche   Theorem   ermöglicht  abermals   die   Entwicklang 
einer  beliebigen  Potenz  y^  dieser  Wurzel  in  eine  convergento  Reihe. 

Wenn  obige  Gleichung  geschrieben  wird 

und 

1  fl 

gesetzt  wird,  so  ist 

yc=  «-|-a;(— y)» 
somit 

r«-2 


•J,'rrr')<- 


Convergenzbedingung  ist 

3 


kKil/Q'  (« 


Es  ist  nun 

8 


-[»/■i+l/®"+(ä)'+|/-M/®"+(i)T- 

r— »00  o^o-l-'n  /3r4-m 1\ 

(— ga;)"»  +  m2;(— l)3»+«^-^f      ^^         j  «3«^+w  (11) 


Hat  die  kubische  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln,   so  ist  die  nu 
merisch  kleinste  in  Rechnung  zu  bringen. 

Schliesslich  ist 
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0,       «  <  »»,    oder  wenn  n^m  kein  Vielfaches  der 

Zai  3  ist 

( — l)"*5.m!,         n  — >  m 

(-l)8r+m  ^  (ßr-\-m)\  g2r+m  f   ^^^^    )  ,       Wenn    n— ro 

durch  3  teilbar  ist. 
Wird  q  als  Veränderliche  betrachtet,  so  ist 

0,       n  <  wi,  oder  wenn  »  —  wi  ungerade  ist 
(  — l)"*a;m!,        n  «»  m 

j)    Die  geforderten  Eigenschaften   werden   auch  Summen   und 
Combinationen    der  genannten  Functionen    mit   oder   ohne  Wieder- 
olnng  zur  zweiten  Classe  besitzen. 

Combinationen  .zu  einer  höheren  Classe  werden  im  allgemeinen 
eine  independente  Darstellung  der  Nullwerte  nicht  zulassen. 

Die  Ableitungen  der  Potenzen  von  Functionen  haben  in  der 
Aoalysis  eine  besondere  Wichtigkeit  erlangt 

Die  Reihen  Yon  Lagrange,  Laplace  und  Bürmann  stützen 
sieb  auf  dieselben  und  R.  Hoppe  (Theorie  d.  ind.  Darst.der  höheren 
Differentialqnotienten ,  Leipzig  1845)  macht  die  independenten  Dar- 
stellaogen  yon  ihnen  abhängig. 

In  den  nun  folgenden  Anwendungen  sollen  daher  vor  allem  an- 
deren die  Potenzen  complicirterer  Functionen  Berücksichtigung  finden, 

Hierbei  bedeute 

eine  mit  x  zugleich  verschwindende  Function  von  der  Beschaffenheit. 
da^s  die  Nu  11  werte  der  höheren  Ableitungen  ihrer  Potenzen  sich 
independent  darstellen  lassen,  also  eine  der  unter  a)  bis  j)  ge- 
kannten Abhängigkeiten. 

1)    F{^(x))  «  tg"»«    (m  eine  positive  ganze  Zal) 

■ 

m 
«  sin«»x(l  —  sin^flc)      2 

Mit  Benutzung  der  Abkürzung 
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8n^  ^  (Z>»*sin»-a;)o 
wofür  in  (c)  die  Formeln  gegeben  wurden,  ist 


^i-% 


tgwa;  «ZI-  /  sin2*+"»a; 


und  nach  Satz  (4) 


n — m 


(■ 


m 


H-o— 1 


2 


«n 


^»+m 


WO  unter 


n — m 


(12) 


das  „grösste  Ganze"  ^  (^o—jzö verstehen  ist. 


2)    sec*"« 


fc=o  >      ;fc      -^ 


*=i? 


i>»«8ec'»j?o 


2 


(13) 


3)     1  — «cota: 


.=0  »+J) 


-2  <a;<+^ 


&= 


n  — 2 


2      I  ,^2fc+2 


/)n(l-a;cotaj)o  =•  i2;(-l)* 


"   cro 


Andererseits  ist 


A?=»oo 


(14) 


1  —«cot«  -«   Z      —-  ^)fe(2x)2*,     -  5r  <  «  <  +n; 

A.=»l  (^«)' 


wo 


111 

^1  =61      ^2  "^  3.y      ^3  *=  42'  *  "  ^^®  BernouUi'schenZalen 

bedeuten;  ferner 
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ö,       n  gerade 

ö"(l — a;cota!;)o  = 

0,  n  ungerade 

die  Gleichstellung  beider  Ergebnisse  ergiebt  für  diese  Zalen  den 
indep enden ten  Ausdruck 

^"  -  ii   ^""*^  (-1)*  -f5^'-  (15) 

Durch  Erheben  der  Reihe  für   l—xcota;  zur  mten  Potenz  entsteht 

vobei  abkflrzungsweise 

[ct')r= et')' 

gesetzt,  und  die  Zal  r  aus  m  ungleichen  oder  gleichen  Zalcn 
o^  oj,  Of»  •  • '  ^^^  Zeigerreihe  0,  1,  2,  3.  .  . .  auf  alle  verschiedenen 
Arten  zusammenzusetzen  ist.    Es  ist  dann 

«^•V    1    j     *«'l    2    ) 

(16) 


3«    ^    7^7^  .^   t  jiv^   — .o  .  ^v^  .  . .  8in2»»+2»-z 


Ein  vollkommen  indcpendenter  Ausdruck  wird  später  gegeben 
werden. 

4. 

■ 

(Aus  d.  Sammlung  mathemat.  Formeln  v.  Laska) 
""''+Ä=i    "MT'      --2^^<2 


Der  Vergleich  der  Nullwcrte  der  2»+lten  Ableitungen  beider  Reihen 
»Tgiebt  für  die  Eul er 'schon  Zalen  die  indepeudentc  Formel 
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5. 

Ein  allgemeines  Verfahren  znr  directen  Bestimmung 
der  Nullwerte  höherer  Ableitungen  der  Potenzen  von 
Functionen  fliesst  aus  der  Betrachtung  des  vorigen  Beispiels  (3). 

Lässt  sich  die  vorgelegte  Function  F{x)  nach  einer  Function 
«f(«)"  entwickeln 

r—Qo 
F(x)  —  2  ar^(xy 
r—O 

so  gilt  nach  dem  polynomischen  Lehrsätze 

[F(.)]«  -  mlT^  ?o!^  ^  Vi  . .  .  f(,). 
■"  r=0     "oJ    «il     «2^ 

WO  für  die  m,  der  Bedingung 

«o+«i  +  «i+  ...  =r 

genflgenden  Zalen  ctq,  «i,  ag,  ...  alle  ungleichen  und  gleichen 
positiven  Werte  zu  setzen  sind. 

Die  Nullwerte  der  höheren  Ableitungen  stellen  sich  hiernach 
als  endliche  Reihen  dar. 

Eine  Entwicklung  dieser  Art  ist  bekanntlich  die  von  BOrmann, 
in  welcher 


at 


h{--'[(iwP  ^4 


X'^Xq 


und   Xq  ein    Aofangswert  ist,   welcher   rnodfC«)   zum   Verschwinden 
bringt.    Nach  den  über  „f(aj)"  gemachten  Voraussetzungen  ist  hier 


«ft  —  0 


Damit  sich  diese  CoefQcienten  unabhängig  bestimmen,  muss 
f(x)  so  gewält   werden,    dass   die   Nullwerte  der  Ableitungen   von 

r^^j    ebenfalls    independent   darstellbar  sind;    selbstverständlich 

muss  dasselbe  auch  bei  ^^^Mo  eintreffen.    Die  Auswal  wird  daher 
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eine  sehr  beschränkte  sein.    Dieses  Yerfahren  kann  anch  mit  Vorteil 
zar  Ableitung  Ton  Identitäten  verwendet  werden. 


Sei  z.  B. 

*      so  iit 
femer 

diber 

rad 

Sei 


F(x)  —  a?« 
F'(x)  —  2x 


fW 


C*'(6*-l) 


X  6** 

=  —  («'-!) 


f(x)         a; 

^^  -  n  ^'^     x*-i    . 


«**'(«»— 1)»  = 


« 


so  ist -^i:^  von  der  Form  ij  ar-f"  ^s**+    •  •  ^'  die  Nullwcrte  sämt- 
licher Ableitungen  sind  endlich,  somit  ist 

D»-%-i;a-««*->.^-(^*rJ)(t-1)lD»-i^ 

«=0  x=0 

diker 

«=o  (*-!)!  ii_i ; 

folglich  mit  Benutzung  der  in  e)  bereits  ermittelten  D^-^Zf^ 

/     U     \  2k -2  /JfcX  __2*--2l 

mithin  ist 

Eine  n  malige  Differentiation  ergiebt  für  x  »  0 

«=0        12,         n  «  2 


x=0 
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Den  Fall  n  =  2  ausgeschlossen,  gilt  auch 


weil  die  Null  werte  der  n  ersten  Ableitungen  von 

e***'(e*  — l)»    sowie    ^^,  , — — r 
für  X  -=  0  verschwinden. 

Nach  vollzogener  Multiplication  ist 
^=»  /  n  \  

...  +(__i)n-*^'*-^^(;^Z:^   A+2)"~2*+ (-l)n-t+l  X 

+  (- 1)»-*  ('*^*)  (;r=Ä  .  Ä)-  -2*  )  =  0 

Sei 

^,m,p  ^rP^  (^^  7^^+  (2  ^  1^^ h  . .  .  (180 

. .  .+(-l)--l(^^,:=;;i4:/+(-l)m^^);- 


^/ 


so  ist  die  unter  dem  Summenzeichen  stehende  Summe 

n — ifc,  n — 2A; 
—  A 

(h+l)(n—k) 
und 

2  Ic,  2^— 2 
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Obige  Identität  schreibt  sich  dann  mit  Auslassung  des  gemeiDsamen 
Jactors  4 


2/^-»  (2^1)  ^    -  ^    -  ö  (1«) 


(Ä+1)Ä:    (Ä+1)(«-Är) 

FöT  A  «  0  ist 


(19) 


6. 


X  X 


Ans  der  Theorie    der  Facaltäteii-Coufficicnten    C  ist  bekannt,   dass 

k 

h 
(-1)*C 

folglich 


i?i%» 


•:i"(:)-{(Ä)'(?r"! 


1^ 


•f>-"*'(r)(»i,)(— )'^-"(Ä)'. 

«/_|w  "''^n!  (n-m~l)!2-'»  J5    (— 2)M      )     C^       «gerade 

(20) 

7. 

Durch  unmittelbares  Potentiren  von 
l-.*cot^«2;    ^jx2r  -27r<x<+27E  (21) 

entsteht  ein  Bcsnltat  von  der  Form 
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(•-!"' i) 


"•  m 


p— 0,1,2...    2p 
and 


m 

fö  n  gerade 

'2m 


(X       x\^  ]  ^^        33 

(  0,       n  <  2m    oder  ungerade 

m 

Hierin  bedeuten    9    combinatorische  Aggregate  bezüglich  der  Ber- 

2p 

nouUi'schen  Zalen  Br  homogen  vom  Grade  m. 

2 

Für  die    93    vom  Grade  zwei  hat  Euler  auf  sehr  mühsamem 

P 
Wege  einfache  Beziehungen  gefunden  (Inst.  Calc.  diff.  P.  II.  cap  5) 

Klügel  giebt  in  seinem  Wörterbuohe  zwei  Methoden  an,  welche 
dieselben  sehr  rasch  finden  lehrt.    Sie  stützen  sich  darauf,  dass 

a)  der  Differentialquotient  y'  von  y  =  cotx  durch  y,  und 

b)  die  Cotnngente   eines    Bogens    durch    diejenige   des   halben 
ausgedrückt  werden  kann. 

Es  ist 

y'  =  — 1— y*        und 


COtäB 


cot*|— 1 
2cot  l 


In  beiden  Fällen  entstehen  nach  Einsetzung  der  gleichwertigen 
Reihen  Gleichungen,  welche  nach  dem  Satze  der  „unbestimmten 
Goefficienten'^  die  Euler 'sehen  Formeln  liefern. 


8. 

m 
Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten  S. 

P 
Das  genannte  Formel-System  lässt  sich  sehr  erweitern. 

Der  Ausgangspunkt  dieser  Entwicklung  ist  die  Function 

X 


y  —  icotg 
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Dsrch  wiederholtes  Differentiiren  and  Einsetzung  niedrigerer  Ab- 
tdloBgen  durch  bereits  gefundene  Ausdrücke  kann  irgend  eine  Potenz 
(■  linear  durch  die  Differentialqnotienten ,  deren  Index  ^m  ist, 
üisgedröckt  werden. 


Es  ist 


X 

y  —  icotö,    y'  —  —  J  -y*    oder 


y*  =»  —  i — y' ;        ferner 
2yy' y",    d.h.    -2y(i-y«) y"    oder 

y»=-iy+iy" 


^Qso  findet  sich 


4     i  .  y.'    y^ 

^    ^  4*  ■*"  3  ■"  6 
5       1         5       .   y^^ 


^Qs  kann  auf  das  allgemeine  Bildungsgesetz 

2n    2n  2n  2n 

^  =  a+  a  y'+  a  y^  .  .  .  +     a    y(2«-l)  (23) 

~        1  3  2n— 1 

2n+l       2n+l  2n+l 

j2»+i  -     a    y+     a    y"  .  .  .  +    a    y(2")  (24) 

0  2  2n 

feschlossen  werden.  Dasselbe  lässt  sich  mittelst  der  Bemerkung 
TerifidreD,  dass  eine  gerade  Potenz  der  Keihe  für  y  nur  gerade 
podtiTe  Potenzen  Yon  x^  und  eine  ungerade  Potenz  dieser  Reihe 
iur  ungerade  Potenzen  von  a;  enthält;  dass  ferner  die  geraden 
ibIeitQDgen  derselben  Keihe  nur  ungerade,  und  die  ungeraden 
Ableitungen  nur  gerade  Potenzen  von  x  aufweisen. 

2n 
Mit  Aasnahme  von    a    ergeben  sich  alle  Coefficienten  mit  Hilfe 

te  Satzes  der  „anbestimmten  Coefficienten''. 

Es  ist 


r-^ 


-(")?--+(-(")  ?+(")  »)•—+•■• 
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^       ^^>'     2«-2r-2  \^/2n-2r-4_ 


-{';)     I     ...+(-i)-^(/»)V\-+... 

■■•+(-Cr)»  +ß")  ^  -+■• 


■■■+<->-(/A)Y)-+(-(l\i 

+ß')J.--+'-"-e:)?)+- 

2n  2n  27t  2n 

=  a— 1!  a  a;-2-_3!  a  a;-*—  ...  — (2r  — 1)!     a    x-2i    -_ 
1  3  2r-l 

2n 
..  .— (2n— 1)!     a    x-^^+  ..  . 

2n-l 

hieraas  folgt 


+  (t)  I         •••+(-l)"--C"r^')        ^<«    (25) 

^  "^  /  2«— 2r— 6  \~-V      0    /  ^        V      y 


speciell 

2n 


a      e»  — 


2„-l  (a»-l)! 

ferner 


2r  (2r)!\\     1     /2„_2r-2    _\     2     ^    2»-2r-4 

2«+l  ^  "<''  ^'^> 

2^     •"  +  (2«)! 

2n 
Es  erflbrigt  noch  den  Coefficienten    p    zu  bestimmen. 
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Die  DifferentiatioD  der  Gleichung  (21)  ergiebt 

2n 
(2»+l)y2«.y'-     a  y'+  ... 

0 
^ier  weil 

:5l  anch 

2n  +  l  2ti 
^y2--(2n+l)y2Hf2=     a  y'+  .  .  . 

*  0 

B3B  ist 

2n       2n 
^  «-     a  +  a  y'+  .  .  . 

1 

lies  in  die  vorhergehende  Gleichung  gesetzt  giebt 

2n 


Bich  (23),  wenn  2rt-f-2  statt  2n  gesetzt  wird,  aber  auch 

2«+2 

somit 

2fi-|-2  2n 

a     «■  —  Ja  da        o*«=»  —  i 

ist  so  folgt 

2n  1 

a  «  (— 1)"  4» 


(27) 


Wird  jetzt  die  Gleichung  (23)  mit  «2n^  und  (24)  mit  a:2»i+i  multi- 
pliciit,  beide  sodann  2A;mal  differentiirt  und  schliesslich  a;  »  0  ge- 
aommen,  so  kommt 

2n  j)«=n      2n 

^(3ry)2»o  «     ai>2*a:2n^-f  2?        a      Z>2*(x2H-2p.a5py(2«-l))^ 

i)— 1  2p -1 

2«  p—n  /     9ifc     \  2n 

=.aZ?»x2-o+  2:     (o„     .)(2«-2/>)!       a      D2*-2«+2p(a:2py(2p-i  )^ 

Das  erste  Glied  verschwindet,  wenn  2k  ^  2»  ist ;  für  2^•  «  2n  ist 

2n  2n  (On\  f 

a_D^aß\  =  (2n)\    a_- (—l)»»  ^ 

Au  (21)  folgt  weiter 
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ferner 

i>2*-2«f2p(a.2py(2p-l)) (2A?-2n+2j>-l)! 

^      ^  ^^  (2Ä;  — 2n)!  ^*-»»+i' 

somit  nach  leichter  Bednction 

2n 

2>«M-,  -  ai)-^,_^^,^^^  _^__^,^,_      (28) 
Andererseits  ist 

|2n 


1 


D2*(a:y)%  -   I>^\l-  (l-  ^COt  0] 

und  mit  Rücksicht  auf  (22) 

Ä=2n  /OftX         r  '^        1 

-     Z    (-l)A(';'*)z)2kL2/.         2;  »  xaj» 

Ä-l  V^/        L     |,«0,1.2, ..     2|>      Jo 

-(2Ä:)!     E    (-1)*  (7*)       »  (29) 

Die  den  angeraden  Potenzen  }p^^^  entsprechenden  Ergebnisse 
gehen  aas  den  eben  abgeleiteten  hervor,  wenn  2n*{-l  statt  2;?,  in 
(27)  als  anterer  Zeiger  von  a  2p  statt  2p— 1,  dann  als  antere  Grenze 

2n 
p  —  0  genommen  and  endlich  das  Glied  mit    a    anterdrQckt  wird. 

Die   fflr  A;<;2n   mit   negativem  unteren  Zeiger  behafteten 
h 

93       verschwinden.    In  diesem   Falle  brauchen  sich  die  rechts- 
2k  -27* 

seitigen  Summen  nur  auf  solche  h  zu  erstrecken,  für  welche  2k — 2^ 
nicht  negativ  und   (  ,  )   bezhw.   (     7"  )  ^Oß   ^«11  verschieden  ist. 

Das  Gesamt-Ergebniss  lässt  sich  nun  wie  folgt  aussprechen. 
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„Zwischen  den  Coefficienten  SS*"  der  Entwicklangen  von 

fl— I  cotgj  ,    »»  =  1,  2,  3  .  .  .  2«,    bzhw.    2n+l 

J)estehen  folgende  Beziehungen'^ 
a)    2Jfc>2n 


2n 
a 


^       ^-s",i;:^Ö^Ä+^.  \       (30) 


(2i— 2n)!^Z,i  2Ä— 2n+2p 
:V-1  ^  (2p-x; :     ^_  j  X  .  ,  2n  -2p 


^         r=-n-p  /2n\  *" 

*     ^J-     r«l  ^ '^ '^  2n -2p-2r 


2n  i 


b)    2Ar  »  2n 


2ti 
2{-l)»+i(7)       SB      -  (-1)«+!  ij  +  'S    ?P-1b 


C)    2fc>2n+l 
»5i  B.  52n+l  ,„    ,  ,  . 

—  1  \       '*        /      OL        OJ^ 


P-«        2p 


{2i-2n— 1) !  p^^  2*-2n+2p 


a 


1      r=n— p  /2n+l\  ^ 

(2p)I      r«l  ^    •■     ''2n-2p-.2r 


2p         V-^^ »      r«l  \    ^     /  2n-2p 

Am.  «.  Hitlu  «.  Phys.   3.  B«Uie,  T.  XI.  ^ 


(31) 


Ä«l  ^  '^    2A:— 2ä 

2n+l 
a 

Ät-«+P  >       (32) 
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Die  obere  Grenze  der  rechtsseitigen  Summen  bildet  die  grösste  Zal, 
welche  gleichzeitig  ^  A;  und  ^^n  bzhw.  2n  +  l  ist. 

Diese  allgemeinen  Formeln  umfassen  eine  zweifach  unendliche 
Anzal  specieller  Formeln. 

Jedem  m  entspricht  ein  System  von  Formeln,  die  aus  obigen 
durch  die  Einsetzungen 


h  = 


entstehen. 


n+1 
2 

» 

«+1 
2 

+  1, 

«+1 
2 

+  2,  . . . 


Im  Folgenden  werden  die  ersten  vier  Systeme  entwickelt. 


m  =  l 


m  —  2n+l  =»  1,  n  —  0.  Ä;  «  2,  4,  6,  .  .  . 


(33) 


m 


m 


.  2n  -=  2,  n  =  1,  Ä:  ->  1,  2,  ... 

2  ^      _    ^* 

Für  Ä  —  1  ist   2*  =  2n,   daher  tritt  die  Formel  (31)  in  Wirk- 
samkeit; das  Resultat  ist    ^i  »  J. 


Die  Formel  (30)  liefert 


1  2 

2S  —    »    -  — 


Bk 


2A;— 2      2ifc— 4 


2ifc(2Ä— 2) 


woraus 


2 


2k 


2Ä+1 
(2Ä:)I 


Bi 


(34) 


In    dieser   Relation    sind    sämtliche  Eni  er 'sehe   Formeln   die 
Coefficionten  93*  betreffend  enthalten.    Von  der  Abkürzung 


Bk 


(2k)  \ 
Gebrauch  machend,  lauten  dieselben 


bk 
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b,«       «  5b,  2bi  bß + 2b8  b^  +  bj«  =  ISb^ 

2b,  bj        —  7b3  2bi  bg + 2b8  bö + 2b3  b^  «  lob, 

^öibj+bj«  — 9b4  

^         ..  „b.«b*i» 
2ib 


?4  -21^^  =  (2Ä.  +  l)b* 


a+  /?  =  2  a,  jJ-O,  1,  2 

a<^  +  jjÄ=»  ife  ^,  A  **-  1,  2,  .  . .  &—  1 

m  =  3 


«  =  2n+l  =  3,  »  =  1,  Ä  «  2,  3,  ...    Nach  Formel  c)  ist 


/3\       A  1         ^^^        2p 

3  3  /3\    1  3 

2  0  \^^   0  ^^ 

Wenn  die  ans  allen  k  ^  m  heryorgehenden  Beziehungen  als  belanglos 
unbeachtet  bleiben,  so  ist 


(2Ä-3)!   \2ä;— 2 
Hierin  ist  lant  (33)  nnd  (34) 

1  2 

S    -bk,       ö    «(2fc+l)bp 

2Ä;— 2  2Jfc-4 

somit 

3 

»     -=  ^lij,^i+{2k+l)(k  +  l)h  (25) 

2*— 6 

3 
0 

3» 
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3 
2 

3 

A:  «  5,    »  =  3bib2«+3bi«bs  « Jb4+6.11b6 

4 

3 

A:  «  6,    »  -  Sbi^b^  +  ebibabg Jb5+7.13.bc 

6 

3 

Ä'«  7,    S  «  3bx«  bö +3b8«  b« + 3bs«  b^  +  ebj  b^b^ 
8 

ibg-f8.i5.b7 


Infolge   des  polynomischen   Lehrsatzes   kann   die  Formel   (35) 
geschrieben  werden 

^  !f  |f  yT h  ^*-^+  3"!  (^+1)0^^+1)^*  (36) 

«+|5+y«3,  «,  jJ,  y  =  0,  1,  2,  3 

«/+/5y  +  rÄ  «  Ä;,  f,  y,  Ä  -  1,  2,  3,  4,  5 

m  s»  4 


m  =  2n  =  4,  n  «=  2,  X:  =  4,  5,  ... 

4 
a 


—4  MX         Ä  1  1?— ^       2p— 1 


4  I         rs«2 — p  /A\  r 

«   =  fä^lTi       ^    ^-i>'"'  (r)       * 


10  3  "*' 

vl>'2ib-2       W2Jfc-4       W2jfc-6       ^^/2ifc-8 


■"  (2ä— 4)  1  \6ifc-6  "    12kJ 


Ol, Q  1 

^^  6*_i  -  ij  (ÖÄ-1)  (2&-2)  (2ife-3)b» 
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10t  Rflckncht  auf  die  ans  (29) ,   (29')  nnd  (30)  bekannten  ersten  3 
Glieder  ist  nach  gehöriger  Reduction 

^»^  =  4!2^^^^=._  |Ab»-,+KH-l)(2H-l)(2&+3)bt 

(37) 
»+/»+/+*  =  4  tt,  ß,y,  iz=o,  1,  2,  3,  4 

''f+ß9-i-Yh+ii  =  k,  f,  g,  h,  .-  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7 

i-4,    »  =  V  =  - 56,^1656^ 
O  *» 

4  10 

2  * 

4 
=  6,    »  =  4bi«  bj + 6b,»  V 4b5+ 455  b, 

^  14 

«  7,    »  «  4bi»b4+4Vb,+l2Vb,b3  =  -  ~b.+mb^ 
6  ^ 

^  16 

«  8,    »  —  4bi3bö+b,*+6biV  =  -  ^b7+969bg 
8  ^ 

4 

«  9,    »  —  4bi3be+4b8»b3+6b,«b3b4+6bi«b8b5+6V6ib4 
10 

+  663*I'il6j  =-  -  6b8+1330b9 


9. 

Für  die  £ul  er 'sehen  Zalen  und  ihre  Combinationen  lassen  sich 
Ihnliche  Formelsysteme  aufstellen. 

Die  Differentiation  von 

y  ■=  secaj 

ergiebt  y'  =  sinaj.y*,    ferner 

y  «  2y'  —  y    oder 

ebenso  findet  sicn 
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hieraas  kann  auf  das  folgende  allgemeine  Bildnngsgesetz  geschlossen 
werden 


2m+1       2n+l  2n+l      2n— 2     2n+l  2n 

y2n+l  «     o     y^     a    y"+  .  .  .  +     a         y         +     «       y  (38) 

0  2  2n— 2  2n 

Die  hier  auftretenden  Coefficienton  sollen  nnn  bestimmt  werden. 

£s  ist 

22r-l__l  _    /^         \2r-l 

sec«  —  cosec  " 


(2-  -*)  =  ^-+  ll{T^)r^'  (2—) 


2/ 

2 

(2r)!  ^2r+?p-l^l  /„         \2p-l 

Durch   Erheben   obiger  Reihe  zur  2n-{-lten   Potenz    entsteht    ein 
Resultat  von  der  Form 

2n+l  2n4-l 

U-'V      U-^j  l2-v 

Wird  r  «  0,  1,  2,  .  .  .  gesetzt ,   die  für  y",  yö),  . . .  y"«»»   und  y2n4 1 

entsprechenden  Reihen  in  die  Gleichung  (38)  sobstituirt,  so  ergiebt 

n 
die  Vergleichung  gleich  hoher  negativer  Potenzen  von  ^  ~^ 

2»+l  1    2n+l 

^      —  79Xi     ®    '    r  «  0,  1,  2,  .  . .  n 

insbesondere  ist  für    r  ^  n 

2n+l  2n+l  j 

®     =1,    daher       a     =  7TT"t 
0  2n  (^'*>- 

Die  geraden  Potenzen  lassen  sich  nicht  linear  durch  die  Ab- 
leitungen darstellen,  wol  aber  y^^mix 

Die  Differentiation  von  (24)  ergiebt 
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2n+l         2n+l  2n+l 


0  2  2n 

2n+l  2n+l 


2fi+ly2«+28ina;-»     a    y'+  .  .  .  +  a     y2"+i 

0  2n 
i~l  statt  n  geschrieben: 

2n— 1         2n-l  2n-l 


2»— ly*»8in*—     o    y'+     a    y*'+  .  .  .  +     a    y2H-l  (39) 

0  2  2n-2 

Nach  Einftthrang  der  die  Eule  raschen  Zalen  enthaltenden 
Reiben  Dir  y,  y\  y'\  ...  in  diese  Gleichung  geht  durch  succcssive 
Differentiationen  und  schliessliches  Nullsetzen  des  Argumentes  x  ein 
zreifach  unendliches  Fonnelsystem  hervor,  in  welchem  combinato- 
risehe  Aggregate  der  Euler 'sehen  Zalen  linear  durch  die  letzteren 
mit  Hilfe  gewisser,  von  BernouUi'schen  Zalen  abhängigen  Coefficienten 
iQsgedrftckt  erscheinen. 

Um  nur  homogene  Gebilde  Eulor'scher  Zalen  in  die  Rech- 
3img  zn  bekommen,  sei 


y-1 


wo  sich  die  Goefficienten  @  mit  Hilfe  des  polynomischen  Lehrsatzes 
besümmen.    Wenn 


(2r)  1 
{netzt  vird,  ist  dann 


-©r-l» 


Gleith  hohe  Potenzen  voreinigend,  entsteht 

...+((7)®r-i+(^)er-2»+  ...  +(';)eo')'«^'+  ■•• 

somit 
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(i>2r ym),^0«(2r)  1 1;  ("^  g, ^  (^) 

ferner 
und 

Die  2r  malige  Differentiation  der  Gleichang  (38)  ergiebt  schliess- 
lich mit  Rücksicht  auf  das  eben  Gefundene 

(2r)  f  T  C't^^  ®-^  =  '^"^  r^I  ^'^^  V.  (41) 

Die  einzelnen  @  lassen  sich  hieraas  recnrsiv  bestimmen;   eine  in- 
dependenze  Daretellnng  derselben  folgt  ans 

fti— 1)~  =.      -5"     gymjB2»+2r  —    f 1"^ 


2sin»^ 


1— 2sin«  ^ 


(42) 


Nun  ist 
daher 


+GiD-+-) 


somit 


folglich,  t?  als  Function  einer  Variabelen  x  betrachtend 

p-1 


^•*(ÄT=.f.GiD"'"' 


2  sin*  ö  =  *^  gesetzt,  ist  nach  (42)  bei  geradem  k 


-'fc)"-'-„CTD 


2i 


berücksichtigend,  dass 


gewisser  xusammengesetzter  Functionen.  41 


2 


» ist  ftr  X  »  0  und  bei  geradem  k 

k 
P-2 


®-         -kj^'^-'CnJ)-^  (^^) 


p=:m 


2« m 


Die  2r4-lm£jige  Differentiation  der  Gleichang  (39)  führt  zu 

i2«-l)|z)2r+iy2H8inaj4-  r  ^^^^Ißrr/^COS  X—  ...  1 
2»-l  2«— 1  2n-l 

0  2  2n-2 

woraus  fOr  x  -»  0  folgt 

*-2f4-l  2    x-2r4-l-\ 

;2*-l)        2:        (-1)  (^^7^'j/)2r-.+ly2n^ 

i— n— 1    2n— 1 
«=0,1,2  ...  2t 
iDd  mit  Beachtang  der  bereits  bekannten  Nnllwerte 

—  *-l 

(2«-l)(2r+l)!       JS        L^j—       i:  V^j^r-p-'-:^ 

t«n-l     1      2n— 1 

=»     2;     -^     e     ^v+^n         (44) 

Während  sich  für  die  Aggregate  S  der  B ernon  11  i 'sehen  Zalen 
™  (30),  (31)  und  (32)  Ausdrücke  ergaben,  deren  Gliederzal  nur  von 
» »bhängig  waren,  wächst  hier  die  Gliederzal  der  für  die  homogenen 
Gebilde  @  durch  Rccnrsiou  hervorgehenden  Ausdrücke  auch  noch 
Bit  dem  Abloitungszeiger  r. 

Nach  Gleichung  (40)  sind  nur  jene,  durch  Erhebung  von  y  zu 
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einer  angeraden  Potenz  entstehenden  Coefficienten  in  solche,  in 
den  Ealer'schen  Zalen  linearen  Aasdrücke  amwandclbar,  deren 
Gliederzal  n  a  r  vom  Potenz-Exponenten  n  abhangen. 

Der  CoefGeient  der  beliebigen  Potenz  as^  von 
st  zafolgo  des  polynomischen  Lehrsatzes 

WO 

^*  ""  (2^•)>    ^  ""  ^ 

ist,  and  die  Zal  r  anf  alle  verschiedene  Arten  in  2n-{-l  gleiche 
oder  angleiche  Glieder  /,  ^,  .  . .  «   so  za  zerlegen  ist,  dass 

^f'hß9+  •  •  •  +£«  ""  ♦•    ^^^ 
«5  ft  .  . .  t  =  0,  1,  2,  r  . . . 

/*,  ^,  .  . .  »  —  0,  1,  2  .  .  .    ist 

Im  linksseitigen  Teile  der  Gleichung  (41)  erscheint  obgcnannter 
Coefficient  in  mit  den  Binomialcocfücienten  behaftete  homogene 
Grnppcn  (S  zerlegt.    Ihre  Grade  wachsen  von  1  bis  r,  wenn 

r  ^  2n+l 
hingegen  von  1  bis  ^n-f-l,  wenn 

ist. 

Für  beliebige  p  and  q  gilt 

®''=^'-^  fr?!  77.11 

«4-/54- .. .  '\'i  =  p 

f*f+ßg+  •  •  •  t«  •=  p4-«  (4:5) 

a,  y,  ...{;  —  0,  1,  2,  ... ;) 
/",  ^,  .  . .  »  =;?  1,  2,  3,  .  .  . 
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feoii  der  Fall  r  <  2n-|-l,  der   nar  leere  Identitäten  hervorbringt, 
iBsgesehlossen  and  das  Glied 

Er 


e,-i' 


(2r)! 


ii  (41)  aaf  die  rechte  Seite  geschafft  wird,  so  ist  nach  leichter  Re- 
Inction 

•^     *«n     -^      2n+l 

r  ^  2n+l  (46) 

Den  mdglicheu,  besonderen  Werten  von  n  und  r  entspricht  ein  dop- 
pelt onciidliches  Formelsjstem. 

Im  Folgenden   wnrden   die   ersten   zwei   Systeme  entsprechend 
den  Annahmen  n  »  1,  2,  entwickelt. 

nc^  1 

2*+l  =  3,     r  =  3,  4,  .  .  . 

1  "^  0 

2  3  1  > 


=  4,    66,^4-3V+3«,S-  2^(^6-5^4) 
■*  6,    6«j  «5  +  6«i  «4 + 3«8*  +  Scj*  «4  +  c^' + ^*i  ^2  ^3 


(47) 
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«  7,     Qe^e^  +  ße^e^  +  Ge^e^ 

n  «  2 

2n+l  «5,    r-5,  6,  .  .  . 
5 

0 

5  2^—1 

©-5.2^5,  =  | 

1  "*' 

^      .     2*— 1  r'  2»—  1      -^^ 


2  3  4  5 


1      i^— iiijK+io  ^  +   £; 


41  (2r)! 


r+1       r+2  J 


3 

und  mit  BeachtuDg  des  sich  aas  (47)  bestimmenden  ©r-s 

2  4  5  1       /^489Jg-110  E    -{-  E  '\ 

-  20er-2  +  b(Sr-4  +  ©r-ö  '^  4!   (2r)  I  L        »•  »-+4     r+2  J 

r  «  5  (48) 

r«5,    — 40(«,e4+e,^)  +  206i8«a  +  6i5 

==41101  (^^^^«^"-^^^^«+^> 
=  6,    -20(26ie5  +  2e8e4  +  e3«)+5(4ei»e3+6ei«e./)  +  5e,*6, 
-  4J-Y2T <^^^^« - 110^7  +  ^s) 

«  7,     — 40(ö,66  +  e2<'ß+^«4)+20(«|'64+e,e2»+3ei*6263) 


gtwüter  zusammengutfzier  Functionen.  45 

10. 

In  der  Theorie  der  ,«Oamma-Fanctionen'^  findet  sich  die  Reihe 


ir 


log 


1—« 

deren  Coefficienten  durch  bestimmte  Integrale 

1 

Jn  —  /  t>(l  — »)(2— ü)  .  .  .  (n-1  — »)dt7 
0 

aasgedrückt  werden. 


Als  Nnllwerte  der  Ableitangen  der  Function  y  anfgefasst,  können 
dieselben,  sowie  Oberhaupt  jene  beliebiger  Potenzen  ^  anf  eine  ein- 
fache Art  independent  bestimmt  werden. 

Nach  dem  Mac  Lanriu'schen  Satze  ist 

Jc=0  ** 
und  da 

y  -  Ci)  ("»-!)*+ ••+(-i)"-»(„üi)i*=£» 


k m 


V(«»-l)o- 

'  0,  ib  <  fi» 


uch 


7  ^ 

ifc=oo  u». 
-    2      f^y^    Oder 


m 

E 
h=co 


Wird  y  —  log(l — »)  gesetzt,  so  kommt 


(jog(l-a:)J 


m 

2: 


*~®      m+h  (logl— ai)* 

Sun  ig( 
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n 


D^Oog  1  —  xYo=  (— 1)*Ä  I       C       (Vergl.  b) 

n—h 

haher 

*  1 — «^    0 

1 

Für  m  —  1  ist    E    =-1    und 

Ä+1 

A 
j;  ^ 


cy. 


A-l  A+1 


2 
Fürm  =  2i8t    £    —  2»+2_2    und 

A+2 


cy. 


daher 


V^log-l-J  «=1    "'     Ä-1         '  (Ä+l)(A+2)  „_A 


C    (51) 


Ebenso  findet  sich 


n  tn 

C  E 


Cx        "^'"  A-=n  ^ — ^         m-f-A 

log(l  +  x)J    o"^""^^\fi(Ä+l)(Ä+2)...(Ä+^  ^^^^ 


11. 
Wird  in 


r 


(logl-yr-(-l)"-w!      £     -^y^ 


r — m 


unter  m  eine  ganze  positive  Zal  verstanden, 


gewituter  xummmengM€txier  fStnetionen,  47 


feBommen,  so  kommt 


y  —  %\v?x 


r 
C 

(logcoBx)«  —  (— 2)-"»m!    £    -^  sin^x  (53) 

foraos 

r 


n 


2)"aogco8a;)«»o«(— 2)-«»m!      2?       ^^^«2r^  (54) 


IHe  Sobstitation 

y  —  siiifl; 

filiit  za 


C 

TT 


r 

c 

••=00    r  — 


(^log  I  COS  2  ""  ^  2  J  J     "  (""^)""*  "*  •       ^     "TT  ^^°''  *  ^^^^ 

Torans 


r 
C 


ß'(log(^co8|-8in0^"'   ^(-^^y^\    l!'  ^^'•'n  (56) 


r«*i» 


12. 
arctga; 

folglich  nach  (6) 

(arctgx)--4;^.-««I     S     -,      c    (^3;^) 

Am  d)  folgt  ferner  für  a  =»  1  und  ix  statt  « 

^i»fir  ist,  wenn  m  und  n  zugleich  gerade  odnr  zugleich  ungerade 

sind 
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Ist  m-\'n  nngerade,  so  erscheint  der  Nullwert  in  imaginärer 
Form;  mit  Hinblick  auf  die  reelle  Potenz  (arctgac)"»  mnss  daher 
die  Identität  bestehen 


^     riC-l)      ^  ^^    (m+n  ungerade)      (58) 


'2^1  PI}" 
Dies  stimmt  mit  der  Tatsache  überein,  dass  eine  gerade  Potenz  von 

arctgff  =  X —  Q-  +  . . . 

nur  gerade  Potenzen  von   x  und  eine   ungerade  Potenz   dieser 
Function  nur  ungerade  Potenzen  von  x  enthalten  kann. 

13. 
arcsino; 

=  —  »iog(*a;+yi— X») «  -  ^  \og(ix+yr^)^ 

m  * 

^  —  *^\0g(l+2tx{ix+VT^^)) ^log(l+2«ce«^'<^»«') 

(arcsina;)"»  =»  f-  ^^'*[log(l  +  2^«e•■««  "•»)]"» 

Nun  ist 

und  nach  Formel  (g) 

\p^=^n — t»  —  Ä — 2 

/)'=»2,  4,  ... 
n — w»— Ä  gerade 

jyn-^m—h  ^m-f  A  «'arc  sin  x 

\p=n — m — h — 2 

jp«=«l,  3  . . 
^  n^m—h  ungerade 

folglich  nach  leichter  Reduction,  wenn  w— w  gerade  ist, 


gewisser  zusammengesetzter  Functionen,  49 

Z?'{arc8in«)«o'= 

i=2, 4 ...  Vm+Ä^     ;^  ^_2, 4  ... 

i»«.m 1       -^—         ^         -^  »»+Ä        y«=»n— fit— A--2       

+«!    E     (-1)  2*(J!     )    C  fl    (p«-f»+Ä«)  «+A 

(59) 

Bd  ungeradem  {n—m)  erscheint  der  Nallwert  in  imaginärer  Form, 
HS  nor  möglich  ist ,  wenn  derselbe  verschwindet;  dies  giebt  die 
Identität 

i=l,3...  \jn+hj     ^  p=2,4... 

Ä=2,4...  Vm+Ä^    ;^  p=l,3... 

(n—m)  ungerade)    (60) 


14. 


«  -  e*'^'+«'> 


N'bd  ist 


n 


ierner 


n 


(H-9«>  -  (p*+9*)^(co8(«arctg|)+.-8in(^«arctg|)) 


^ererseits  ist 

iich.  d.  lUth.  n.  Phys.    2.  Reihe,  T.  XI. 
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«(«)q  «t   D»  ^^*  (cos  qX'-\-i sin  qx) 

=  Dgn  ^f'coaqx  co8(ifc  eP'  SID  qx)^ 

+  2Dx"c*^'coßj'8iii(Ä;6P«singa;)o 
Die  Gleichstollung  ergiebt 

Z>x"  ef^^'ocapx  C08  (&  eP'  sin  2a!)o 


n 


(p^+q^)    «*cos(narctgM     -^,       ^      ^'  (61) 


Dx»  e*'  '"'coagx  gin  (Jfc  gpj  sin  gx)^ 


n 

«(^«+2«)'^  e*8inrnarctgO     -2:    -  ii;  (62) 

V.  p^  r«l  '^^    n 

Für  p  «  0  und  5  =-  1  folgt 

Z),»c*co8jrco8(Ä:8ina;)o 
n 

=  (—1)    ^     ^     -~\  ^        w  gerade  (63) 

r=l      *  « 

2>^»ekcoRjrgin(jfcsina;)o 
=  (—1)    ^     f^      £    —  E        n  ungerade  (64) 

r«=-l      *    n 

Bei  ungeradem  w  verschwindet  der  erstere   und  bei  geradem  n 
der  zweite  der  beiden  letzten  NuUwerte. 


15. 

Functionen  von  der  Form 

F(x)  -  [f(ir)]9^<*) 
können  auch  geschrieben  werden 

p(x)  =»  6y(*)^<>«^*> 

Die  Nullwerte  ihrer  Ableitungen   ergeben  sich  nach  dieser  Me- 
thode, wenn  der  Exponent  eine  Function  „f(2)^'  ist. 


gewisser  zusammengesetzter  Functionen, 
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Eine  independente  Bestimmungsweise  bedingt  jene  der  Ableitungs- 
Xallwerte  sowol  der  Potenzen  von  (p(x)  als  auch  jener  von  logf  (a;). 

Von  letzteren  können  nnr  drei  in  Betracht  kommen,  nämlich 


cos  2  ~  *'"  2  J 


(56) 


»)  /(a)  =  1+«,     9>(«)  =  (-1)'«',     £  -  1,  2 


r=0 


i-f. 


fulgiich 


\_n_ 


£     (-1)-  ?;-  {^^J  D«-pr(\og  1  +^^0 


f^(l+*)(-«)'-''o 


n 


P+1 

2: 


— ^pr 
C 


n — pr  —  r 


;i*  <  1      (65) 


f(x)  ^  1  -x,     q>(x)  =  (-l/x^     £  =  1,2 


^_r 


Ü»(l  — ap)(-i)'« 


f=i 


'^^^"pr!   y^prj 


n — j)r 
C 

n  -pr — 1 


a«  <  1 


(66) 


Für    p  «  1     ist 


D«l^jp(-i)/*o 


£    (- 


-l)«H'rI     Qj 


n — r 
C 
fi— 2r 


(67) 


n 
2 


n— 2r 


D»i-jc(-l)  ''xo 


r-1 


» — r 


(68) 
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b)    f(x)  «  1  +  x,    q>(x)  -  (-l)'(logl+a;)«     e  -  1,  2 


F(aj)  =-  (1  +  a?)(-i)'Oogi>"xr 


e(-l)'(logl+;rr    =      2?     ^-4-~(l0gl+x)«w+r 

r=0     ''• 


vM 


n 


m-|-l'                            (mr  +  r)I  ** 

=      £     (— l)n-«»r-H*r  ^—  C 

n=l  n— »»r- 


(69) 


Für    m  =  l    ist 


r= 


£)«(l  +  aj)(-^)»«>»V+»j, 


2 

^     ^     ( 


n 


-l)~i 


fr 


2r! 


n 
C 


(70) 


/•(o;)  =  1  —  «,     9(aj)  =  (—1)^  (log  1  —  x)m,    «  =  1,2 


i>«(l -«)(-!) 'tloK2-x)^° 


n 


m+l 


2  ( ijwr+r+ft-  1 

r=l 


(wr  +  r) ! 


r! 


n 
C 
n — mr — r 


(71) 


Für    m  =  1    ist 


In 

r=  kl 
l2i 


i)"(l— a;)l--i)'i««'-*o 


2r!         ** 
fLl         c 

=     i'"'(— 1)*    •*•      «-2r 


r=l 


(72) 


C)    /(a;)  «  cosaj,     <p(x)  =  (-l)'ic^     €  =  1,  2 


F{x)  =  (C08a;)(-l)*^ 

=    e(-l)f Vlog  C08X  =       2:      (— 1)*» W    (lOgCOSx)« 

r=0  •■^ 


M 


l>+2 
DnFo  =     -S    ( 
r=l 


laut  Formel  (54) 
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53 


^(cosz)^o 


p+2 


n\    £ 


(-1) 


<= 


fr 


n^pr 


^l     2''r!  (n~pr)! 


2 
£ 


t  2t 

C  8 

t — r       n—pr 


Ht-1)  .  .  .   (r+l) 


(73) 


Für  i>  — 1    ist 


D*mxY-^)% 


n- 


,=1        S'      V.rJ 


n  —  r 


C 

t-r 


2t 

8 

n — r 


t(t^l)  .  .  .    (r+l) 


(74) 


c)  /(x)  =  cosjf,    ^(x)  =  (— l)«(logcos«)'»,    «=12 


r=rO 


I 


(log  COS  «;)»»»'+♦" 


r/^«(-l/(l«««>«r)* 


2in4.2 
Z 
r=l 


n 

'=2 


<  2« 

C  8 

t — mr — r       n 


fcirr+r  <(<— 1)  •  •  -  (mr+r+1) 


(75) 


Für    n»  =  1    ist 


i>C08«<-J)'^OK«>«fQ 


—  * 


n 

2 


C 

/— 2r 


2t 

8 

n 


^1       r!  2'+i       <=2r  *(*-!)   •  •  •  (^r+l) 


(76) 


(—1)' 

d)  f{x)  =  cos«,    q»(«)  =  — ::: — ,    « =  1,  2 


X 


(-1)'  (-1)^ 


f(x)  = 


log  COS  se       ^=: 


C0B2 


=  « 


r=oo   / jWr 

,^    TÜ^OogeoB.). 
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(-ly 


D^cosx 


r=n  (_i) 


r! 


0 


"•    jy^    rlOgCOSÄ-^*" 


(-1) 


€r 


=1  r'»+' 


Cf)(")' 


/>*+»' (log  cos  a:)*'o 


2; 


<  = 


2 


j  (n+r)  . .  (n+1) r  I  2»-      ^^^        <"(ii:i)  .  .  .    (r+1) 


n— r 


2t 

8 

n— « 


(77) 


f)     A«)  =  COS  I  —  8iii|    9>(«)  =  i-lYxP,    s  =  1,  2 


F(x)  =  (cos^-  sinQ'   '^'''   =  «(-i)'''log  0°4  -  '""0 


J-^  (-1) 
r=0  •■ 


f— [logtcoSg-siDgJJ 


D» 


2. 


(au  a;"^' 

COS  2  —  sin  2  J  0 


n 


r= 


2; 
r=l 


X    2 


(-1)"+*»' -TTir^^^-^  X 


r!2« 


«        r 

^—m     n 


<=m     <(«—!)  .  . .  m+1 


(78) 


Für    i>  =  1    ist 


2>«(]cos|-8iuQ 


aJ■^M)'« 


n 


r= 


|2|  .      fin  — 1  .  .  .   n— pr+l 

r=l 


r!  2» 


X    2: 


e 

T 

c 

8 

< — m 

n 

tt  —  1    ...    7W  +  1 
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i)  /(*)  =  co8|— 8in| 


^*)  =  (_),^  l^iog  fjf»  I  -  8iu  1)1"   ,     «  =  1,  2 

{-lya  [log  (cos  I  -  sin  Ql 
nx)-(co8^-8inQ 


m 


r-O 


n 


x[log(co8|-8inQ|"*"*''^' 
^er  mit  Benatang  der  Formel  (56) : 

(— l)'a^  I  Jog  (^C08 1  —  sin  ^  l 


n 

r 


C  8 

^         -^  «(«— 1)  .  .  .  (mr+r+1) 


Fftr    m  «  1,    i>  =  0,    a  =  2    ist 

coSg  —  sin  2  J 
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r= 


i 

t 

C 

8 

i-2r 

9 

1_*-«  t-2r        $  (80) 


~  r^2    »•  12»'jf 2,  <(«-!)  ...  (2r  +  l) 


16. 

Werden  in  der  Formel  (4)  fttr  F{»),  die  aas  der  trigonometri- 
sehen  Analysis  bekannten  zusammengesetzten  Functionen  log > 

tgv 

log  cos  V,  log — ,  dann  cosCfAarcsint?)  u.  a.  ähnliche  genommen, 
ferner 

gesetzt,  wobei  jene  Fnnctioneu  deren  Potenzen  den  Formeln  (12), 
(13),  (16),  (20),  (49),  (52),  (54),  (59)  zu  Grunde  liegen  auch  einzu- 
beziehen  sind,  so  gehen  die  nachfolgenden  Formeln  hervor. 

Die  obere  Grenze  der  rechtsseitigen  Summen  hängt  hiebci  von 
dorn  kleinsten  Exponenten  <;  >  0  von  x  jener  Potenzreihe  ab,  in 
welche  sich  die  Function  f  verwandeln  lässt 


"  -    m  j^k^^v  v^v 


a)     i?"  log  f  COSCC  fx=0  =     £     -      a_ 

«      fr* 


p=i 


(fi) 


M      1  2^~1 


b>    />-locsecu=     2:    ---^-i^irf^.  (82) 


r=l    ^       ^ 


tct  ~'  -<?  2*^ — 2 


d>    Z^cos^^arcsin*  1«.% 


-      £     1-1'-^-   ^  Sr-2    -^ 


V?^) 
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e) 


8ip(ftarc8inf) 


-     2r       (— l)r-i22'-i  V    2r-l  >^P~^. 
r=l 


(86) 


f)    1>»  sin  (1»  arc  sin  f  )o 


(86) 


g)     ö- 


cosCftarcainf) 
Vl=f='o'~" 


r=l 


h)     ^  ^iiö  = 


r= 


n 


2^ 
2: 


r«l 


'-=§[- B.S': 


n\ 


1  —  f  C0S9 


1  — 2fco8  9>  +  f*o 


r=  i- 

2^    cosrg) .  fw 


(87) 


n  >  1  (88) 


(89) 


i) 


fsing? 


r= 


n 


1— 2fc08  9»  +  f«o 


2?    sinr^)  .  f"« 


(90) 


k)    />»•  log 


n 

j3 


Vi  — 2fc08<)P  +  Po  •=! 


*«Ll-fc089i 


r= 


I» 


1  . 


1)    '-D"»«t«l  r±y^J,      -      2     ^sinrv.N  (92) 
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m)    Bekanntlich  ist 

r 
r^ef^COBbx  =  (a*  4-  fi")   e^cosfbx  +  rtiXCtg  -  J 

r 
2>»  e«* sin  &a;  =  (a«  +  ä")^  ««  sin  T^ic  +  rare  tg  -) 


Mit  Hilfe  der  sich  hieraus  bestimmenden  Nullwerte  ergeben  sich 
nach  Mac  Lanrin's  Salz  die  Entwicklungen 


r 

e^'  cos  i»a;  =  1  +     2?    ~,  (a«  +  b^)^  cos  Qr^rc  tg  - J«»- 

r 

««'  sin  te  =    -S    — I  (a*  +  *^)     sin  f  «  arc  tg  -  J^** 


somit  auch 


Z)«c«fcosfcfo=    -2;    —  a*+6»    cosi  rarctg-^r» 


(93) 


JD»««fsinftfo=     2     ^a^+6«^sin(^rarctg~)N  (9« 

Für    a  =  i»  =  1     folgt 

r  r 

P  2  b  n 

a»+6«^    =  2    ,     rarctg-  =  r  j 

femer 

0     r  =  2  mod  4 

r— J. 
V2cosrJ  =<[(-!)    4    r  =  l  mod  4 

r+1 
(—1)         r  ^  —  1  mod  4 
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r  — 1 

2 

r-2-M-l) 

4 

-  (-1)  (95) 


'0    r  =  0    raod  4 
r  — 2 


|(— 1)    ^       r  =  2    mod  4 


0    •  ** 


4 


4 

l(— 1)  r^l     mod  4| 

r-3 
(— 1)    ^       r  —  3    mod  4, 


r  — 1 


2 

r^2+(-l) 

4 
-  (—1)  (96) 


h  ist  daher 

J r 

2      2 

r+(-l)         2 


.r 


=1,3...  ^  »-J'  (97) 

^'ünz-  -S  (-1)     ^      -^,x2r 

r«l,  3  ...  (2r)! 

r--l     r 

^-2+("»    '^      2^.^  (98) 

+       £       (—1)  4  r! 

r-1 

r+1     -^ 

fi  ^+(--1)     ^-^     2*-^. 

D-e^CMfo  -  ^        (-1)  4  rlf  -  (99) 

r=l,  3  ... 
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r-1,  3 


—  1 

2       2^ 


fi  r 

+      -£     (-1)" 

r«»l,  3  . . 


(-1)  (2r)  l 

r-1     r 
■2+(-l)    ^      2^ 


P» 


r! 


(lOO) 


fi  ist  die  grösste  ungerade  Zal  »  '*<z 


daher 


n 


+1 


2 

V  ist  die  grösste  ungerade  Zal  ^=  ^rq 
daher 


—  1 


—  2 


I  n 

\2q 


+1 


-  1 


17. 


SummiruQg  der  Reihen. 


n 


m,  d 


•  •  • 


A.    Erstere  Reihe  kann  durch  nmaligc  Differentiation  der  geo 
metriQchen  Reihe 


gewisstr  xu»ammengeMixter  I\tnctionen.  ß\ 


1— a«*«"«»'  ^ 


lad  schliessliche   Nailsetzang   der  Veränderlichea  v  entstanden    ge- 
kht  werden. 

Es  ist 

Z)»Ä(ü)o=     9*  (101) 

m,  d 

Dirch  eine  kleine  üniBchreibang  obiger  Summe 

a^e^''  1 


R{v) 


1— — o"*  d** 


vird  dieselbe  von  der  Function 

,f (r)"  =  <6-^  -  1)  «*«•    (Siehe  (e)) 


Wl 


ibbingig  nnd  hiednrcb  der  Behandlung  durch  die  hier  vorgetragene 
Methode  zugänglich  gemacht. 

Letzterer  Ausdruck  lässt  sich  unter  der  Bedingung 

<1 


■m 


1— a"» 


vieder  in  eine  geometrische   Reihe   auflösen ,   durch  deren  n  malige 
Diferentiation  ein  zweiter  Ausdruck 


^ststeht.    Wird  der    in   eckiger  Klammer  stehende  Nullwert  mit 
^  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  durch  Gleichstellung  von  (101)  mit 

(102) 
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\ 


m,d    1^«     r«0   ^^— "   --      m,d 


r-i^J    >«,  (103) 


Dieser  Ausdruck,  welcher  bereits  als  Resultat  gelten  darf,   kann  je- 
doch noch  in  eine  einfachere  Form  gebracht  werden. 

Wird  nämlich  derselbe  durch  a^  dividirt  und  durch  Multipli- 
cation  mit  (1  —  a*")"+^  von  Brüchen  befreit,  und  o"»  —  u  gesetzt,  so 
ist  leicht  einzusehen,  dass  dann  geschrieben  werden  darf 

1      ** 
-^     Üt     (1— tt)«f  1  «  (1— n)»»+i     £    u^(mr+d)n 

n+1         n-f-l  n+1  n-|-l 

=    »0    +   iJi«   +   V*  +  •  •  •  +    2«««  (104) 

n-f-l  n-}-l 
wo    Öo,    Si  .  .  .  noch  zu  bestimmende,  a  nicht  enthaltende  Coef- 

ficienten  bedeuten. 

Beiderseits  jpmal  in  Bezug  auf  am  -=.  u  differentiirt,  ergibt  für 
ra  =  0  nach  Abkürzung  von  jp ! 

+  (-l)p(]'*"J"^)'i"  (105) 

Folglich  ist 

Für  ein  p]>n  muss  dieser  Ausdruck  identisch  verschwin- 
den;  denn  die  rechtsseitige  Reihe    in  (104)  enthält   nur   Potenzen 

mit  Exponenten  ^^  n,    ein  p maliges   Dififerentiiren   reducirt  daher, 
wenn  p^  n  ist,  die  ganze  rechte  Seite  auf  null. 

Da  die  Entwicklung  unter  den  Bedingungen 


a»»  i  <  1       und 


»m 


1-  a 


<i 


gevnsaer  zusammengesetzter  Functionen.  ßg 

geschah,  so  gelten  beide  Summeuformeln  (103)  und  (106)  und  für 

Durch  Vertanschong  von  o™  mit  —  a"«  ergiebt  sich 

^'Z^  ad  p=n  n+1 

rf  O  f-^>''»"*+''('»'-+^)"  -  rTES^iMT     ^^  (-1)'       2  a-^P  (107) 


Specielle  Fälle. 
a)     j»  —  1,    d  =  0 

1        p— «        n+1 


1  p— n  fi-j-l 


r=l 


^  P=l  P,  0 


^'-.-C*t'>-+Ct'>-"  ■  + 


H-1 

r" 


if     =  ^r  =  r" 
1,0 


•  •  •  +(-!)'-  eil)  1- = 


r 
n 


^     1»  «=  1,    rf=  1  idenlisch  mit  dem  vorigen. 
f)     m  «  2,    d  =  1 

•            r*-oo  n  fl            p«— w  w+l 

J?  1  '        p=0  p,  1 

r— 1 


l^   rf 0  Cl^O  "*' 


(108) 


(109) 


(110) 
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»•=00  n  a  p=n  n-f-l 

r=0  ^^T^  >  ^    p=0  p,  1 


(111) 


2r  — 3    ...  4- 


Für  a  =  1  wird  in  (107)  die  Reihe  linker  Hand  divergent, 
während  der  rechtsseitige  Ausdruck  einen  endlichen  Wert  annimmt. 
Dieser  Widersprach  ist  nur  ein  scheinbarer. 

Die  Richtigkeit  des  ganzen  Ableitangs-Verfahrens  gründet  sich 
auf  der  Zulässigkeit  der  wiederholten  Differentiation  einer  conver- 
reuten  Reihe,  wenn  das  Resultat  convergent  ist,  was  hier  nur 
bei  einem 

I  a»»  I  <  i 
eintrifft. 

Es  mag  von  einigem  historischen  Interesse  sein  und  bezeich- 
nend für  den  damaligen  Stand  der  Wissenschaft,  dass  ein  Th.  Claus  en 
(Grelle  J.  VII,  pag.  42,  1831)  sich  allen  Ernstes  bemühte,  die  sich 
aus  den  Formeln  (109)  und  (110)  für  a  =  1  ergebenden  oscillirenden 

Reihen 

1«  — 2«+3»*— +  .  .  . 

1"  — 3«+5«— +  .  .. 

zu  Summiren.  Das  von  ihm  eingeschlagene,  sehr  weitläufige,  ,in- 
ductive  Verfahren  förderte  Ausdrücke  zu  Tage,  welche  sich  übrigens 
von  den  rechtsseitigen  in  (109)  und  (110)  nur  durch  die  Form 
unterscheiden. 

Nach  Gleichstellung  der  gleichwertigen  Summen  in  (103)  und 
(106),  beiderseitiges  Multipliciren  mit  (1— a««)*«+i  und  Dividiren  durch 
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^  findet   Bkh   durch  Vergleich  gleich   hoher  Potenzen    von    a    die 
fidation 

t'=.,-(--+o^-,+Ci+'3.,-.+... 

■■•+(-l)'C"t')'^  (112) 


n 


Ans  der  Summenformel   für  die  unendliche  Reihe      9t      lässt  sich 
Boch  die  Summe  der  endlichen  Reihe 

r=0 

»Weiten.    Es  ist  nach  Formel  (106) 

"  n  r=oo 


0 


=n    Z'  «+1  w+1 


^^  =  -K:^^i^^     ^A       «"«•"•-^^^^        __         )a-P  (113) 


&»i  nach  Formel  (103) 


(114) 

Bieielben  Formeln  entstehen,  wenn  der  Ableitung  die  ftlr  jedes 
•^gütige  Summenformel  für  die  endliche  geometrische  Reihe  zu 
Grande  gelegt  werden-,  die  Giltigkcit  ist  daher  eine  unbegrenzte. 

Für  a=  1  werden  die  rechtsseitigen  Summen  nur  scheinbar 
lakrauchbar;  sie  erscheinen  in  der  unbestimmten  Form  $,. deren 
Wert  sich  auf  bekannte  Weise  ermitteln  lässt. 

Wird  in  (113)  a*"  =  t»  gesetzt,  Zäler  und  Nenner  ti-|-l  mal  nach 
■  differentiirt  und  schliesslich  t«  =  1  gesetzt,  so  ist 

iitL  d.  Math.  u.  Phyiik  2.  Beihe,  T.  XI.  5 
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■■•+C1S0^]  <"« 

n+1 

WO  Statt    a     der  Kürze  wegen  2p  f^eschriebeQ  wurde. 

Ebenso  findet  sich 


r=v 


r=0 


^d  p=n  ^  n+1 


V  Qtn  i>-|-l 


«+1  >^ 

X    2  y^P  (116) 


p^mv+l  +  dy 

woraus  für    a  =  1 
^=0 


(117) 

Der  Annahme    m  «  1,    d  =  0    entsprechen   die  einfachen  Potenz- 
reihen 

•••+C«+1    J>^  (118) 


'+'  ^  «.0  ; 


r 


r  1      p«n  /-   n+1  «4-1      N^ 

1  ^  ^  ^=0         V  p,  0  p,  H-iy 


gewisser  zusammengesetzter  Functionen.  Q^ 


•+1 


EBdlich  ißt  für    m  =  2,    ^/  =  1 


2 

r=0 


:    2r+l    =(-!)«     -S     (    SX    )       «  (120) 


(121) 

ü       =  2p-f-2i>-i-3  -  1     7     )  2H-2»+l  .  . . 

..•2e4-3  V     1    ^ 

•  •  •  +<  -^^'GiD  ^H^" +(-!>'  CTO  ^''+-^' 

Far  die  Reihe  Id  (118)  besteht  bereits  eine  einfache,  Bernoulli- 
"•'be  Zalen  enthaltende  Summenformcl  von  D.  Bern onlli;  fttr  jene 
*.  (121)  hat  der  Verfasser  mit  Hilfe  der  Euler 'sehen  Zalen  eine 
ikoliche  Formel  angegeben  („Ableitungen  von  Identitäten'^  Archiv 
II  B.  T.  X). 

B.    Wenn  die  Glieder  der  Reihe 


n,  p        «=00   t=k — 1 

^    ^     £        Z 
m,  d         «=0     ««0 


^     «,     Z         2:       (— l)»a      '        '      ks+tm+d 


^  ZQ  Gruppen  vereinigt  werden,  dass  die  Exponenten  ks^tm'\-d 

«^  Glieder  einer  und  derselben  Gruppe   in  Bezug  auf  den  Modul 
'"« eoDgruent  sind,  so  ist 

n,k       Ä=»A— 1  r«.GO  ^^t+Z«  m+d 


S     «       -T  2    (-lya  kr+hm+d 
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Nan  ist  nach  Formel  (107)  die  zweite  Summe,  kr  statt  r  und  mh-^-d 
statt  d  geschrieben: 

^m-H         p=n  n-4-1 

Da  h  die  Werte  von 

Ä  — 0    bis    Ä  =  *— 1 

p  -■  0     bis    |>  =  n 


und  p  jene  von 


zu  dnrchlanfen  hat,  so  entsteht  aus  dem  Exponenten  krup-^-hm-i-d 
dieselbe  Zalenreihe  wie  aas  d'{-q,m^  wenn  q  die  Werte  von 


annimmt. 


g==0    bis    g=.ifc(n  +  l)-l 


Wird  das  Ergebuiss  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  a  geord- 
net,   so    erhält    irgend    eine    Potenz    a^^^^    einen    Coefficienten 

n4-l 
i       .    Um  p  und  h  aus  ^  zu  bestimmen,  genflgt  die  Bemerkung, 

Pf  hm'\-d 

dass 

fnq^d  —  Ämp-j-Äm-f-d 

sein  muss,  woraus 

kp-^h  «=»  q 

folgt.    Da  A  nie  grösser  als  k^l  werden  kann,  so  ist  offenbar 


P  ^ 


k 


d.  h.  gleich  der  grössten  im  Bruche  |  enthaltenen  ganzen  Zal;  hier- 
aus bestimmt  sich 


h  =  q — k 


Es  ist  daher 


2 
k 


n,  k 
m,  d 


a* 


qz^kn-^l  n-|-l 


k 


Ä  =  q  —  k 


(122J 
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-+1 


Q 


^ *        ^  ^^^  -^ • 

jnp+h+d  —  ^"^  J  wp+Ä-l-f-d    4. 


. + (-1)"+^  QtO  ^^i+ci 


n+l 

n+l 
P 

Für  j»  =  1  und  d  =  0  ist 


(122') 


H-1)^  Q'^^^hfi^' 


Kk  

2    (al«+  .  .  .  +a*-lik— 1")  — (a*ife«+  .  .  .  +«2*-»2Ä:-l«) 
1,0 


+(aa:ük-+  .  .  .  +a3»-i3&-l-)-  .  .  . 
j  ^=ifc-l  n+l 


P  = 


Ä  =  g  — Ar 


Ul<4 


•+1 


2    =  I5H-*  —  (      1     )  *P-1+A  +  ■  •  • 
Für  fi  =  0  ergiebt  sich  als  Summe 

1,0      1+^  ^—^ 


(123) 


18. 

Snmmiraug  einiger  von   der   Exponentiellen-Reihe 

ableitbaren   Reihen. 


•=00 


9)     Z     =     2     -iü'^r^^mr+d 

Wenn  in  der  Reihe  der  Exponentiellen  das  Argument  wieder  durch 
öie  Exponentielle  ersetzt  wird,  so  entsteht 
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r=QO  1 
2=2?—,  a}*^r-{d^mr-k^d)x  =  ^dgAcgam«'^ 

r=0    '•' 


m 


hiemit  ist  die  vorgelegte  Function  wieder  von  einer  Function 

„W"  =  6"«  -  1 
abhängig  gemacht 

Durch  n  malige  Differentiation  des  ersten  und  letzten  Ausdruckes 
und  Nullsetzung  des  Argumentes  entsteht 


n  r'=X)    2  n 

J     =     2:      -^a"»^+<^fwr+rf  = 

—  a^^"^     2    -^a^P  A  (124) 

l'^  «        ~       /-p-\  — =^^ ••  ,    /-«^  — ^     ^ " 

^     =  mp+d  —  1\J  mp—l  +  d  +  (  o  J  *"  ''"^  +  rf  —   .  .  . 

+  (-1)"-»  (p!.i)  m+ä"  +  (-l)P  (p  *• 

es  ist  der  bereits  in  der  Formel  (102)  erschienene  Coefticient. 
Diese  Summenformel  gilt  für  jedes  a. 
Ebenso  findet  sich 

r=ao   / jy m  w  p=w   / iw  p,  n 

£      - — p-  a'"'"+^  mr+d   =   a*«  6~«       -2:     ^     -p  o"»F     i4  (125) 

r=0        **•  p=l        ^-  m,rf 

woraus  für  ot  =  1  und  d  =  0  hervorgeht 

r=oo    j  /?=n  I  /) 

2:       -Ta''r~=e«     ^     —.aPE  (126) 

r=l  i>~l  "^  n 
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rt«:«,^=^V^)!.^  I  (127) 


r-l       '^'  «-1       P 


n 


Ä 
1.0 


1  n 

n  n 


Letztere  Reihe  verschwindet  für  gewisse  Werte  von  a,    welche 
ci)  durch  Anflösang  der  Gleichung 


^eben.    So  ist 


£ ~  aP-i    £;  «  0 


^r 


3±V5 


Die  Kenntniss  solcher  Reihen,  deren  Sammen  sich  besonders 
-^hch  wiedergeben,  ist  dann  von  einigem  Nutzen,  wenn  es  sich 
'-^m  handelt  schwachconvergirende  Reihen  stärker  convergirend 
^machen,  was  durch  Yerkuttpfung  mit  passend  gewälten  erstbe- 
sten Reihen  meist  erzielt  werden  kann. 

b)  Ans  der  Exponontielleu-Reihe  werden  mit  Hilfe  der  Ein- 
--tswnrzeln  von  J.  von  Villarceau  (C.  R.  LXXXVI)  die  soge- 
^Bten  „höheren  hyperbolischen  und  elliptischen  Sinusse*^ 
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I-— CO  yß-^hr  1    *— *— 1    «iü"+'y 

abgeleitet  (Vergl.  auch  Dr.  J.  C.  Kapteyn  und  Dr.  W.  Kapteya 
„Die  höheren  Sinus"  Sitzg.  Bor.  d.  Akad.  d.  Wiss.  Wien,  XCIII. 
Bnd.  IL  Abth.  Aprilheft  1886),  aus  welchen  durch  Multiplication 
mit  a*^e^  und  mittelst  der  Einsetzung 

und  Abhängigmachung  von  (e»** — 1),  ferner  durch  wiederholte  Dif- 
ferentiation und  schliessliche  Nullsetzung  der  Veränderlichen  die 
Summen  neuer  Reihen  hervorgehen. 


Es  ist 


adfdji      Z ~. r.-  =  <*""»+<'       Z 

^        k^l    "^    j=0     '^ 

^1    ^/^|~^   ef^^J-^    1      ^2A|l,Vm,<i,(,mx_l)y 


A 


T 


ik=o     i?'^*+^.^y-o  J' 


die  complexen  Glieder  zusammenfassend,  ist  ferner 


k  M   .  a**C0s2Ä;r- 


TcesQ— fi  2&^-fa«sin2ik^^ 
+ 1  sin  (7^  2ÄJ  ^  4  o«  Bin2Ä?^")^ 
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—     .  ns 


+  »sin  rpf*  2Ä+i  l+a«  sin  2ib+ 1  ^^  J 
Schliesslich  ist  nach   n  maliger  Di£fereDtiation   nnd  Nallsetzung 


r^oo 


r«0  (^-fÄr) ! 


7C 

*    it=l 


£     V  cosl  ;~m  2A;  r  +a~8in2Jfc ,  -  1  X 


X  i  (130) 


r=oc 


r=0  (^+Ä'')I 


flrfl:=Ä— 1   0*^08  2A;  +  l^>=fi^m 


TS 
Ä 


lg     AI 

+rtiB2fc+if)    U  (131) 

Aas  dem  notwendigen  Verschwinden  des  Imaginären  entspringen  die 

Identitäten 

2     «  Ä        V    fl     .. 

1=1 

X  V  =  0  (130') 


ff 


X  V  =  O  (131') 
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Für  m  =  1  und  d  =  0  ist 

Jf  n         j 

A    =  E 

1,0  n 

und 


r=oo    fj}ir\ix  Är-|-|ii»«-l 


• 

2:     Tycos^i-^  2^•  ~  4- asin 2Ä:  ^    1  ^  (132) 


j  Ä;=:rÄ— 1  aC09  2Ä+l  T-  ^^n  ^y 


+  asm2Ä;+l^  I    E  (133) 

.  n 


k=h     a  COS  2Ä;  \  j=^n  ^j 


2     t  ^     Z    Tj-sin  I  ;— ^  2Ä;  7-  +  a8in2ifcr  1^=0  (134) 


7t 

^—h  —  1    acosSÄ;^  y=« 
2:        e  ^ 

k=0 


E    T|-siu(^i— |ii2A;  +  l^  +  asin2Är+l,^  J  X 


X  ^'    =  0  (135) 

n 

Sämtliche  Formeln  gelten  für  jedes  a. 

Für  A  =  2,  f*  =^  0,  1  gehen  aus  (128)  und  (129)  die  Reihen 
für  die  „hyperbolischen  und  elliptischen  Cosinus  und  Sinus*'  her- 
vor; die  Summen  der  daraus  abgeleiteten  Reihen  finden  sich  aus 
(132)  und  (133). 

<xj    f*  =  0,  hyperbolischer  Cosinus  ;  (132) 
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i  (ä^iyi  *»"  =  *  i,  71  («"+(-1)^«-«)  £  (136) 


ß)   f»  =  0,  elliptischer  Cosinns;  (133) 
7)   ^=1,  hyperbolischer  Sinus;  (132) 


1.^  2r4-l«»-J  ^■~**    /,j  ^ 

r=0         (^nJ  ;=1    yl  „ 


(138) 


d)    elliptischer  Sinns;  (133) 


I'->'^=r^-=;f:^.G-¥.jt- 


(139) 


»,  ifc  *=oo   l=k — 1 


C)  Ü      =         2;  £      (^l)s    ^^^+L^±J[  ^ks^tm^d 

*trden  die  Glieder  so  zu  Gruppen  vereinigt,  dass  die  Exponenten 
fy»ernnd  derselben  Gruppe  bezüglich  des  Moduls  km  convergent 
'Jai  so  kommt 


V  Je        Ä=&—  1     r=ao 


11    =  -S  -T     (-l)rM:^LÜL±_lai^Am  +  rf 


We  Summe  der  unter  dem  zweiten  Suramenzeichen  stehenden 
^ilte  geht  aus  der  hiefür  bereits  gefundenen  Formel  (131)  hervor, 
'^5fl  k  statt  Ä,    h  statt  f«  und  g  statt  A;  geschrieben  wird;    es  ist 


1  =  1       -s         Z      .  ^  X 


i   -^cos(^i-A2i,+l^+««8m2j,+l|J    '^  (540) 
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worans  für  m  =  1,  <i  =  0,  wenn  noch  n-f-l  statt  n  gesetzt  wird,  folgt 


n 


n-f-l ,  ^         1     Ä=Ä— 1     g^h^  1     a  COS  2^  -4-1  7- 
tt      =  r  2?  2:         «  *   X 

1,0  *        Ä=0        ^=0 

i=*»+i  aj     r »  «'\  ^ 

X        2?        7rCOsr;~Ä2flrXlj^+asia2flr+l^J  £  (141) 

Brflnn,  Mai  1891. 
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lU. 

Arithmetische  Entwicklungen. 

Von 

Franz  Rogel. 


Der  Staadt'sche  Satz 

WO  An  eine  ganze  Zal  und  a^  b^  .  ,  .  g  Primzalen  von  der  Eigen- 
aebaft  sind,  dass  —^»  -^,  .  . .  ^-^  Teiler  von  »  sind,  gestattet 

die  Umformung  von  die  Bernonlli'schen  Zalen  Bn  als  Coeffici- 
eoten  enthaltende  Reihen  in  solche),  bei  welchen  die  Stellen- 
variabele  eine  Primzal  ist. 

1. 


tt  — 


e*  — 1 


t?2r 


=  1-2+  -^<-"^)'"'^^(2;T!    -2«<r<  +  2;r 
Ersetzt  man  (—ly-^Br  dnrch  obigen  Ausdruck  (1),  so  ist 

Ordnet  man  diese  Reihe  nach  den  ganzen  Zalen  Aj  sowie  nach  den 
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anfeiDanderfolgenden  reciproken  Primzalen  -,  so   wird,   da  dieselbe 

nur   in    den  Goefficienten   der   Potenzen  »»"(p-*^   als  Summand    er- 
scheint, wenn 


gesetzt  wird 


Nun  ist 

Fj =^-~  -l  =  coft.-l 

femer 

2k7t 


t 


^        «— 1    V  e^  —  1 

p-3 


Fp«-A        £    e 


2    r    r     .       J    «'COS .        /     .    2A?7r\"|      ^ 

daber 

p— 3 

^p  «  1  .„ir2  ^       t^COS     — r 

Xcos(t,sinp^)-l] 


»2r 


=  3-2"  e^-i-  i^^''^-  ^fi  ^»-(V)! 
Wird  tv  fttr  v  genommen,  so  ist  wegen 

2kn 


127  cos 
e 


cosi»«?  sin  -zz\]  = 


r        /  2kn\   .    .  .    /  2Är;r\l  ^ 

=  j    COSifJCOS— r  j+»sinlrcos  "3j  )    X 


.    2le7T  .    2Ä:;r 

V  sin  — :        — »sin 


XU 


(,        ^~^+e  ^-') 


(3) 
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w 

=r 

V 

2 

cot 

2" 

iv 
2 

6^« 

'— 1 

P 

-3 

L 

^ 

1 

L 

2 

1 

. 

2 

1: 

cos 

(2fcw\ 


X 


^       ^  r=l  (2r)!  W 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  die  imaginären  Bestand- 
m  Identisch  verschwinden  mftssen. 


2. 

Auf  dieselbe  Weise  mit 

«rühren,  erhält  man 


aog 


rir  *^+ ,f 3  ^  ^-+ 4,  -  ^.Ti 


2.1» -2 

t,m(|»-l) 


*k  in  endlicher  Form  durch 
*^cken  lässt.    Es  ist  nämlich 

^-1  2k7t 


^^=~  ^A"''-') 


"■  -  *-i 


*:  wal  der  imae^näre  Bestandteil  identisch  verschwinden    mnss. 
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p-i 

2fer    . 

2 

P-1 

m 

2 

k=l 

tp  (vt 

4 

) 


wo  das  Symbol  31  anzeigt,  dass  nur  der  reelle  Teil  zn  nehmen  ist 

Mithin  ist 

p— 1  ikni 

p-1 


00  1  *       /      P— 1\ 

,=3  ^P-^^      k=l    \  ' 


2fin--i  ^^r^ipy,  (5) 

V 

und  iv  fttr  v  gesetzt 

p — 1  2k  ni 

00  1  2       /      p-l\ 

28in^-i     2    (-VAr;^,  (6) 

=  —  ivM  -  Jog  — -—  ^    ' 

Die  Function  <)e>  hängt  mit   dem   Integralcosinas  in  einfacher  Weise 
zusammen;  es  ist 

9>W  =  W-  Ct(iz)  -  A'  -  log  izU    K  =  0,577  .  .  . 

Durch  Diflferentiation  der  Gleichungen  (3),  (4),  (5)  und  (6)  ent- 
stehen die  nachfolgenden 

»-3  2kn 

----     »cos-^ 

2ftnt;    2     -T-^T+    ^    -\-^   £     e       ^       X 
p^SPip-^)       p=3PiP-^k^i 

^         /     .    2kn        2kn\  e^^ve^^-v       ... 

X  cos  \^v  sm^  +  —)  =  -  i  --   (,.^1)2    ~  innt. 
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;>-3  /     .    21e7t 
v8in 


'^'»'^    f.   PÖ^^"*"     ^     "'"^    -^   '  *        ^     ^  ^ 


^  sinl  - — -  —  V  cos 


•'  -. 


2kK 


-1/ 


» — 1    .    /2ibn 
-e  8in 


,      p-\     2kni  2kni 


9i         Z 


2     p-1      /      p-1 

=  -i,-(.)+^_2^-^._i  ^f_^^,(£^,  (5') 

P— 1     2A;?ra>  2Jkyg* 

Die  ganzea  Zalen  Ar  beatimnieD  sich  durch  die  Gleichung  (1) 
t©  den  Bemoolli'schen  Zaleu  und  ans  den  in  ihren  Nennern  ent- 
^tenen  Primzalen;  sie  können  mit  derselben  Berechtigung  als  Coof- 
iieaten  Terwendet  werden  als  die  Bernoulli 'sehen  Zalen,  aus 
^aen  sie  heirorgiengen. 

Zur  recursiyen  Berechnung  dieser  Grössen  gab  Her  mite  („Ex- 
tiait  d'une  lettre  de  M.  Hermite  ä  M.  Borchardf'  Grelle  J.  LXXXI 
H-  93)  die  die  Eenntniss  der  Bernoulli'schen  Zalen  nicht  erfor- 
^ETBde  Belaüon 

*1-«— 2a»-i  —  Sfi—S^  .  .  .  — >Sp  (7) 

»orin 

iKk.  d,  Kith.  IL  FhjB.    2.  Beihe.  T.  XI.  6 
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und  die  Summen  S^y  S^^  . ,  .  Sp  sich  auf  alle  Primzalen  p  von  3  bis 
2n-|-l  beziehen. 

Uermite  bewies  mit  Hilfe  von  Einheitswarzeln,  dass  Sp  für  jede 
Primzal  p  eine  ganze  Zal  ist. 

Ein  anderer  Beweis  kann  mittelst  eines  rein  zalentheoretischen 
Hilfsmittels  —  des  Fermat'schen  Satzes  —  geführt  werden. 

Es  stellt  sich  hiebei  heraas,    dass  obiger  Satz   nar  für   ange- 
rade Primzalen  gilt 

FOr  jede  Primzal  p  and  jedes  darch  p  nicht  teilbare  x  ist 
a;m(p-i)+5  =  ««     modp    0  ^  g  <  p 


(aj4-g)2*+l  «  Z  I  ^"^-r^  \  a.mg2n-«i+l 


es  kann  daher  gesetzt  werden 

= [(T)  ■*"•■+ Ci')^-+- •]•" 

+[C"+>-+Ct.')-^-'+-J" 

+ic"+')''--+(^'.)^~'-'*'V..] 


«• 


Sei  ferner 

2n+l  =  »'    modp  — 1,    l«r<p  — 1 


so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  nebst  x  auch  X'{'Z  durcl 
p  nicht  teilbar  ist, 

X  +  «)a"4-i  ={x+zy  =    £    (ix' Ä^-«    mod »  (9 

Der  Vergleich  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x  in  (8 
und  (9)  ergiebt  die  Congruenzen 


241 

I  0 
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)  ^*' + C-iO  **""''^'  +  •  •  • = (o) '' ""''' ' 


/Hl 


Hl 
9 


,••+.1 


)^-'+'+(^t-i)'^~'"'*'+ •  •  • = t)'"'  ""*  ** 


f^')^-'+'+(^^^il) «*-P-+«+ . . .  =  (;).•  modp    (10) 

Ans  der  ersten  Congruenz  dieses  Systems  geht  für  «  =  1  an- 
sttelbar  der  angezogene  Satz  Lervor,  dass  Sp  eine  ganze  Zal 
•it.  Hiebet  wird  aber  voransgesetzt,  dass 

X    nnd    x-^-z  •-—  «-j-l 
^b  p  nicht  teilbar  sind. 

Nan  ist  entweder  x  oder  a;-|-  ^  durch  die  einzige  gerade  Primzal 

^teflbar. 

Der  Hermite'sche  Satz  gilt  daher  nnr  far  ungerade  Prim- 

Hermite  erweiterte  seinen  Satz  und  construirte  die  neue  zalen- 
iiKoreüsche  Function 


r/2n+l\       /2«+l\       /2»+l\  i 


^^a  welcher  er,  ohne  sich  in  einen   Beweis  einzulassen,  behauptet, 
^  flie  tflr  jede  Primzal  p  eine  ganze  Zal  sein  mttsse. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  erhellt  aus  der  ersten  Con- 
ineoz  des  Systemes  (10). 

Danftmlich 

jjf  =  2^-1-1  modp 

i^vtztand  dann  s^^^  herausgehoben  werden  kann,  so  ist  tatsächlich 


M\ 


—9 — h  •  •  •  I  ^  ©p  ^  0    mod  p 


g4  Rogel:  Arithmetische  Entwiekehmgen, 

In  dem  genannten  Systeme  ist  dieser  Satz  nur  als  specieller 
Fall  enthalten. 

Eine  allgemeinere  Function  kann  ans  der  die  beliebige  Grösse 
t  enthaltenden  Gongrnenz  des  Systemes  (10)  abgeleitet  werden,  wenn 
man  beiderseits  mit  z*  mnltiplicirt,  lü**  durch  das  congruente  2^+^ 
ersetzt,  sodann  auf  die  linke  Seite  schafft  und  schliesslich  s^'^+i  her- 
aushebt; es  ist  dann  die  neue  Function 

/  2n+l  \        /    2n+l    \ 

t<p-l  (12) 

eine  Summe,  welche  fttr  jede  Primzal   p  und  jedes  ganze  z  eine 
ganze  Zal  ist. 

Diese  Function  zeichnet  sich  vor  der  Hermite'schen  @p  da- 
durch aus,  dass  sie  eine  neue  zwischen  0  und  r  liegende  Ver- 
änderliche t  enthält. 

Für    £  =  0    geht  dieselbe  in  ©p  über.    Uebersteigt  t  die  Grösse 

r,  so  verschwindet  (    j  und  damit  das  einzige  r  enthaltende  Glied. 

Wenn    p  =  2    angenommen  wird,  so  ist 

r  =  1,    i82*+i  =  z^  mod  2 

der  verallgemeinerte  Satz   behält  seine  Richtigkeit   für    f  =  1,    er 
ist  dann  nur  eine  Umschreibung  der  selbstverständlichen  Congraenz 

(g-|-l)2fi+7_g3fi-hi  =  1  mod  2 
und  lautet  mit  Weglassung  der  durch  2  teilbaren  Glieder 

Brunn,  Juli  1891. 
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IV. 

Das  Tetraeder 
bezogen  auf  seine  Hauptträgheitsaxen* 

Von 

R.  Hoppe. 


§  1.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts  P  in  Bezug  auf 
l^iebige  rechtwinklige  Axen  seien  x^  y,  z,  die  der  Ecken  A^^  ^29 
4  ^4  des  Tetraeders  T  mögen  durch  dieselben  Indices  1,  2,  3,  4 
belehnet  sein.  P  liege  innerhalb  T.  Wir  ziehen  durch  P  die 
I^raedertransversale  A^B^^  dann  durch  B^  die  Dreieckstransversale 
^Sj.  Diese  2  Transversalen  und  die  Kante  A^A^  seien  bzhw. 
iirch  die  Punkte  P,  B^,  B^  (von  den  Ecken  ausgehend)  in  den 
'abÜtnissen  ui(\  —  u\  t?:(l— »),  w:(l  — w)  geteilt.  Die  gleichen 
•frbältnisse  gelten  auch  von  den  Teilen  ihrer  Projectionen  auf  die 
*Aie:  sind  also  x^*,  x^*  die  Abscissen  von  J3^,  B^^  so  hat  man: 

x^'  —  x,  +  (as2'— «,)r 

^er  nach  Elimination  von  x^'  und  x^'i 

«  =  x^{l  —  t»)-|-X2t*(l  — ü)4-a;8ttv(l  —  w)'\'XiUvv}  (1) 

^fern  die  x  Axe  eine  willkürliche  Gerade  ist ,  reicht  diese  Abscis- 
^^srelation  allein  zur  Bestimmung  des  Punktes  P  aus  und  enthält 
'peäell  die  analogen  Relationen  der  y  und  z  in  sich. 

^le  leicht  zu  sehen,  haben  die  neuen  Yariabeln  u,  t^,  to  nnab- 
^^■gig  TOD  einander  das  gleiche  Intervall  von  0  bis  1  zu  durch- 
^  damit  P  das  ganze  Tetraeder  erzeugt. 
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dx  dg  dz 


Die  Fanctionsdeterminante 


dudv  du) 


ergibt  den  Wert 


daher  ist  das  Körperelement 

dT=ßTu^vdudvdw  (2) 

Hieraas  findet  mau  durch  viele,  aber  sehr  leichte  Integrationen: 


(3) 


+  aiyi +«23^2 +  a^3y8 +  «1^4}  (4) 

y ««BT  -  ^{(x,+x,+x,  +  x^)^+x,^+x,*+x,*+x^*] 


(5) 


Gl.  (3)  ergibt  zunächst  die  Bedingung  dafttr,  dass  der  Anfangs- 
punkt Schwerpunkt  des  homogenen  Tetraeders  ist,  nämlich  die  3 
analogen  Gleichungen: 

^+«t+a^8  +«4  =  0;    etc.  (6) 

Unter  eben  dieser  Voraussetzung  werden  die  Gl.  (4)  (5);  deren  jede 
3  analoge  vertritt: 

/  xydT  ^  ^(Xiyi  +  x^y^+x^y^'\-x^y^)',     etc.  (7) 


y*aj«8T«  ^(aJi«+rr,«+V+»4*);     etc. 


(8) 


Jetzt  sind  ausser  Gl.  (6)  die  3  analogen  Gleichungen 

^iVi+^i^i+^ys+^^y^^^'t  etc.  (9) 

Bedingung  dafür,  dass  die  Axcn    der  a;,  ^,  z  Hauptträgheitsaxen  des 
homogenen  Tetraeders  sind. 

Die  Gl.  (6)  (9)  lassen  sich  in  dem  Satze  aussprechen:  ,,Das 
homogene  Tetraeder  bat  mit  dem  Systeme  seiner  gleichbelastcten 
£cken  gemeinsamen  Schwerpunkt  und  gemeinsame  Hauptträgheits- 
axen.^* 
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Gemäss  61.  (8)  können  wir  noch  hinzufügen:  „Die  Hanptträg- 
^itsmomente  des  Tetraeders  yerhalten  sich  zn  denen  seines  Ecken- 
^stems  wie  die  Tetraedennasse  znr  20  fachen  Masse  jeder  Ecke/' 

Anmerkang.  Die  vorstehenden  Resultate  sind  ohne  Zweifel  he- 
cumt.  Auch  das  znr  Herleitnng  angewandte  Princip  der  Anein- 
ttderf^lguDg  von  Strecken  mittelst  Addition  ihrer  Projectionen  auf 
riie  willkflrliche  Gerade  mag  immerhin  nicht  nnhekannt  sein, 
.^knfalls  aher  ist  dieses  Princip  bisher  so  wenig  beachtet  worden, 
^  es  sich  wol  lohnt,  an  einer  dnrchgeftlhrten  Rechnung  zu  zeigen, 
vie  ein&ch  sich  diese  nach  elementarsten  Begriffen  der  gewöhnlichen 
mJjtischen  Geometrie  gestaltet,  wenn  man  danach  verfährt.  Dass 
^  io  der  Tat  nötig  ist  darauf  besonders  aufmerksam  zu  machen, 
keidsen  die  in  neuester  Zeit  sich  mehrenden  Schriften  zur  Yer- 
ytoQg  der  Kenntniss  der  Hamilton'schen  Methode  der  Strecken- 
i^tion,  welche  auf  grossem  Umwege  mi)  Aufwand  von  Symbolen, 
i^oer  Terminologie  und  besonders  für  sie  geschaffener  Theorie  nicht 
^  leistet  als  die  Coordinatenroethode  auf  der  Basis  allgemein 
iblicher  Begriffe.  Erwägt  man,  dass  die  auf  die  Erlernung  der 
^loilton'schen  Lehre  verwandte  Mühe  nicht  allein  ganz  unnütz  ist, 
K-adern  auf  den,  der  sich  ihr  unterzieht,  sogar  mancherlei  schäd- 
ige Wirkung  übt,  dass  die  Symbolik  die  klare  Auffassung  erschwert, 
h  doppelte  Terminologie ,  verschiedene  Benennung  für  Gleiches, 
piche  für  Verschiedenes,  dem  yerständniss  Hindernisse  bereitet,  so 
^  man  es  doch  nur  durch  Unbekanntschaft  mit  der  correcten 
Haadhabong  der  Coordinatenrechnung  von  Seiten  aller  Anhänger  von 
Hiaulton's  Erfindung  erklären ,  dass  sie  derselben  einen  Vorzug  zu- 
<^eiuieD  Auch  wird  diese  Vermutung  schon  dadurch  bestätigt, 
^  keine  ihrer  Schriften  die  Projectionsaddition  erwähnt. 

I  2.  Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  in  voller  Allgemeinheit 
^  Tetraeder  darzustellen,  dessen  Hauptträgheitsaxen  gegeben  sind. 
ÜBter  den  12  Coordinaten^  der  Ecken  vermögen  6  die  Bedin- 
TBgen  (6)  (9)  zu  erfüllen,  während  die  6  übrigen  willküriich  blei- 
^-  Um  die  Symmetrie  soweit  möglich  zu  bewahren,  liegt  es  nahe, 
•  Etken  relativ  zu  den  Axen  als  willkürlich  zu  betrachten ,  die  2 
^em  m  suchen.  Eine  andre  Forderung  indes,  dass  die  Lösung 
^oal,  somit  eindeutig  und  stets  reell  sei,  lässt  sich  damit  nicht 
'«reinen.  Wir  wollen  daher  durch  2  Lösungen  die  verschiedenen 
^oidniugen  einzeln  in  Ausführung  bringen. 

^en  zuerst  x^^  y^^  z^  und  o;,,  y^^  z^  beliebig  gegeben,  und  zur 

^iik&rziiDg 


k, 
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xq  —  «1+«,,    ete.    »1^1 +»8^9  =  ^j    etc.  (10) 

gesetzt.  Eliminirt  man  x^^  ^4,  z^  gemäss  den  Schwerpnnktsgleichncgen 
(6),  so  werden  die  Trägheitsaxengleichungen  (9): 

(y«+y«)(«o+«8)+y«+ys««  =-0 

Noch  einfacher  werden  sie  durch  die  Einführungen 

3:5  «  «o  +  ^«j,    etc.     (xy)  ^  XQy^  +  2s^,    etc.  (12) 

und  lauten  dann: 

(zx)+z^Xs=-0     (  (13) 

(xy)+xsy6=^0     ) 

Daraus  folgt,  dass 

Ä* (y^)(^x)(xy)  (U) 

positiv  sein  muss  um  ein  reelles  Tetraeder  zu  ergehen.  Dies  an- 
genommen hat  man: 

aJo  +  2«s  =  Ä:(y2);    yo+^s -^  ^ '^  M't    «•+2*8  -  Ä  :  (ay)     (15) 

und  zwar  ist  R  mit  gemeinsamem  Doppelvorzeichen  zu  denken,  so 
dass  zweien  Ecken  1,  2  stets  2  Eckenpare  3,  4  entsprechen,  oder 
keins. 

Ein  Uehergang  vom  reellen  zum  imaginären  Tetraeder  kann 
nur  mit  Verschwinden  einer  der  Grössen  (ya),  («a;),  (xy)  eintreten. 
Zufolge  den  Gl  (13)  verschwindet  dann  zugleich  eine  zweite  und 
eine  der  Grössen  x^^  ^5,  z^    Letztere  sei  z^\  dann  hat  man: 

xoZQ+xz  =  0'y    yo«o+y«  =  0;    «o  +  ^sjj  «  0  (16) 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  ergeben,  wofern  nicht  z^^^z^'^O 
(ein  auszuschliessender  Fall,  weil  dann  auch  2,  =:  «^  »  0  würde) : 

a?i  :  ««  —  yi  ••  yi 
d.  h.  eine  Trägheitsaxe  (die  der  z)  geht  durch  eine  Kante  {AiÄi). 

Der  Fall  (yz)  »  (zx)  »  (xy)  «*  0  ist  auszuschliessen ;  hier 
müsste  eine  Kante  durch  den  Schwerpunkt  gehen. 
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Geht  man  nun  Ton  dem  Falle  (16)  ans  and  verschiebt  die  zweite 
Ecke  unendlich  wenig,  indem  man  setzt 

so  vird 

(y«)  =  — 2«tt;    {«»)—  -2Jt* 

To  {xy)  als  endlich  bleibend  zu  betrachten  ist.  Den  Fällen  d  »  0; 
f/0  und  *  ^0;  «  —  0  entspricht  kein  Tetraeder.  Einen  stetigen 

üebergang  Yom  reellen  znm  imaginären  Tetraeder  erhält  man  also 
aar,  wenn  d  nnd  b  zugleich  verschwinden ,  nnd  zwar  mnss  von  da 
u  d  oder  i  sein  Vorzeichen  wechseln,  während  bzhw.  s  oder  d  zu 
sdnem  Vorzeichen  zurückkehrt,  so  dass  niemals  d :  b  auf  beiden 
Seiten  »  ^  :  ^i  werden  kann.  Jetzt  können  S  und  t  beliebig  gross 
f erden  und  geben  für  je  2  Systeme  o^,  y^  die  Entscheidung,  ob 
die  Tetraeder  in  Betreff  der  Realitätsfrage  sich  in  gleichem  oder 
eitgegengesetztem  Falle  befinden. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  für  2  gegebene  Ecken  die  Werte 
^r  Hauptträgheitsmomente  des  Tetraeders  aufstellen.    Es  war 

liso 

Daher  ist  nach  Gl.  (5),  wenn  man  noch  die  Werte  (10)  (12)  (15) 
(14)  einsetzt^ 

l       /x»a2'-£(^W+2«,«,+  3x,»+^^^);    etc.        (18) 

IHe  Addition  je  zweier  der  3  analogen  Gleichungen  ergibt  die  Haupt- 
trägbeitsmomente. 

Zu  bemerken  ist,  dass  die  2  den   2  gegebenen  Ecken  entspre- 
tbenden  Tetraeder  gleichen  Inhalt 


r—  abs. 


«1      *8      i  *5 


:4 


^ben.   Wie  61.  (18)  zeigt,  sind  darum  auch  ihre  Trägheitsmomente 

gieieb. 
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§  3.  Es  sollen  ferner  nach  Aaswahl  von  6  Bestimmnngsstttcken 
die  ührigen  durch  dieselben  rational  bestimmt  werden. 

Die  Schwerpnnktsbedingnngen  erfüllen  wir,  wie  vorher,  durch 
die  vierte  £cke,  gehen  daher  von  den  Gl.  (13)  aus.  Der  ersten  zu- 
folge ist 

.„  +  2,3 --^f^  (19) 

Eliminirt  man  z^  zwischen  der  ersten  und  zweiten,  so  erhält  man 
zwischen  x^^  a;^,  9-3  die  homogene  lineare  Gleichung; 

My6+(y«)aJ6  —  0 

welche  entwickelt  lautot: 

\iy% + Sya)*! + (y«  -  vM  ^i + {(ys — vi  )«i + ivt + Sy»)««}  *i 
— {(3yi + y^)H + (yi  +  ^vM^z  —  0 

Die  dritte  Gl.  (13)  gibt,  gleichfalls  homogen  linear: 

(2yi+yj+y8)aJ2+(yi  +  2y3+y3)  +  (yi  +  y2+2ys)aj3  =  0 

Beide  Gleichungen  zusammen  geben  die  Verhältnisse  der  3  Grössen 
«1,  x^t  3c^j  die  wir  foleendermassen  schreiben  können: 

«^i-§{n«i  +  3^)~yiQ}  j 

«2  -  l{-  Y{3z,  +z^)-  yjQ)        >  (20) 

wo 

2F  —  yi^+yg'+ys^+ysys+ysJ't+yjy«  (20 

Q-yi^~y2^  (22) 

gesetzt  ist,  und  |  willkürlich  bleibt    Nimmt  man  also 

5.   vu   y2i   ysi   «11   «2 

beliebig  an,  so  ergeben  sich  x^,  «s,  x,  aus  den  Gl.  (20),  ^5  aus  Gl. 
(19),  9*4,  y4,  24  aus  den  Gl  (6),  sämtlich  rational ,  mit  der  einen 
Ausnahme 

yi+y2+2ys  —  0 

einem  Falle,  dem  kein  Tetraeder  entspricht. 

Aus  den  obigen  Werten  der  Goordinaten  berechnet  man  nach 
Gl.  (5)  die  Trägheitsmomente.     Es  ergibt  sich:  (23) 


A«ar-  |'g«F{y(32,«+2i!^«8+3V)-Q»} 
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Der  kritische  Fall  (16),  welcher  hei  der  Annahme  von  §  3.  auf- 
tritt hat  auch  hei  rationaler  Lösang  Bedentang  Er  ist  definirt 
dirch  die  2  Gleichnngen: 


«i      Pt         '       *i  1  "I"  ^^ 

Ibsen  zafolge  werden  die  Gl.  (13): 

(|2)«0;     («r)-0;     («y)  -  (3+2«  +  3a«)ar,y,  -  —  ^rgys 

Die  ersten  beiden  gehen: 

die  letzte  läset  sich  spalten  in 

3+2«+3a« 

^5— ß a*i;   ys  — —  pyi 

Dum  wird 

^^3-|-2«+3tt«       I+«      ys  l  +  «  +  P 

'i  2/J  2    '     yi  ""  2 

«8        1  —  « 


(24) 


«1        l  +  3a 
U         3-f2a+3tt»       1+a      y^  1  +  a  — /J 


(26) 


r 


1 


2^  2     '     y, 

«4  1  —  « 


«,        1+3« 

I)ie  innahme  (24)  hildet  insofern  einen  Grenzfall,  als  hei  nnver- 
Nerten  y^  :  yj  und  z^  :  24  sich  x^  :  Xj  nicht  ändern  kann,  ohne  dass 
^ft  Widerspruch  entsteht.  Das  heisst:  „Für  jode  Lage  der  ersten 
^e  gibt  es  eine  unhegrenzte,  stetige  Folge  von  Wertparen  zweier 
Coordinaten  der  zweiten  Ecken,  deren  jedes  nur  einem  einzigen 
Werte  der  dritten  Goordinate  entspricht.  Dieser  Wert  ist  immer 
^n  ond  kann  auch  keine  imaginäre  Veränderung  erleiden.^^ 

Die  Trägheitsmomente  sind   iu   dem  i^  Hede  stehenden  Falle 
^nmt  durch 
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y*^'3^  -  £  (3  +  2«+3a«+  /?%•  \  (26) 


_  r3+2c+3c«    , 
5      (l  +  3a)»     ** 


Bei  Einführung  des  Grenzfalles  durch  61.  (24)  ist  die  z  Ale 
durch  die  Kante  A^A^  gelegt  worden.  Legte  man  sie  durch  eine 
andre  Kante,  so  wäre  möglicherweise  die  gegebene  Ecke  eine  andre. 
Da  aber  diese  willkürlich  bleibt,  so  wird  das  System  der  Tetraeder 
nicht  erweitert.  Setzt  man  statt  der  z  Axe  die  x  oder  y  Axe,  so 
wird  nur  die  Lage  des  Tetraeders  verändert.  Folglich  stellen  un- 
sere Formeln  schon  das  vollständige  System  dar,  wenn  «t],  y^^  s^,  a 
^  alle  Werte  von  —  qo  bis  qq  durchlaufen. 
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V. 


Die  allgemeinen  Grundlagen  zweier  Probleme 
aus  der  Unterhaltungs- Arithmetik , 


Von 

V.  SchlegeL 


1.  Die  Wäge- Aufgabe. —Welche  yier  Gewichtstücke  muss 
Ban  besitzen,  um  jede  ganze  Anzahl  von  Gewichtseinheiten  (z.  B. 
Gramm)  von  1  bis  40  damit  abwägen  zu  können?  —  D.  h.  wie 
isst  sich  die  Zahl  40  in  vier  Teile  zerlegen ,  so  dass  jede  ganze 
Zahl  ?on  1  bis  40  als  algebraische  Summe  aus  diesen  Teilen  dar- 
gestellt werden  kann? 

Es  seien  die  Tier  Teile  a,  &,  <;,  d.  Dann  müssen  die  40  Zahlen 
durch  folgende  Combinationen  ausgedrückt  sein,  wobei  a>5>c></ 
^genommen  wird: 

fl   a+Ä  a — b  o-j-fr-j-c  a-f-Ä — c  b'\-c — a  c-f-a— 5  a-|-i-|-c-|-c? 

*   o+c  a — c  ft-f-c-|-c?  d-f-c — d  e-^-d-b  c?+J -c  o-f-^+tf— d 

«  «4-d  a — d  c+d-j-a  c-{-d — a  d-|-a— c  a-|-c — d  o+ft— <?-|-d 

i   h^c  b—e  d+a+b  d+a-b  a+b-'d  b+d-^a  a—b^c+d 

H-d  b—d  —a+b+c+d 

e-fiJ  c — d  a-f^— c — d 

6-j-c — a— d 

M-6+    6     +    4        +4-1-4      +      4        +        8 

-  40 
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Sollte  eine  dieser  Formen  einen  negativen  Wert  liefern,  so 
wQrde  man  alle  in  ihr  enthaltenen  Torzeichen  umkehren. 

Den  grössten  Wert  unter  allen  diesen  Formen  hat  a-f^4~^~W- 
Demnach  muss  sein 

(I)  a+b+c+d^40 

Den  nächstgrössten  Wert  hat  a-|-&-|-e  als  Summe  der  drei  grössten 

Zahlen.    Demnach  ist 

(2)    a+ft+c  =  39 
Aus  (1)  und  (2)  folgt 

(3)    d  =  l 

Hieraus  ergieht  sich  fdr  die  Zahl  38  die  Darstellung 

(4)    a+Ä+c-d  — 38 

Die  nächstgrösste  Zahl  ist  offenbar  a-^-b-^-d^  also 

(5)    a-^b+d  —  37 
Aus  (1)  und  (5)  folgt 

(6)    c  =  3 
Demnach  aus  (2)  und  (6) 

(7)    a+6  =  36 
aus  (7)  und  (3) 

(8)    a+i  — rf=-35 
aus  (5j  und  (6) 

(9)     a  +  6  +  d  —  c«  34 
ans  (7)  und  (6) 

(10)    a+&— c  — 33 
ans  (10)  und  (3) 

(II)  a+d— ö  — d  — 32 

Die  nächstgrösste  Zahl  ist  a-j-c+c/,  also 

(12)    a+e+d^3i 
Aus  (12)  und  (1)  folgt 

(13)    ft«9 
und  aus  (7) 

(14)    a=:27 

» 

Die  vier  gesuchten  Zahlen  sind  also  27,  9,  3,  1. 

Sämtliche  Zerlegungen  der  Zahlen  1—40  sind  durch  folgendes 
Sch3ma  dargestellt,  bei  welchem  in  jeder  Zifferngmppe  das  erste 
Zeichen  durch  den  Wert  von  a,  und  die  folgenden  bzhw.  durch  die 
Werte  von  &,  c,  d  zu  ersetzen  sind.    Die  Null  bedeutet  das  Fehlen 

des  betr.  Buchstabens.    Das  Zeichen  1  sagt  aus,  dass  der  betr.  Wert 
das  Vorzeichen  —  hat 
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1111=40  1110-33  10Ö1-26  1111=20  0111=13  0110=6 

1110=39  1111«32  1011-25  1101-19  0110-12  0iri=5 

llli-38  1011==31  1010«24  1100=18  OllT-11  0011«4 

I101«37  1010-30  10ri=23  llOl-l?  0101-10  0010-3 

1100-36  1011-29  1111-22  1111=16  0100-  9  0011-2 

1101=35  1001=28  1110-21  iri0«15  OlOl-  8  0001-1 

llil«34  1000-27  irri-14  0111=  7 

Es  ist  leicht,  ein  mechanisches  Gesetz  za  erkennen,  nach  welchem 
kse  Formen  aus  einander  gebildet  sind.  Auch  sieht  man ,  dass 
£eselben  den  Anfang  eines  triadischen  Zahlsystems  bilden. 

Was  nnn  die  am  Eingang  erwähnte  Aufgabe  betrifft,  so  wird 
das  Wägen  einer  beliebigen  ganzen  Anzahl  von  Gramm,  d.  h.  die 
Hentellnng  jedes  beliebigen  Uebergewichtes  anf  einer  Wageschale 
rnmerhalb  der  festgesetzten  Grenze)  dadurch  bewirkt,  dass  man  die 
alt  1  bezeichneten  Gewichtstücke  nach  Anweisung  obigen  Schemas 

äof  die  eine,  die  mit  1  bezeichneten  auf  die  andere  Wageschale  legt. 

2.  Verallgemeinerung.  —  Analoge  Zerlegungen  wie  für 
üeZahl  40(—  1+3  +  94-27)  giebt  es  für  die  Zahlen  4  —  1+3; 
13  =  1+3+9;  121-1  +  3  +  9  +  27+81  u.  s.  w.  Allgemein 
!iit  der  Satz : 

n 

I.  „Alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  £3^  können  als  algebraische 

0 

Ämmen  der  («+!)  Potenzen  3*,  3*,  . . .  3*  dargestellt  werden, 
iwobei  keine  dieser  Potenzen  mehr  als  einmal  in  jeder  Summe  ent- 
•Mten  ist.^' 

Ebenso: 

n 

II.  „Alle  ganzen  Zahlen  von   1  bis    £2^  können  als  absolute 

*3tmiiicn  der  (n+1)  Potenzen  2\  2',  ...  2»«  dargestellt  werden, 
rVobei  keine  dieser  Potenzen  mehr  als  einmal  in  jeder  Summe 
^(halten  ist.*^ 

Man  erhält  z.  B.  aus  dem  obigen  Schema  die  Darstellungen 
^€r  Zahlen  yon  1  bis  15  durch  Potenzen  von  2,  indem   man  alle 

Fonaeo  weglässt,  die  das  Zeichen  1  enthalten,  und  im  übrigen 
«-8,   d  —  4,c  —  2,  d  =  l  setzt. 
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Aensserlich  betrachtet  gelingt  die  Darstellung  aller  jener  Zahlen 
als  Potenzsammen  von   2   mittelst  zweier  Zeichen    (0  und  1),    als 

Potenzsammen  von  3  mittelst  dreier  Zeichen  (0,  1,  1).  Es  treten 
also  als  Coefficienten  der  Potenzen  von  2  (im  ersten  Falle)  die 
Zahlen  1  and  0,  als  Coefficienten  der  Potenzen  von  3  (im  zweiten 
Falle)  die  Zahlen  1,  0,  —1  aaf. 

Bildet  man  weiter  nach  dem  im  oben  aafgestellten  Schema  er- 
kannten Gesetze  die  Variationen  zar  vierten  Classe  ans  vier  Zeichen, 

indem  man  das  Zeichen  2  für   ~2   hinzufügt,    so   ist  die   Anzahl 

dieser  Formen  gleich 

1  +  4+16+64-85 

und  es  gehen  in  der  Tat  alle  Zahlen  von  1  bis  85  daraas  hervor. 
Man  braucht  zu  diesem  Zweck  nur  in  jeder  der  folgenden  21  Haupt- 
formen 

1111     1101     IUI     1121     1011     1001     lOfl 

1021     Uli     1101     Uli     1121     1211     1201 

1211     1221     Olli    0101     Olli     0121     0011 

das  letzte  Zeichen  rechts  der  Reihe  nach  noch  durch  0,  1,  2  zu 
ersetzen,  und  am  Ende  die  Hauptform 

0001 

hinzuzufügen,  aus  der  nichts  mehr  zu  bilden  ist.  Im  Uebrigen  ist 
a  —  64,  ft  —  16,  c  =  4,  d  =  1  zu  setzen. 

Hieraus  ergicbt  sich  durch  Analogieschluss  folgendes  allgemeine 
Gesetz  über  die  Darstellung  aller  ganzen  Zahlen  als  Potenzsummen : 

n 

in.    „Alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  £k^  können  als  Yielfachen- 

r-0 
„Summen  der  (n+1)  Potenzen  k^^  **,  äj*.  ,  .  .  äj*  dargestellt  werden, 
„wobei  keine  andern  Coefßcienten  zur  Verwendung  kommen,   als  1, 
„0,  —1,  —2,  ...  —  (ifc— 2),  deren  Anzahl  gleich  k  ist." 

Für  /k  «-  1  erhält  man  hieraus  die  einfachste  Darstellung  einer 
ganzen  Zahl,  nämlich  als  Summe  von  Einheiten ;  für  A;  =  2  und  3 
die  Gesetze  II.  und  I. 

In  dem  Gesetze  IH.  kann  statt  der  k  Coefficienten  l,  0,...— (A:— 2) 
jede  ununterbrochene  Reihe  von  k  auf  einander  folgenden  ganzen 
Zahlen  eintreten,  vorausgesetzt,  dass  unter  diesen  Zahlen  auch  die 
Null  ist.  —  Ist  a  die  grösste  dieser  Zahlen ,  so  erweitert  sich  i  die 
Reihe  der  durch  das  Gesetz  III.  darstellbaren  Zahlen  bis  zur  Grenze 
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I  IK   Denn   die    girösste  dieser  Zahlen  ist  dann  durch  eine  Form 

gestellt,  welclie  slus  lauter  Elemeuten  a  (statt  1)  besteht,  also 
'ienbar  den  a-faclieTi    Wert  der  vorigen  hat. 

Man  erhalt    &lso    folgendes  noch  allgemeinere  Gesetz: 

IV.    ,,AlIe   gSLQzen    Zahlen    von  1   bis    a  .  ^ky  können  als  Viel- 

0 

-Ächensummen  d.er  (w  + 1)  Potenzen  A:®,  ä:*  .  .  .  k**  dargestellt  wer- 
.dtn,  wobei  keine  srndem  Coefficienteo  zur  Verwendung  kommen  als 
Jjüeder  der   Reibe 

a,     a — 1,       CL  —  2,       ...     1,     0,     — 1,     ...     — {k — a  —  1) 

.imd  wobei  a   eine    ganze  Zahl  aus  der  Reihe 

1,  2,  ...  (ik— 1) 


^em  mnsa 


fcC 


Für  den  "Wert     a  =  t  — 1  erhält  die  Coefficiontenreihe  die  Form 

k— 1,  1c  —  2,  .  .  .  O,  und  enthält  somit  keine  negativen  Glieder.    Das 

Gesetz  IV.  enthält  in  diesem  Falle  die  Darstellung  einer  Zahl  durch 

evD  Zahlsystem    mit    der  Grundzahl    Ä:,  also  für    Ar  «  10    durch  das 

gewohnliclie  dekadische  System. 

Da  ferner  jetzt  sämtliche  Variationsformen  aus  k  Elementen  zur 

Classe  (n^-*  1)7  ausgenommen  die  aus  lauter  Nullen  bestehende  Form, 

z«r  Verwendung  kommen,  und  da  die  Anzahl  dieser  Formen  gleich 

4er  Anzahl    der    darstellbaren    Zahlen  ist,    so  erhält  man  nebenbei 

Boch  die  bekannte  Form.el: 

(k  —  l)2:k^  —  ifc»»+i  — 1 

0 

oder 

n  in+l  ^  1 

0  k  —  1 

Anf  die  Aufgabe,  eine  gegebene  Zahl  als  Potenzsumme  einer 
Segebeoen  Grundzahl  darzustellen,  wobei  noch  über  die  Coefficionten- 
reihe innerhalb  des  oben  bestimmten  Spielraums  verfügt  werden 
kann,  sei  an  dieser  Stelle  nur  aufmerksam  gemacht. 

3.  Zauberkarten.  —  Nach  dem  Satze  IL  der  vorigen  Nr. 
köitoen  alle  ganze  Zahlen  als  absolute  Summen  von  Potenzen  der 
Zahl  2,  und  zwar  ohne  andere  Coefficieuten  als  1  dargestellt  werden. 
£ine  solche  Darstellung  sei 

(15)     a^2P-\-29+2r  +  ..  . 

4.  M*tb.  «•  P^7**    2.  Knh;  T.  XI.  7 
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wobei  ;?,  9,  r,  .  .  . .  lauter  verschiedene  ganze  Zahlen  siod,  unter 
denen  auch  eine  gleich  null  sein  kann.  Durch  Division  mit  einem 
dieser  Summanden,  z.  B.  2p,  ergiebt  sich: 

(16)    2"  -  l+2«-P+2'-P+  . . .  +  5 

WO  R  die  Summe  alier  derjenigen  Glieder  ist,  deren  Exponenten 
<;>  sind. 

Der  ganzzahlige  Teil  des  Quotienten  ist  also  stets  eine  ungerade 
Zahl.  Bezeichnet  man  dieselbe  mit  (2n'\-l)^  so  kann  statt  (16) 
geschrieben  werden 

(17)       a=r2p(2fl  +  l)  +  Ä 

wobei  72  <  2f  ist.  —  In  analoger  Weise  kann  a  unter  den  Formen 

a»29(2n,  +  l)+7?i         (^i  <  2«) 
(18)     /  a  =  2»-(27jsj  +  l)  +  Ä,         (Ä,  <  20 


dargestellt  werden. 

Hätte  man  dagegen  a  durch  eine  Potenz  von  2  dividirt,  die  in 
der  Darstellung  (15)  nicht  enthalten  ist,  z.  B.  2^,  so  wdrde  man  er- 
halten haben: 

(19)    \,  ^  2P-  +  2«-  +  2''-+  ...  +1^ 

d.  h.  der  ganzzahiige  Teil  des  Quotienten  würde  eine   gerade  Zahl 
sein.  — 

Schreibt  man  nun  auf  einer  Karte  alle  Zahlen  von  der  Form 

20(2n  +  l)  +  Ä        (Ä  — 0) 

bis  zu  einer  bestimmten  Grenze,   z.  B.  100  auf,   auf  einer  zweiten 
alle  Zahlen  von  der  Form 

2»(2n+l)+Ä        (Ä  =  0,  1) 

auf  einer  dritten  alle  Zahlen  von  der  Form 

22(2n  +  l)  +  Ä        (72  =  0,  1,  2,  3) 

u.  8.  w.,  80  wird  nach  den  Formeln  (17)  und  (18)  die  Zahl  a  sich 
ausschliesslich,  aber  auch  zuverlässig  auf  denjenigen  Karten  befinden, 
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die  mit  2^,  29,  2*"  .  .  .  gebildet  sIdcL.  Die  ersten  Zahlen  auf  diesen 
Karten  sind  aber  (für  die  Werte  n  =  0,  iJ  «  0)  bzhw.  2p,  2^,  2»^ . . . 
selbst  Und  da  die  Summe  dieser  Zahlen  (nach  (15))  a  ist,  so  kann 
man  die  Zahl  a  sofort  angeben,  sobald  man  nur  weiss,  auf  welchen 
Karten  sie  zu  finden  ist. 


Für  die  obere  Grenze  1(X)  sind  folgende  Tabellen  bzhw,  Karten 
erforderlich : 


1)  ( 

;n+i)+o 

2) 
2 

2(2n+l)+0, 
3   6   7 

1 

1 

3 

5 

7 

9 

10 

11 

13 

15 

17 

19 

11 

14 

15 

18. 

19 

21 

23 

25 

27 

29 

22 

23 

26 

27 

30 

31 

33 

35 

37 

39 

31 

34 

35 

38 

39 

41 

43 

45 

47 

49 

42 

43 

46 

47 

50 

51 

53 

55 

57 

59 

51 

54 

55 

58 

59 

61 

63 

65 

67 

69 

62 

63 

66 

67 

70 

71 

73 

75 

77 

79 

71 

74 

75 

78 

79 

81 

83 

85 

87 

89 

82 

83 

86 

87 

90 

91 

93 

95 

97 

99 

•  •- 

91 

94 

95 

98 

99 

3) 

4(2n+l)+0,. 

.3 

4) 

8(2n+l)-|-0, .. 

.7 

4 

5 

6 

7 

12 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

20 

21 

13 

14 

15 

24 

25 

22 

23 

28 

29 

30 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

36 

37 

38 

39 

31 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

52 

44 

45 

46 

47 

56 

53 

54 

55 

60 

61 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

68 

69 

70 

62 

63 

72 

73 

74 

71 

76 

77 

78 

79 

75 

76 

77 

78 

79 

84 

85 

86 

87 

92 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

93 

94 

95 

5) 

16(2n+l)-|-0,. 

..15 

6) 

32(2n+l)-|-0,. 

.81 

16 

17 

18 

19 

20 

32 

33 

34 

35 

36 

21 

22 

23 

24 

25 

37 

38 

39 

40 

41 

26 

27 

28 

29 

30 

42 

43 

44 

45 

46 

31 

48 

49 

50 

51 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

80 

81 

82 

62 

63 

96 

97 

98 

83 

84 

85 

86 

87 

99 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

lOO       Schlegel:  Die  aUgemeintn  Grundlagen  zweier  Probleme  ttc. 

7)    64(2n+l)-}-0, -63 

64  65  66  67  68 

69  70  71  72  73 

74  75  76  77  78 

79  80  81  82  83 

84  85  86  87  88 

89  90  91  92  93 

94  95  96  97  98 
99 

WeiBS  man  z.  B.  von  einer  Zahl,  dass  sie  aaf  der  2.,  3..  4.  and 
7.  Karte  steht,  so  findet  man 

2+4+8+64  =-78 

velches  in  der  Tat  die  verlangte  Zahl  ist 

Hagen  i./W.,  Juni  1891. 
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VI. 


Corven  von  constanter  Krümmung,  Torsion, 
Totalkrümmung    und    Krümmungsverhältniss. 

Von 

R.  Hoppe. 

§  1.    Erklärungen. 

Die  RichtangscoBinns  der  Tangente  einer  Curve  «  seien  /,  ^,  A, 
die  der  Binormale  2,  m,  n,  der  Erümmnngswinkel  r,  der  Torsions- 
vinkel  d-^  der  Torsionsbogen  <t,  die  Krttmmnngsbreite  A,  ein  Strich 
bezeichne  die  Differentiation  nach  r;  dann  sind  r,  &,  <t,  X  definirt 
doreh 

tg  1  —  -g-  ;    3t  =  30  cos  X ;     3^  —  3tf  sin  l 

3t       1 
Ist  non  die  Krümmung  k-  =  -   constant,  so  sind  die  Gleichungen 

OS  Q 

der  Cure: 


=  qJ  /3t;    y  —  Qj   9^\     «  —  9  J 


hdt  (1) 
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/Da 
K-  constant,  so  sind  sie: 

'^'uff^-^    y-l/i^a^;    ^-^/*8*  (2) 

Ist  die  Totalkrümmnng  -^  constant,  so  sind  sie: 


=  %ffS<f;     V-%fsS«;     '  =  %fhd6 


(3) 


Ist  das  Erümmnngsverhältniss  k-  ,  mithin  auch  die  Erammungsbreite 

k  constant,  so  hat  man: 

T  =  tfcosil;    ^=:tfsin^  (4) 

wo  die  Constanten  Addenden  der  dnrch  ihre  Differentiale  definirten 
Grössen  r,  ^,  a  als  selbstverständlich  weggelassen  sind.  In  diesem 
Falle  zeigen  sogleich  die  Gl.  (4)  die  bekannte  Cnrvenclasse  an, 
welche  sich  als  Gurven  constanter  Steigung  (bezüglich  auf  eine  feste 
Horizontalebene)  charakterisirt  *)  (sonst  auch  Helix  genannt).  Aach 
deren  Coordinatenwerte  sind  bekannt. 

Hiernech  bietet  die  allgemeine  Darstellung  einer  Curve,  für 
welche  eins  der  4  genannten  Elemente  constant  ist,  kein  Problem. 
Sollen  2  derselben  constant  sein,  in  welchem  Falle  offenbar  alle 
constant  sind,  so 'genügt  allein  die  Schraubenlinie. 

Wol  aber  können  Probleme  entstehen,  wenn  weitere  Bedingungen 
hinzugefügt  werden.  Wir  wollen  deren  nur  2  in  Betracht  ziehen. 
Man  kann  1)  auf  gegebener  Fläche  die  Linien  von  den  genannten 
Eigenschaften  suchen,  2)  unter  den  unendlich  vielen  Curven  von 
jenen  Eigenschaften  die  algebraischen,  (circularen  oder  logarithmi- 
scheu)  aussondern.  Beide  Probleme  nehme  ich  nur  speciell  in  An- 
griff und  berühre  das  erstere  nur,  sofern  das  letztere  indirect  zu 
einzelnen  Lösungen  des  erstem  führt. 

§2.    Allgemeine   Bemerkungen  und  Transformationen. 
In  meiner  analytischen  Curventheorie  *^)  habe  ich  gezeigt,  dass 


♦)  Giuncrt  Arch.   1.  Reihe  T.  LVI.  S.  65     —    Hoppe,    Lehrb.    d.  anal. 
Geom.  S.  71. 

**)  Lehrb.  d.  anal.  Gconi.  I.  Teil,  §  54.  S.  60.  —  Grunert  Arch.  I.  Reihe, 
T.  LVL  S.  57. 
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k  dntersachang  der  nicht  ebenen  Cnrven  and  der  sie  betreffenden 
Probleme  wesentlich  vereinfacht  wird  durch  anfängliche  Elimination 
^  Bogens,  d.  i.  der  einzigen  mit  Lineardimensionen  behafteten  Be- 
itimjBnDgsgrösse.  £ine  nicht  ebene  Curvc  wird  (mit  Absehen  von 
liirer  Lage  im  Raame)  dnrch  2  Functionen  bestimmt.  Der  Bogen 
Tertrittt  eine  dieser  Functionen.  Nach  seiner  Elimination  erhält 
na  isolirt  eine  dimensionslose  Curventheorie  (die  Theorie  der  Rich- 
tugen)  welche  es  nur  mit  einer  bestimmenden  Function  zu  tun  hat. 

Die  Natur  der  in  §  1.  betrachteten  Curven  gibt  offenbar  diese 
Methode  an  die  Hand.  Bei  den  Curven  (1)  (2)  (3)  hat  der  Bogen 
SIT  Eioflnss  auf  je  einen  gemeinsamen  constanten  Factor  von  x^ 
;.2.  Es  ergibt  sich  sofort  der  Satz: 

„Alle  dimensionslos  gleichbestimmten  Curven  von  constanter 
irfimmuiig,  Torsion  oder  Totalkrümmung  sind  einander  ähnlich.'^ 

Bei  den  Curven  von  constantem  Krümroungsverhältniss  findet 
^Gegenteil  statt:  hier  ist  die  dimensionslose  Bestimmung  schon  im 
mos  als  einzige  gegeben,  und  die  Verschiedenheit  der  Curve  hängt 
ilieiQ  TOQ  der  hinzutretenden  Function  s  ab. 

Die  Grössen  /;  g^  h  stellen  sich  gewöhnlich  in  der  Form  dar: 

^0  sind  ^1,  Qi^  Aj  beliebig  und 

Nimmt  man  nun  k  zur  Unabhängigen,  so  wird 

^>a*  T^  •  •  •  ~ *»    \dk}^  ••■     '  ^ 


(: 


m'+--^ 


^  man  findet : 
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(day    ^     (\  ,  dp  y 
\dkj  "p«     \k'^  pdV 

/d&y     8g^ -  8t«     f  _  p«+i  _  ^8p  _  (Bp  y 

\dk)    ^  '     dk^       ^  p'2  ^«  j^-Qjc        \p  ö;fc j 

Die  in  (1)  (2)  (3)  zu  iDtegrirenden  Grössen  enthalten  nach  Sub- 
stitution dieser  Werte,  wie  schon  ursprünglich,  2  irrationale  Fac- 
toren;  k  ist  gemeinsam,  p  ist  nur  in  dr  als  Quadratwurzel,  in  da 
und  dd"  im  rationalen  p^  vorhanden  Die  Quadratwurzel  k  kann  man 
durch  die  Substitution 

^«i(««  +  /J«  +  y«+l) 
rational  machen;  dann  ergibt  sich: 

2k{da^ + a/j« + ay*)  -  (^  a«  - « a|3 + ay)« 


p«+i 


a^» 


§  3.    Specielle  Lösungen  der  4  Aufgaben. 

Stehen  t  und  ^  in  linearer  Relation,  so  ist  zugleich  mit  der 
Krümmung  auch  die  Torsion  constant,  und  keine  der  3  ersten  Auf- 
gaben gewinnt  ein  neues  Resultat. 

Dagegen  bietet  die  Relation 

für  sämtliche  leicht  ausführbare  Integrationen. 
Hier  hat  man  nämlich :  *) 


/  -= sin  iL ;    <7  —  cos  iL  cos  aX-\--  sin  A  sin  aX 

h  B.  COS Xsin aA—  -  sin  X  cosaX 

a 


(5) 


*)  Lehrb,  d.  anal.  G.  I.  Teil.     §  60.     Gl.  (53)  S.  73.    —    GruD.  Arch. 
1.  Reibe,  T.  LVI.  S.  67.  Gl.  (41). 
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Dies  in  die  Gl.  (1)  eingeführt  gibt  nach  vollzogener  Integration 
'Ä  eine  Oirve  constanter  Krümmung : 

:=^''—  8inU  (6) 


_  P 


~iZ.T  ^t  ^^* '^"  ^^  c^s*^  ~  3]  s^^  flf A  —  3a  sin  A  cos  A  cos  aX] 


"       T_  jT  ^  ""  ^**  "t"  ^^  ^os^'^]  ^<^8  aA  —  3a  sin  i  cos  A  sin  aX\ 


a  a* 


Durch  Elimination  von  X  ergibt  sich  hieraus: 

^^^"^        a«-4r  4a     V  4(a»-4)« 


(7) 


I^  Ansdrfieke  sind  nicht  anwendbar  auf  den  Fall   a  =  2.    Hier 
:idet  man: 

»  =  }(» sinU 


V3 

y=  -g-p{8inAcosA(5— 2sin*A)  +  3A} 

;?  =  —  "^2^  {9  —  24  sin'A + 8  sinn} 
üid  nach  Elimination  von  sin  A : 

/       9    V_i   3V3  81    , 


(8) 


(9) 


I^ninach  liegt  die  Cnrve  f ür  a  >  2  auf  einem  einschaligen  Rota- 
^ODsbyperboloid,  für  1  <  a  <  2  auf  einem  Rotationsellipsoid,  für 
3  =  2  auf  einem  parabolischen  Cylinder.  Auf  positive  a  beschränken 
^nns,  weil  die  negativen  nur  dieselben  Figuren  ergeben.  Damit 
^  Gebilde  reell  sind,  muss  a  >  1  sein. 

Wächst  a  von  2  bis  od,  so  nimmt  das  Axenverhältniss  des  Hy- 
P^loids  von  oo  bis  0  ab ;  daher  sind  die  Gl.  (6)  auf  jedes  ein- 
slttlige  Rotationshyperboloid  anwendbar.  Im  Intervall  1  <  «  <C  2 
'm^ü  hat  der  Cocfficient  von  z^  in  Gl.  (2)  ein  Minimum  bei 
^"»V2,  Dftmlicb  4.    Demnach  sind  nur   abgeplattete   Rotations- 
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ellipsoide  vertreten  mit  Axenverbältniss   ^  2.      Umgekehrt    geben 

die  61.  (6)  auf  jedem  einschaligen  Rotationshyperboloid  1  con- 
stant  gekrümmte  Cnrvp,  auf  jedem  abgeplattetem  Rotationsellipsoid 
mit  Axenverhältniss  >  2  hingegen  2  verschiedene,  und  zwar  ent- 
sprechend zwei  Werten  a  und  a,,  wo 

wenn  x  das  Axenverhältniss  bezeichnet.  Ebenso  geben  die  Gl.  (8) 
1  constant  gekrümmte  Cnrve  auf  dem  parabolischen  Cylinder,  dessen 
Parameter 

"~     8 


ist  Jede  der  Curven  (6)  vertritt  einen  Cyklns,  die  Curve  (8)  eine 
unbegrenzte  Schar  von  Curven,  indem  jeder  Punkt  {xpz)  der  erstem 
sich  längs  des  Parallelkreises  x  =  const,  jeder  der  letztern  parallel 
der  y  Axe  versohiebeu  lässt,  so  dass  im  ganzen  die  Fläche  ganz 
oder  zumteil  bedeckt  wird.  Ausserdem  entspricht  auch  jeder  Curve 
eine  symmetrische,  die  jedoch  schon  im  System  enthalten  ist 

Die  Curveu  (6)  sind  offenbar  aJgebraisch  für  rationale,  traus- 
ceudent  für  irrationale  a.  Als  einfachste  Beispiele  nehmen  wir  auf 
dem  Hyperboloid  a  ^  3,  auf  dem  EUipsoid  a  »  ]. 

Sei  a  =  3:  dann  wird  die  Curve  (6)  nach  Elimination  von  k 
zwischen  je  2  der  3  üleichuüj;cn  der  gemeinsame  Schnitt  des  Hyper- 
boloids 


.2 


und  der  2  Cylinder  5.  Grades: 


512    „/       3  «V 


"^  225  ^ 


(-!  t) 


3  x*\* 


*'  =  ß<'*0-p+iöp«) 


Der  Curvencyklns  bedeckt  die  Zone  von  «  «=  0  bis  ä  —  ^g.  Die 
symmetrische  Zone  wird  von  den  symmetrischen  Curven  a  —  —  3 
bedeckt. 
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Sei  zweitens  a  ^  f ;  dann  wird  dio  Carve  (6)  nach  Elimination 
<6s  1  der  Schnitt  des  Rotationsellipsoids 

isj  der  Fliehe  7.  Grades 

Jie  Ton  den  CnrTen  bedeckte  Zone  erstreckt  sich  von    «  «  0    bis 

5 
^=^h  li^t  demnach  ganz  zwischen  den  Polen  des  Ellipsoids 


/ll       3,/3\  (     1, 

-Ii2±2|/7J  ^-  (-0,. 


89865  p 
,06521 Q 


5 
3  Obern  Extrem    *  =  7ö  (>  schneidet  die  Tangente  die  z  Äxe,  daher 

^3et  hier  die  Curve  eine  Spitze ;  im  untern  a:  =  0  ist  die  Tangente 

Hffial  zur  z  Axe,  die  Cnrve  berührt  den  Parallelkreis.    Die   snc- 

^ären  Spitzen   stehen    um   einen  Quadranten   des   Parallelkreises 

'»  dnander  ab ,  es  liegen  mithin  4   durch  sie  begrenzte  Bogen  um 

^  Fläche  hemm     Da   das  Curvensystem    nicht   symmetrisch   zur 

11 
LtBe  ^  =•  jo  ^  ^^^y   vielmehr  ganz  auf  deren  negativer  Seite  liegt, 

^j  oass  auf  der  positiven  Seite  ein  symmetrisches  System  zu  ihm 
^'itz  finden. 

Von  besonderem  Interesse  ist  noch  die  Neigung  der  Haupt- 
i'^nnale  gegen  die  Flächennormale  wegen  des  Meusnier*schen  Satzes. 
frWinkel  zwischen  beiden  sei  9.  Die  Richtungscosinus  der  Hanpt- 
^ale  sind  für  beliebige  a  *) 

.  _  1         ,            yä»-!  ,     ,      ,,       Va^-l 
'15      ^   ~ siaoA:     h   =* cosaA 

^^  der  Normale  der  Fläche  (7) 


IG 


4:u  /       2a«+l    \  y 


z 
u 


*)  L«hrb.  d.  an.  G.    I.  Teil.     §.  60.     Gl.  (53)    S.  73.    —    Gran.  Arch, 
^XU  LVL  S.  67.  Gl.  (41). 
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"'  -  4(4=^t{[4«'-(2a»+l)^]»+27(.«} 

Hierans  findet  man  mit  Anwendung  von  Gl.  (7): 

CO80  -  f^p+g'q  +  h^r  -  2  (a^- D  sip^  ~  a«+4 

V{[2(a^-l)8iiiU-(2a«+l)]«-|-27} 
das  ist  für  A  —  0 

cos  ©0  •*•       .  =:::  Hü) 

nnd  für  A  «  R 

cos  6j  —  1 

Bezeichnet  also  ^o  den  Krümmungsradius  des  die  Curve  berührenden 
Normalschnitts  der  Fläche,  so  ist  in  den  Spitzen  qq  =  q-,  von  da  an 
nimmt  qiqq  =  cos  S  beständig  ab  bis  zum  Minimum  (10),  welches 
nur  für  o  =-  +  2  null  werden  kann. 

Für  dieselben  Werte  (5)  von  /",  g,  k  findet  man  die  Gleichungen 
der  Curve  von  constanter  Torsion  -  —  ^- : 

9i  o»— 1 
«  —  2    ~~^ — (A  —  sin  A  cos  il)  (11) 


y  -  l    ^t_^  {(a«+2  — 3a>8in«;i)cosaA 


+  o  (a*  -f-  2)  sin  A  cos  A  sin  ak\ 

Q  i/ä^  —  i 
*  ^  a    g«-4   Kfl*  +  2~3a2sin«l)sinaA 

—  a  (o*  -f-  2)  sin  A  cos  A  sin  aA} 

Für  rationale  a  liegt  sie  auf  algebraischem  Cylinder.  Für  o  —  2 
werden  die  Gleichungen: 

^  "^  JPi  (^  —  sin  Acos  A) 

V3 
«  =-  -4-  Pi  siii^A  (2  —  sin*A)  f  ^jg) 

V^3     , 
2=  -g-^i{3A— sin  Acos  A  (3-2  sin*A)} 

Die  durch  Elimination  von  A  und  sin  A  daraus  hervergehende  Gleichung 
des  Cylinders,  auf  dem  sie  liegt,  ist  vom  4.  Grade  zwischen  y*  und 
(ySa;  — 2z)^    Setzt  man  zur  Abktürzung 
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..2  1 

^  kotet  sie : 

dlisstsich  schreiben: 

Tid  ilso  Dor  fflr 

'n'  >  2^* 

uao  aber  stets   innerhalb  leicht  za  erkennender  Interralle  der  ^^ 

Aus  den  Werten  (5)  von  /;  g,  h  ergeben  sich  ferner  die  Glei- 
^Mgen  der  Cnrve   constanter  Totalkrümmnng  -  =  ^,  nämlich: 

j«-^ cosÄ  (13) 

f=  ■      '      -  {(a*-|- 1) cos  il sin aA—-?a sin  A cos  aAl 

fly(a«— 1) 

p* 

1= {(o*4"l)  cos  A  cos  aA-f-2asjn  A  sinaA} 

ay(a*  —1) 

^  liegt  anf  dem  einschaligen  Rotationshyperboloid : 

(a*  - 1)  (y*+ «*)  -  fl5«  =  4^,«  (14) 

3ad  ist  algebraisch  fOüc  rationale  o.    Für   a  -»  3   z.  B.  wird  sie  ge- 
lädet  durch  den  Schnitt  des  Cylinders  4.  Grades: 

27a:*  -  Ö12p,«(p,  -  V22)  (15) 

Soll  endlich  das  Erümmnngsverhältniss  tgA  <^  ^     constant   sein, 
»  and  die  Werte 

/'»-sinA;    ^»cosAcostf;    A— cosAsintf 

M  Functionen  yon  tf  allein  schon  im  voraus  bekannt  *),  and  fttr  jede 
Function  s  von  a  sind 


*)Lebrb.  d.  an    G.     I.  Teil.     |    59.    Gl.  (45)  S,  71.    —    Gran.    Arch« 
^  B«h«,  T.  LVI.  S.  66.  GL  (38). 
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*J  /8*;    y  =  /  ^S«;     z  =  / 


hds 


die  Gleichungen  der  Curve.    Diese  sind  algebraisch,  wenn 

gesetzt  wird,  wo  die  C  und  ß  beliebig  constant,  die  «  beliebig  ra- 
tional constant,  aber  nicht  •=«  0  oder  ==  ±  1  sind,  und  E  die  Summe 
beliebig  vieler  solcher  Terrae  bezeichnet.  Die  Gleichungen  der  Gurre 
werden : 

X  =  sinA2?Csin(aa-f-l3) 

Q 

y  '^  cosX  2  ^^2^{acosösin(a(j  +  j8)—  8inacos(«a-f  |5)} 
«  =-  cosA  2 -g^  {a sin <y sin (a(j  +  /5)-}- cos a cos («a -{-/?)} 


Ist  z   B. 


g  —  g8m2a 


so  findet  man  durch  Elimination  von  a 

4  1 

y-^-z^  -  öÄ^cot^A  =-  ö^*cos*A 

cos^A  ' 

Die  Curve  liegt  also  auf  einem  einschaligen  Rotationshyperboloid 
und  wird  gebildet  durch  den  Schnitt  einer  kubischen  Fläche  erzeugt 
von  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Axen  bei  unveränderter 
Richtung  normal  zur  x  Axe  in  kubischer  Relation  zu  den  ^  variiren. 


§  4.    Allgemeine  Bemerkungen. 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  P  einer  Fläche  F  eine  Kürzeste 
und  eine  andre  Curve  s  auf  l' ,  welche  beide  sich  in  F  berühren, 
und  ist  &  der  Winkel  zwischen  den  Schmiegungsebenen  beider 
Curven,  sind  ferner  qq  und  e  i^re  Krümmungsradien  in  P^  so  ist 
bekanntlich 

Q  '^^  QqCOsS  (17) 


TorsioHy   TotaÜcrümtnung  und  KrümmungtverHaUnisit.  Wl 

Sd  Don  p  für  jeden  Punkt  von  s  gegeben.  Nimmt  man  auf  der 
lu^Qte  in  P  ein  unendlich  kleines  Stück  PP'  an,  so  ist  durch 
^  Tangente  die  Kürzeste  in  unbegrenzter  Ausdehnung,  durch  diese 
V  bierdoreb  nach  Gl.  ( 1 7)  cos  6,  mithin  zweideutig  6  bestimmt. 
^  man  indes  Stetigkeit  der  P'läche  in  genügend  hoher  Ordnung 
^ms,  so  behält  6  sein  Vorzeichen  solange,  als  es  nicht  ver- 
s^fiodet,  und  wird  durch  dessen  Wahl  eindeutig  Durch  6  ist 
Jsn  die  Schmiegungsebene  in  P  und  durch  deren  Schnitt  mit  der 
Hiche  ein  dritter  Punkt  P"  von  s  in  gewähltem  unendlich  kleinem 
Afetend  Ton  P  bestimmt  Mit  den  Punkten  P\  P"  kann  man 
ffiBiso  verfahren,  wie  mit  P,  P' ;  man  erhält  einen  neuen  Curven- 
lickt  and  so  fort.  Ausserdem  ergeben  sich  auch  alle  Curvenpunkte 
il!  Ccineidenzpnnkte  der  Schmiegungsebene. 

Verschwindet  einmal  6,  so  kann  es  sein  Vorzeichen  wechseln, 
iffi-i  die  Curve  findet  eine  Fortsetzung  auf  der  andern  Seite  der  Kür- 
zen; aber  nur  sofern  q  als  Function  von  8  seine  Werte  zurück- 
wirthlänft.  Wächst  q  über  pQ  hinaus,  so  kann  sich  die  Curvo  in 
j^r  erreichten  Richtung  nicht  fortsetzen.  Der  Punkt  ^  =  po  i^^  ^^ 
^meinen  ein  Rückkehrpuukt. 

Tom  Vorstehenden  machen  wir  Anwendung  auf  den  Fall,  wo  q 
^istant  ist     Es  hat  sich  der  Satz  ergeben : 

^of  jeder  bis  zu  2.  Ordnung  stetigen  Fläche  gehen  durch  jeden 
>^imkt  in  jeder  Anfangsrichtung  2  Curven  von  gegebener  constanter 
^Krommang,  soweit  der  Krümmungsradius  des  berührenden  Normal- 
•^luiitts  nicht  kleiner  als  der  gegebene  Krümmungsradius  ist.  Die 
^QDkte,  in  welchen  beide  gleich  werden,  sind  im  allgemeinen  Rück- 
^hrpunkte.'^ 

)il)as  ganze  constant  und  gleich  gekrümmte  Liniensystem  auf 
•^ioer  Fläche  teilt  sich  in  '2  Systeme,  die  durch  positives  und  nega- 
•^ves  %  unterschieden  sind.  In  jedem  Punkte  und  von  da  aus  in 
^^r  Anfangsrichtung  berührt  sich  eine  und  nur  eine  Curve  des 
^inen  und  andern  Teilsystems." 

Vergleicht  man  hiermit  die  in  §  3  gegebenen  Beispiele  constant 
^^krtbiinter  Linien  auf  Rotationshyperboloiden  und  Rotationsellip- 
^-'to,  80  zeigt  sich,  dass  die  gefundenen  Curven  bloss  speciell  aus- 
'^^eichnete  aus  dem  System  darstellen.  Zunächst  ist  mit  der  be- 
söadern  Fläche  auch  der  Wert  von  q  individuell  gegeben.  Ausserdem 
l«tien  auch  von  jedem  Punkte  nur  in  zwei  Richtungen  Curven.  Alle 
^%ii  Curven  des  Systems  sind  in  einer  unbekannten  allgemeinern 
f'ttnn  enthalten. 


JJ2  Hoppe:  Curvtn  von  contttanter  Krümmung  etc. 

Gnrven  constanter  Krümmnng  haben  schon  früher  bisweile 
Beachtung  gefanden.  Erst  in  neuester  Zeit  sind  die  Curven  con 
stanter  Torsion  von  Maurice  Pouche  in  Annales  de  Tficole  Normal 
T.  VII  p  835  untersucht  worden.  Es  werden  daselbst  Bedingange 
aufgestellt,  unter  denen  solche  Curven  algebraisch  sind,  namentlic 
der  Satz:  Jeder  sphärischen  Curvo,  deren  Projectionen  auf  di 
Goordinatcnebenen  (überhaupt  auf  eine  willkürliche  Ebene)  alge 
braisch  quadrabel  sind,  entsprechen  unendlich  viele  (ähnliche)  Curvei 
constanter  Torsion  (d.  h  also  eine  solche).  Der  grösste  Teil  de 
Untersuchung  bezieht  sich  auf  complexe  Coordinaten  und  imaginär 
Curven.  Das  Gegenwärtige  ist  darin  (bis  auf  einige  Beobachtungei 
von  §  1.,  die  bei  richtiger  Aufifassung  unmittelbar  bekannt  sind 
hier  jedoch,  verschieden  ausgedrückt,  wesentlich  identisch,  als  Rech 
nungsresultate  erscheinen)  nicht  enthalten. 
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Bereits  eingeführt 


1  der  Thomassehule  in  Leipzigr,  an  den  Gymnasien  za  Eisenberg', 
«tta,  Rostock,  an  den  Realgymnasien  zu  Zittau,  Gotha,  Bostoek, 
ikr  höh.  Handclsschnle  in  Gotha,  an  der  Vorbereitangsschule  zu 
^SchSnsee,  in  Gebrauch  in  Batibor,  Troppan,  Wohlan  etc.  etc. 

ist  das 

liuDgsbuch  zur  Arithmetik  und  Algebra, 

^dialtend  die  Formeln,  Lehrsätze  und  Auflösungsmethoden  in 
^räoadscher  Anordnung  und  eine  grosse  Anzahl   von  Fragen  und 

Aufgaben. 

För  höhere  Lehranstalten  bearbeitet 

von  Dr.  £•  Wrohel,  Gymnasiallehrer. 

1  Pensum  der  Tertia  und  Untersekunda.    2,60  Mark. 

1  Pensom  d.  Oberseknnda  u.  Prima  d.  Gymnasii.    1,40  M. 

Z.  Mit  Anhangs-Pensnm  d.  Obersekunda  und  Prima  höherer  reali- 
stischer Lehranstalten.    2,20  M.    Anhang  apart  0,80  M. 

Ine  Besultate  (zu  I.  1 M.,  zu  IL  1,25  M.,  zum  Anhang  0,60  M.) 
'-?4^  nur  an  die  Herren  Lehrer  direkt  abgegeben. 

iV**  ,Jch  habe  Wrobels  Obungsbuch  sowohl  in  Privat-  als  auch 
im  öffentlichen  Unterricht  erprobt  und  in  jeder  Hinsicht 
als  vorzüglich  geeignet  befonden.  Schwachbegabten 
Schülern  ist  diese  Aufgabensammlung  geradezu 
unentbehrlich^^    Prof.  Dr.  Seh.  in  Tr. 

Rododk.  Wilh.  Werther's  Verlag. 


Lehrbuch  der  Geometrie 

für 

Gymnasien  und  andere  Lehranstalten. 

Von 

C.  Heyer, 

veiL  FrofesBor  und  Prorektor  am  Gyrnnsainm  zu  Potsdam. 

I  Theü:  Planimetrie.    15.  Auflage.  Geh.    1  Mk.  80  Pf. 

n  Theil:  Stereometrie.    6.  Auflage.  Geh.    1  Mk.  50  Pf. 

31  Theil:  Algebraisehe  Geometrie.  Trigonometrie.     4.    Auflage. 
Geb.     1  Mk.  50  Pf. 

Freiexemplare  behnfs  Kinffiliraiis  stehen  gern  zu  Diensten. 
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Bereits  eingeführt 


an  der  Thomassehule  in  Leipzig,  an  den  Gymnasien  zu  Bautzen, 
Chemnitz,  Eisenberg,  Ootha»  Rostock,  an  den  Realgymnasien  za 
Zittau,  Ootha,  Rostock,  an  der  höh.  Handelsschule  in  Gotha,  an 
der  Yorbereitnngsschule  zu  Neu  SehOnsee,  am  Lehrerseminar  zu 
Bautzen,  in  Gebrauch  in  Ratibor,  Troppau,   Wohlan,  Leobschtttz, 

Oldenburg 
ist  das 

Übungsbuch  zur  Arithmetik  und  Algebra, 

enthaltend  die  Formeln,  Lehrsätze  und  Auflösungsmethoden  in 
systematischer  Anordnung  und  eine  grosse  Anzahl    von  Fragen  und 

Aufgaben. 

Für  höhere  Lehranstalten  bearbeitet 

von 

Dr.  E.  Wrobel»  Gymnasiallehrer. 

L  Teil:    Pensum   der  Tertia  und   Untersekunda.    2.  Aufl.    1892. 
2,60  Mk. 

II.  Teil:  Pensum  d.  Obersekunda  u.  Prima  d.  Gymnasii.  1891. 
1,40  M. 

IL  Teil  mit  Anhang.  Pensum  d.  Obersekunda  u.  Prima  höherer 
realistischer  Lehranstalten.  1892.  2,20  M.  Anhang 
apart  0,80  M. 

Die  Resultate  (zu  I.  1 M.,  zu  II.  1,25  M.,  zum  Anhang  0,60  M.) 
werden  nur  an  die  Herren  Lehrer  direkt  abgegeben. 

IMT"  „Ich  habe  Wrobels  Übungsbuch  sowohl  in  Privat-  als  auch 
im  öffentlichen  Unterricht  erprobt  und  in  jeder  Hinsicht 
als  vorzüglich  geeignet  befunden.  Schwachbegabten 
Schülern  ist  diese  Aufgabensammlung  geradezu 
unentbehrlich".    Prof.  Dr.  Seh.  in  Tr. 

Rostock,  Wilh.  Werther's  Verlag. 


Von  dem  Verfasser,  Dr.  Julius  Bergbohm  {Wwn^  Hauptpost 
poste  restante)  sind  die  nachfolgenden  zwei  Schriften  zu  beziehen: 

1)  Neue  Rechnungsmethoden  der  höheren  Mathennatik, 

1891,  Preis  40  Pf. 

2)  Neue  Integrationsmethoden  auf  Grund  der  Potenzial- 

Logarithmal-  und  Numeralrechnung,  1392,  Preis  60  Pf. 

In  der  ersten  Schrift  wird  eine  Anzal  von  neuen  Rechnungs- 
methoden dargestellt,  welche  sich  auf  dem  Gebiet  der  Analysis  des 
Unendlichen  neben  die  Differentialrechnung  stellen,  während  in  der 
zweiten  Schrift  die  neuen  Rechnungsmethoden  auf  einige  Probleme 
der  Integralrechnung  angewendet  werden. 
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vu. 

• 

Xeue  Beleuchtungs-Constructionen  für   Flächen, 
deren  zu  einer  Achse  normale  Schnitte  ähnlich 
und  ähnlich  liegend  sind,    im  allgemeinen  und 
für  Flächen  IL  Grades  im  besonderen. 

Von 

Jo8ef  Bazala, 

Professor  a.  d.  k.  k.  StaaU-Oberrealgehole  in  BielitE. 


I. 

Spthetiscbe  Ableitung  des  Tangential-  und  des 

Normalbüschels. 


§.  1. 

Durch  die  auf  der  horizontalen  Projectionsebene 
Bormal  stehende  Gerade  A  [Taf.  m.  Fig.  1]  sollen  fflr  die 
Lichtstrahlenrichtang  81  Ebenen  E  gelegt  werden, 
denen  die  Beleuchtungsstärken  0,  0*1,  0*2,  03  ...  1  zn- 

kommen. 

Denkt  man  sich  dnrch  einen  Pankt  S  der  Geraden  A  einen 
Lichtstrahl  Sl  geführt  und  aas  einem  beliebigen  Punkte  l  desselben 
^of  die  gesuchten  Ebenen  E  normale  Strecken  la[Va'  X  £']  gefällt, 
^Hellen  dieselben,  wenn  man  die  Strecke  Sl  als  Längeneinheit 
^^^^btet,  die  sinus  derjenigen  Neigungswinkel  Tor,  welche  der 
Lichtstrahl  Sl  mit  den  genannten  Ebenen  einschliesst.  Diese  Strecken 
^B,  welche  im  Grundrisse  in  wahrer  Grösse  erscheinen,  mflssen  daher 

^nk  i  Math.  n.  Pkjiik  2.  Beibe,  T.  XI.  9 
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beziehungsweise  die  Längen  0,  0*1,  0*2,  0'3  ...  1  haben.  Wird 
aus  S^  mit  dem  Halbmesser  S*V  der  Halbkreis  k  beschrieben,  so 
braucht  man,  da  die'beiden  Abstände  l'a'  und  ßy^ßy  X  ^'^']  einander 
gleich  sind,  um  die  gesuchten  Ebenen  zu  erhalten,  nur  die  als  Län- 
geneinheit angenommene  wahre  Grösse  von  Sl  auf  der  zu  V  normal 
gezogenen  Geraden  nach  S%  aufzutragen,  diese  Strecke  in  10  gleiche 
Teile  zu  teilen,  durch  die  Teilungspunkte  Parallele  zu  S^l'  zu  führen 
und  S*  mit  den  auf  A;  sich  so  ergebenden  Punkten  p  durch  Gerade 
zu  verbinden. 

Will  man  die  Normalen  der  durch  A  gehenden,  die  Beleuch- 
tungsstärken 0,  0*1,  0' 2,  0*3  ...  1  besitzenden  Ebenen  darstellen, 
so  braucht  man  blos  die  angegebene  Construction  in  einer  um  90^ 
gedrehten  Lage  auszuführen. 

Wir  nennen  nach  Dr.  L.  Burmester  diese  beiden  Büschel  Tan- 
gential-, beziehungsweise  Normalbüschel,  /S'Z' die  Richtung 
und  S*Iq  die  Scalenlänge  derselben  Die  Strecke  S'Vy  mit  welcher 
der  Kreis  k  zu  beschreiben  ist,  wollen  wir  den  Badius  des  be- 
treffenden Büschels  nennen. ') 


n. 

BeleuchtuDgs-ConstructioüeQ  bei  gewöhnlicher  Darstellung 

durch  Grund-  und  Aufriss. 

A.    Fttr  das  elUptisehe  Paraboloid. 

§.  2. 

In  Fig.  2  ist  ein  elliptisches  Paraboloid,  dessen  Achse  AB 
normal  zur  Grundrissebene  steht,  durch  den  zur  Aufrissebene  pa- 
rallelen Hauptschnitt  M  und  die  Grundspur  F  dargestellt. 

Bevor  wir  bei  der  vorliegenden  Fläche  für  die  Lichtstrahlen- 
richtung Sl  die  Isophoten  construiren,  bestimmen  wir  den  Grundriss 
der  Selbstschattengrenze  o.  Wir  suchen  zunächst  den  in  M  liegen- 
den Punkt  derselben  [Z"  berührend  an  M",  B^'ß  =  aJ?",  ßo"  0  a:i, 
ö'V  JL  a^i'] ,  bestimmen  dann  mittelst  des  die  kleine  Achse  von  P 
im  Mittelpunkte  A  berührenden  Kreises   x  die  zu   S'V   conjugirte 


1)  Dr.  L.  Burmester  gelangte  zur  Constraction  dieser  Büschel  auf  ana- 
lytischem Wege  [S.  L.  Burmester  „Theorie  und  Darstellung  der  Beleuchtung 
gesetzmftssig  gestaitster  Flächen^,  Leipzig  1871.] 
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BichtflDg  Aef,lAblCD,bB±x'',  S'I'Öq,  ÖqBCq  ^)]  und  führen  parallel 
ZQ  letzterer  den  Grandriss  der  Selbstschattengrenze  o. 

Um  die  in  irgend  einer  Seitenlinie  M^  bei  Annahme  von  10  Be- 
ieflchtongsstafen  liegenden  Isophotenpnnkte  za  erhalten,  benutzen 
Tir  einen  Cylinder  C, ,  welcher  das  Paraboloid  in  M^  berührt,  und 
^ssen  Richtung  t^  zu  M^  conjugirt  sein  muss  Die  Isophoten  Ton 
1.  welche  Erzeugende  sind,  schneiden  Mj  in  den  gesuchten  Isopho- 
t^pankten.  Sollen  die  Isophoten  der  Cylinderfläche  C^  dargestellt 
ferdea,  so  hat  man  einen  Normalschnitt  N^  derselben  zu  zeichnen, 
Ji  seiner  Ebene  den  entsprechenden  Tangential büschel  Ta\  zu  con- 
^niiren,  dann  parallel  zu  den  Strahlen  des  letzteren  Tangenten  an 
Vj  zn  fuhren  und  durch  die  sich  so  ergebenden  Berührungspunkte 
iie  CyUndcr-Erzeugendeu  zu  ziehen..  Wir  legen  die  Normalschuitte 
.tT  sämtlichen  den  einzelnen  Seiteulinien  entsprechenden  Berührnngs- 
Tünder  durch  die  Flächenachse  AB  [A'e^  senkr.  auf  t-^  und  drehen, 
isi  in  Aj,  N^^  N^  .  .  die  Taügentialbüschel  darstellen  zu  können, 
lese  Ebenen  um  AB  in  eine  zur  Aufrissebene  parallele  Lage.  Sehr 
^^reckmässig  ist  es  dabei,  alle  zur  Anwendung  kommenden  Tangen- 
:aibSscbel  auf  einen  gemeinsamen ,  in  AB  liegenden  .Scheitel  iS  zu 
verlegen  und  für  dieselben  eine  gemeinsame  Scalenlänge  Sl  anzu- 
3elimen.  Bestimmt  man  zu  dem  Behufe  ein  für  allemal  die  wahre 
Grösse  5%  Ton  Sl,  teilt  dieselbe  in  10  gleiche  Teile  und  führt 
ärch  die  Teilnngspunkte  aus  S"  concentrische  Kreise,  so  erspart 
Ba&  bei  den  einzelnen  Tangentialbüscheln  das  Auftragen  der  Scalen- 
tdJe.  Weil  dann  die  Projectionen  der  Strecke  S\  auf  die  einzelnen 
Xormalschnitte  sowol  die  Richtungen  als  auch  die  Radien  der  ent- 
sprechenden Büschel  bilden,  so  kann  die  Gonstruction  der  parallel 
'3r  Anfrissebene  gedrehten  Taügentialbüschel  sehr  erleichert  werden, 
T^Do  man  ein  für  allemal  über  S'V  als  Durchmesser  den  Kreis  k 
b^breibt  and  durch  /"  eine  zu  x  parallele  Gerade  führt.  Man 
jTaacht  dann  nur  die  Strecke  S'  d^  nach  Xk^  zu  Übertragen ,  um  in 
^'ii  die  Richtung  und  den  Halbmesser  für  den  dem  INormalschnitte 
•V]  etitsprechenden  Taügentialbüschel  Th\  zu  erhalten.  Auf  dem  zu 
•>  ^  norn  alen  Radius  würde  schon  durch  die  coucentrischen  Kreise 
^  Scala  desselben  entstehen. 

Damit  wir  den  Normalschnitt  N^  des  (Zylinders  Q  nicht  darzu- 
stellen brauchen,  projiciren  wir  denselben  samt  dem  in  seiner  Ebene 
liegenden  Tangentialbüschcl  Tn^  in  der  Richtung  der  Cylindererzeu- 


1)  Diese  Constraction    conjagirter  Dnrchmesser    der  Linien    II.  Ordnung 

^^  nan  in  ]>r.  L.  Burmester's  „Theorie  nnd  Darst.  d.  Beleucbtaog  •  •  ."i 
p.  35. 

8* 
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genden  auf  die  Ebene  Mj^  nnd  von  hier  in  der  Bichtnng  a^a  auf  den 
Hanptschnitt  M.  Der  dadurch  in  letzterem  entstehende  Strahlen- 
büschel Tm  masB  dann  zu  Ty^  affin  sein,  wobei  AB  die  Afflnitäts- 
achse  ist.  Man  kann  Tm  am  schnellsten  erhalten,  wenn  man  den 
Tangentialbüschel  Tn^  mit  einer  zu  AB  parallelen  Geraden  schneidet 
und  die  dadurch  entstehende  Panktreihe  auf  den  affin  entsprechen- 
den Träger  in  der  Richtung  e^a  projicirt.  Parallel  zu  den  Strahlen 
des  Büschels  Tm  sind  dann  an  ilf' '  Tangenten  zu  führen,  ihre  Be- 
rührungspunkte zu  markiren  und  letztere  schliesslich  auf  die  Seiten- 
linie Ml  in  der  Richtung  aoi  zu  projiciren. 

Weil  üi"  eine  Parabel  ist,  so  ist  es  zweckmässig,  statt  der  Rich- 
tungen der  an  M"  zu  führenden  Tangenten  die  der  entsprechenden 
Normalen  zu  bestimmen.  Das  ist  möglich,  wenn  man  den  ganzen 
rücksichtlich  der  Strahlenbüschel  Tn^  und  Tm  angedeuteten  Vorgang 
in  einer  um  90®  gedrehten  Stellung  durchführt,  d.  h.,  wenn  man 
ursprünglich  statt  des  Tangentialbüschels  den  der  Ebene  Ni  ent- 
sprechenden Normalbüschel  Sa\  construirt.  An  Stelle  der  Affiini- 
tätsachse  AB  tritt  dann  die  Affinitätsachse  m,  und  der  Büschel  bK^ 
ist  durch  eine  zu  m  parallele  Gerade  zu  schneiden,  damit  sich  aus 
ihm  einfachst  möglich  der  affine  Normalbüschel  Sm  ergibt.  Verlegt 
man  den  Scheitel  des  letzteren  in  den  Brennpunkt  F  der  Parabel 
M"  und  schneidet  ihn  durch  die  Directrix  r  derselben,  so  ergeben 
sich  die  auf  M"  zu  bestimmenden  Punkte,  wenn  man  durch  die 
Punktreihe  r  Parallele  zu  Ä^'B"  zieht.  Zu  denselben  Punkten  muss 
man  aber  auch  gelangen,  wenn  man  mit  Beibehaltung  des  Scheitels 
S "  den  Normalbüschel  Sm  durch  eine  zu  r  parallele  Gerade  schnei- 
det, die  von  S"  dieselbe  Entfernung  hat,  wie  r  von  F,  und  dann 
durch  die  sich  dadurch  ergebende  Punktreihe  einen  Parallelstrahlen- 
büschel  Pm  mit  der  Richtung  A"B"  führt.  Der  letztere  hat  mit  dem 
Büschel  S2f^  den  Strahl  S^Ä"  gemeinsam,  weshalb  beide  perspecti- 
visch  sein  müssen.  Ebenso  muss  auch  der  Aufriss  des  dem  Büschel 
Pm  in  der  Ebene  3f|  affin  entsprechenden  Parallelstrahlenbüschels 
Pm^  zum  Normalbüschel  Sn^  perspectivisch  sein.  Bestimmt  man  des- 
halb im  Grundrisse  zu  dem  in  M^  liegenden  Punkte  o  der  Selbst- 
schattengrenze den  affinen  Punkt  o  auf  M  und  zieht  durch  beide 
Punkte  die  Strahlen  der  Parallelbüschel,  so  treffen  dieselben  den 
entsprechenden  Strahl  o  des  Büschels  Sn^  in  2  Punkten,  [durch 
welche  die  zu  xi  parallelen  perspectivischen  Achsen  r^  und  qi  zu 
ziehen  sind.  Wird  der  Büschel  Sx^  durch  dieselben  geschnitten,  so 
liefert  der  dann  durch  die  Punktreihe  r|  gehende  Parallelstrahlen- 
büschel  die  auf  M'^  gesuchten  Punkte,  während  der  aus  der  Punkt- 
reihe pi  entstehende  Parallelstrahlenbüschel  nicht  nur  die  Grundrisse 
der  auf  M^  liegenden  Isophotenpunkte  gibt,  sondern  auch  durch  die 
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Aufrisse  derselben  geht.    Letztere  erhält  man,  wenn  man  dnrch  die 
asf  if"  entstehenden  Punkte  Parallele  zn  xi  zieht. 

Die  ganze  Gonstmction  kann  noch  dadurch  ein  wenig  verein - 
kht  werden,  dass  man  hei  dem  Beginne  derselben  die  Tangente  t^ 
^nidit  f&hrt,  sondern  Ny  gleich  normal  zn  der  durch  den  Kreis 
I  sich  ergebenden  Bichtung  zieht. 

Der  mit  der  Scala  zusammenfallende  Strahl  S"Xi  des  Normal- 
Imchels  liefert  bei  obigem  Vorgänge  denjenigen  Punkt  der  Seiten- 
jüe  M^ ,  welchem  ein  Maximum  der  Beleuchtungsstärke  zukommt 
)[aiimal-l8ophotenpunkt).  Es  ist  auch  leicht  einzusehen, 
äS3  inan  durch  Unterteilung  der  Scala  Punkte  einer  beliebigen  Be- 
üchtimgsstärke  erhalten  und  auch  zu  jedem  Punkte  der  gegebenen 
Piche  durch  Ausführung  obiger  Gonstruction  in  umgekehrter  Auf- 
:iaiiderfolge  die  Beleuchtungsstärke  bestimmen  kann. 

Empfehlenswert  ist  es,  vor  allem  diejenigen  Seitenlinien  zu  be- 
iafideln,  bei  welchen  der  Maximal-Isophotenpunkt  einer  der  10  an- 
(^eiommenen  Beleuchtuugsstufen  angehört.  Die  Scalen  der  betref- 
-eaden  Normalbüschel  müssen  durch  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
s  mit  den  concentrischen  Kreisen  gehen  und  die  ihnen  entsprechen- 
ku  Seitenlinien  bekommt  man ,  wenn  man  die  zwischen  den  ge- 
säimt^  Schnittpunkten  und  dem  Punkte  iL  liegenden  Strecken  von 
^'  US  bei  dem  Kreise  h  als  Sehnen  aufträgt  und  dann  den  Kreis  x 
baiQtzt.  Jede  dieser  Seitenlinien  muss  in  ihrem  Maximal- Isophoten- 
^kte  eine  Isophote  berühren. 

Wichtig  ist  auch  die  Vornahme  der  den  Lichtpol  enthaltenden, 
^n  der  dnrch  den  den  Lichtstrahl  Sl  gehenden  Seitenlinie  und 
i^r  beiden  Hanptschnitte  der  Fläche. 

Wir  wollen  noch  in  dem  construirten  Isophoten- 
punkte  5  die  Isophotentangente  bestimmen.  Dieselbe  er- 
^bt  sich,  wenn  man  einen  Lichtstrahl,  z.  B.  den  durch  den  Punkt 
^  gehenden  /,  auf  die  das  Paraboloid  in  dem  Punkte  5  berührende 
äeoe  £5  projicirt,  hierauf  die  sich  dadurch  ergebende  Richtung  als 
'^e  Lichtstrahlenrichtung  betrachtet  und  für  dieselbe  im  Punkte  5 
^  Tangente  der  Selbstschattengrenze  construirt;  letztere  ist  schon 
^  gesuchte  Isophotentangente  ^).  Um  die  Ebene  E^  zu  erhalten, 
bestimme  man  im  Punkte  5  die  Tangente  t  an  die  Seitenlinie  Mi 

[B"a  =  yJ3"] 

1)B.  i.Verf.  ^Allgemeine  Theorie  der  Isophotentangenten  und  Gonstmction 
öenelbeD  1^  Flächen  II.  Grades«^  [Arch.  d.  Math.  n.  Pbys.,  9.  Reihe,  Teil  V, 
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nud  suche  ihren  Grandspnrpnukt  f,  durch  welchen  die  Grundspur 
u  der  Berührnngsehene  parallel  zu  t^  geht.  Die  in  der  Haupt- 
schnittehene  M  liegende  Spur  derselben  ergibt  sich  dann  in  a^.  Um 
nun  l  auf  die  Ebene  ua  zu  projiciren,  führen  wir  zu  letzterer  durch 
den  Punkt  5  eine  Normale  n  [n"  senkr.  auf  a"J",  n'  senkr.  auf  u\ 
und  bringen  die  durch  l  und  n  geheude  Ebene,  deren  Grundspur 
Hh  ist,  mit  der  Ebene  uo  zum  Schnitte.  Die  Schnittkante  5/i  i£t 
die  neue  Lichtstrahlenrichtung  und  die  ihr  entsprechende,  durch  deu 
Punkt  5  gehende  Ebene  E»  der  Selbstschattengrenze  ist  zu  5fi  con- 
jngirt.  Durch  den  gemeinsamen  Punkt  v  der  Ebenen  E^  und  £5 
geht  die  verlangte  Isophotentangente  ^ 

Die  behandelten  Beleuchtungsconstructionen  lassen  sich  in  un- 
geänderter  Form  auch  ausführen,  wenn  kein  Hanptschnitt  des  Para- 
boloides  zu  einer  Projectionsebeue  parallel  ist,  und  auch  dann,  wenn 
statt  desselben  irgend  eine  andere  Seitenlinie  gegeben  ist. 

B.    Für  andere  Flftehen,  deren  zu  einer  Achse  normale  Schnitte 

ähnlich  und  ähnlich  liegend  sind. 

§.  3. 

Um  die  vorgeführte  Belcuchtungsconstruction  auf  ein  Ellip- 
Boid  anzuwenden,  denken  wir  uns  dasselbe  durch  die  zur  Grund- 
rissebene  normale  Flächenachse  BC  und  dep  zu  BC  normalen 
Hauptschnitt  P  gegeben.  Wir  zeichnen  über  BC  als  Durchmesser 
einen  zur  verticalcn  Projectionsebeue  parallelen  Kreis  M  und  legen 
ihn  unserer  Construction  in  derselben  Weise  zu  Grunde,  wie  dies 
im  vorigen  Paragraphen  bezüglich  des  Hauptschnittes  M  geschehen 
ist.  Construirt  man  dann  für  eine  bestimmte  Seitenlinie  3/|  den 
Normalbflschel  /Sjv.  des  Berührungscylinders  wieder  so,  dass  'sein 
Scheitel  S"  in  die  Veriängerung  von  B^'C"  fällt  [Fig.  3],  so  ergibt 
sich  aus  ihm  in  bekannter  Weise  der  affin  entsprochende,  sich  auf 
M"  beziehende  Normalbüschel  Sm.  Verschiebt  man  letzteren,  bis 
sein  Scheitel  in  den  Mittelpunkt  Ä'  von  M'^  fällt,  so  ist  er  auch 
in  dieser  Stellung  zum  Büschel  Sn^  perspectivisch ,  weil  in  .A"S" 
zwei  einander  entsprechende  Strahlen  zusammen  fallen,  und  gibt 
gleich  die  auf  M"  zu  bestimmenden  Punkte.  Um  die  perspectivische 
Achse  ^1  beider  Büschel  zu  erhalten,  kann  man  auch  hier,  wie  beim 
Paraboloide,  vorerst  den  Grundriss  der  Selbstschattengrenze  be- 
stimmen und  zu  dem  sich  in  M^  ergebenden  Grenzisophotenpunkte 
0  den  entsprechenden  Punkt  auf  M"  suchen.  Durch  letzteren  geht 
der  Nullstrahl  des  Büschels  A",  und  wo  dieser  deu  Nullstrahl  des 
Büschels  Sn^   trifft,   ist  ein  Punkt  der  perspectivischen  Achse  ^|. 
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Die  auf  3£^  liegenden  Isophotenpnnkte  bekommt  man  dann  am 
sduiellsteii,  wenn  man  den  BOsehel  A"  nicht  nnr  durch  den  Kreis 
Jf*  schneidet,  sondern  auch  durch  einen  zweiten,  zu  M"  concen- 
or^hen  Kreis  iV^,  dessen  Durchmesser  gleich  ist  der  kleinen  Achse 
der  Ellipse  Äf^"  [Vergl.  Fig.  2  unserer  ^allgemeinen  Theorie  der 
IsophoteBtangenten  .  .  .  *']. 

Man  kann  aber  das  yorherige  Zeichnen  der  Selhstschattengrenze 
»eh  Tcrmeiden,  wenn  man  einen  Strahl  des  Büschels  Ä'  direct  be- 
fämmt.  Denkt  man  sich  nämlich  den  dem  Normalschnitte  iV|  [vgl. 
Fx  2]  entsprechenden  Tangentialbfischel  Tn^  durch  eine  in  der 
Ettfernong  A'cx  von  /S  parallel  zu  AB  geführte  Gerade  geschnitten, 
10  moss  die  entsprechende  Gerade  beim  affinen  Tangentialbüschel 
Jjr  die  £ntfemnng  A'a!  Ton  S  haben.  Trägt  man  demnach,  da  wir 
4ie  genannten  Tangentialbüschel  in  einer  um  90^  gedrehten  Stellung 
xesführen,  die  Strecke  A'ei  nach  S'a  [Fig.  3]  auf  und  zieht  r^ 
Krmal  zu  A''S'\  so  ergibt  sich  auf  r,  eine  Punktreihe,  von  welcher 
vir  einen  Punkt,  z.  B.  6,  markiren.    Aus  ihr  erhält  man,  wenn  man 

aSM=  A'a' 

i^eht,  in  Su  6  den  entsprechenden  Strahl  des  naeh  Sm  verschobenen 
Karmaibascliels  Sji.  Parallel  zu  Sm^  wird  der  Strahl  6  des  Büschels 
r  gezogen,  und  durch  den  Schnittpunkt  des  letzteren  mit  dem 
Strahle  S'*^  bekommt  man  die  Affinitätsachse  q^  zwischen  den 
Sicheln  Ss^  und  Ä\ 

Bei  dem  EUipsoide  sind  für  das  Zeichnen  der  Grundriss-Iso- 
>hoten  anch  die  Isophotenpnnkte  der  Horizontalcontour 
von  grosser  Wichtigkeit.  Sie  werden  als  Isophotenpnnkte  dos  die 
Fläche  nach  der  Horizontalcontour  berührenden  Cylinders  mittelst 
is&  im  Grundrisse  herzustellenden  Tangentialbüschels  erhalten,  der 
^T    zur   Bichtung  und  zum  Badius  und  die  wahre  Grösse  von  Sl 

Scalenlänge  hat. 


Unsere  Construction  lässt  sich  auch  ganz  einfach  durchführen, 
vean  bei  der  beleuchteten  Fläche  die  gegebenen  Linien  M"  und  P 
ganz  beliebig  sind.  Man  zeichnet  in  diesem  Falle  die  Evolute  E 
von  M*'  und  geht  im  übrigen  so  vor,  wie  es  zuletzt  bezüglich  des 
EUipsoides  angedeutet  wurde.  Nur  hat  man  hier  nicht  den  Büschel 
if ,  sondern  den  Büschel  Sm  zu  bestimmen  und  parallel  zu  dessen 
Strahlen  Tangenten  an  E  zu  führen.  Aus  den  sich  dadurch  auf  M" 
ergebenden    Fusspunkten   werden    schliesslich    die   entsprechenden 
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Paukte  in  Afi  mit  Benutzung  der  Grundrisse  Yon  M  und  Af|  con- 
struirt^). 


Wie  sich  unsere  Construction  bei  Behandlung  der  beiden  Hyper- 
boloide gestaltet,  werden  wir  im  nächsten  Paragraphen  sehen. 


1)  Vergl.  d.  Verf.  „Belenchtangs-Constractionen  für  Flächen,  deren  zu 
einer  Achse  normale  Schnitte  ähnlich  und  ähnlieh  liegend  sind,  bei  orthogo- 
naler und  bei  perspectivischer  Darstellnng*^  [Arch.  d.  Math.  u.  Fbjs.  2.  Reibe, 
Teil  I.  p.  2f  6.] 

Bei  dieser  Gelegenheit  erlaubt  sich  der  Verfasser,  die  in  der  citirten  Ab- 
handlang in  Folge  eines  Versehens  stehen  'gebliebenen  Druckfehler  anzo- 
fllhren: 

Seite  267,  Zeile  21  t.  ob.,  statt  h^''h'  setze  K''h' 

S'Sz^S'S"  setze  S'S^  =  S'S^ 
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4 

«i.  «i' 

«i«i' 

5 

^.' 

M' 

U  T.  n. 

der 

die 

970 

10  Y.   o. 

«» 

«9 

271 

8    T.    0« 

soll 

es  heissen: 

der  Selbstschattengrenze  die  Schlag- 
schattengrenze erhalten 

272 

9  T.  u., 

Statt  e^B  setze 

,  i»,)B 

273 

13  y.  0. 

e^B 

(««)« 

6  T.   u. 

umgekehrte  umgeklappte 

4 

«{»i  II  (0 

'(«i)ll('') 

275 

8 

e,  a 

t«i)« 

276 

3   T.   0, 

[(0«^. 

[(«)«/», 

4 

r 

V 

277 

4   T.   U. 

^i 

*. 

TaC»  VI,  Fig.  1,  statt  «/  setze  X| 

E  E" 

AT,  M^' 

A  A' 

Zum  Schnittpunkte  der  Geraden  MJ  und  t^  setze  a« 
Fig.  la.  Zum  Schnittpunkte  der  gestrichelten  Geraden  S'S  und  l^ 
setze  Oq 

Zum  S<ihnittpunkte  der  Geraden  S'S  und  D'  setze  />« 
statt  ib  setze  Jk« 
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m. 

Bdeachtongs-Constractionen  bei  axonometrischer 

Darstellung. 

A«    Für  das  elliptiBche  Hyperboloid. 

§.  4. 

In  Fig.  4  ist   bei  axonometrischer  Darstellung  ein  elliptisches 
Hjperboloid,   dessen  eine  imaginäre   Achse    zur   Projectionsebene 

F!g,  2.     Ganz  oben  statt  0  setze  a 

Zum  Berübnxngspunkte  der  durch  «  gehenden  gestrichelten 
Geraden  setze  Og 

Zum  Schnittpunkte  der  Geraden  M^'  ond  t^  setze  a^ 

mn  ti  «1 

Fig.  2a,  Statt  des  Punktes  S  in  der  Geraden  x  setze  S' 
statt  V  setze  Vj 
V8  verlängere  bis  6 
Znm  Funkte  0  auf  Di  setze  s^ 
statt  des  Punktes  0  auf  (/>j)  setze  (0) 

@  setze  (@) 
Znm  Mittelpunkte  ron  Jcq  setze  ^Sq 
Tat  VII,  Fig.  3,  Granz  oben,  statt  M  setze  ft 

Vip  Gerade  Aa  bezeichne  mit  M' 

JiOi  Ml 

Statt  t  setze  /| 

Die  Gerade  S'X'  beeeichnc  mit  l' 

Sh  l 

Zum  Mittelpunkte  von  ik„  setze  S^ 
Fig.  4,    Statt  ^4  setze  f^^ 

P  P^ 

Zum  Schnittpunkte  der  Linien  Q"  und  z^  setze  a'' 

Die  Parabel  bezeichne  mit  JP' 

Die  durch  den  Punkt  9  gehende  Gerade  bezeichne  mit  tg 

statt  a  setze  a' 
Ol  a/ 

Die  Gerade  n«,«^  bezeichne  mit  nm 

Fig.  4a,  Statt  S  setze  iS' 

P  9' 

h  's' 
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parallel  ist,  so  angenommen  worden,  dass  AB  die  reolle  Fl&chen- 
achse,  M  ein  Hauptschnitt  mit  den  Asymptoten  T,  P  ein  zn  AB 
normaler  Fl&chenschnitt,  x  die  zur  Projectionsebene  parallele  Achse 
des  letzteren  und  v  der  Neigungswinkel  der  Ebene  P  gegen  die 
Projectionsebene  ist  *). 

Wir  wählen  die  Ebene  P  als  Constrnctionsgrnndriss  und  be- 
nutzen wieder  zur  raschen  Darstellung  conjugirter  Durchmesser  von 
P  einen  Kreis  x  mit  dem  Punkte  £.  Die  Lichtstrahlenrichtung  ist 
durch  Äl  und  AV  vollkommen  bestimmt.  Um  den  in  Fig.  2  im 
Grundrisse  dargestellten  Teil  der  ganzen  Beleuchtungsconstruction 
auch  hier  ausführen  zu  können ,  müssen  wir  die  Ebene  P  um  a;  so 
lange  drehen,  bis  sie  zur  Bildebene  parallel  wird.  Dabei  kommt  V 
nach  {V)^  so  dass  wir  über  S'(l')  als  Durchmesser  den  Kreis  (k) 
führen  können. 

Sollen  die  in  einer  beliebigen  Seitenlinie  M^  des  Hyperboloides 
liegenden  Isophotenpunkte  dargestellt  werden,  so  bestimme  man  die 
umgeklappte  Stellung  (t^)  der  entsprechenden  Tangente  ^^  [t^ßa, 
ß(ß)\\AB^  ct(ß){t^)']y  und  den  zugehörigen  Normalschnitt  (N^)  des 
Berührungscy linders  [(iV|)  senkr.  auf  (ti)].  Gonstruirt  man  noch 
ein  ftLr  allemal  die  wahre  Grösse  ct^  der  Projicirenden  IV 

SO  hat  man  alle  Angaben  zur  Darstellung  des  in  N^  zu  construiren- 
den  Tangentialbüschels  Tlv,.  Um  die  einzelnen  Büschel  bequem 
zeichnen  zu  können,  legen  wir  auch  bei  axonometrischer  Darstellung 
alle  Scheitel  derselben  auf  einen  Punkt  8  der  Flächenachse  AB 
und  drehen  alle  Normalschnitte  vorerst  um  AB  in  die  Lage  M  und 
aus  dieser  um  die  durch  jS  gehende,  zu  x  parallele  Gerade  m  in 
eine  zur  Bildebene  parallele  Stellung.  Wird  jetzt  der  Tangential- 
büschel  Tn^  auf  die  im  §.  2.  angegebene  Art  dargestellt 

[ßl  «.  ci^,     kg  II  «,     Xl^  «  A(l')',     kli  —  S'd^     u.  8.  W.] 

und  um  m  in  die  Ebene  ilf  zurückgedreht,  so  müssen  die  Projectio- 
nen  der  beiden  congruenten  Tangentialbüschel  affin  sein.  Denkt 
man  sich  hierauf  den  Normalschnitt  N^  des  Berührungscylinders 
samt  dem  in  seiner  Ebene  liegenden  Büschel  Tx^  aus  der  Ebene  ^f 
in  die  Ebene  iV^  zurückgedreht  und  von  hier  auf  die  Ebene  M  so 
projicirt,  dass  sich  M  als  Projection  von  iV,    ergibt,    so  muss  der 


1)  8.  d.  Verf.  „Constrnctionen  über  Flächen  II.  Gradef  in  allgemeiner 
Parallelprojection*'  (Progr.  d  ÖffentL  Oberrealschale  i.  d.  Josefstadt  in  Wien, 
1881{2}. 
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dadorch  in  der  Ebene  M  entstehende  Tange  ntialbttschel  Tm  eben- 
es zu  dem  Büschel  7!y,  affin  sein;  SA  ist  dabei  die.  Affinitäts- 
achse. Nun  sind  parallel  zu  den  Strahlen  der  Projection  des  Büschels 
Tm  an  das  Bild  M  Tangenten  zu  führen  and  ihre  Berührangspnnkte 
ZI  bestimmen. 

Die  auf  Af  entstehenden  Berührungspunkte  werden  aber  schneller 
erhalten,  wenn  man  statt  der  Kichtungen  der  Tangenten  die  durch 
>  gehenden  Richtungen  der  Normalen  bezüglich  des  Bildes  M  be- 
stimmt. Dies  geschieht  dadurch,  dass  man  die  ganze  soeben  be- 
sprochene Construction  der  Tangentialbüschcl  in  einer  um  90^  ge- 
drehten Stellang  ausführt.  Fällt  man  dann  von  S  eine  Normale 
lof  die  Asymptote  F  von  M  und  zieht  durch  ihren  Fusspunkt  d  die 
zu  X  parallele  Gerade  {r^},  so  liefert  der  Normalbüschel  iSjrauf  {r|} 
trioe  Pnnktreihe,  die,  mit  0  durch  Strahlen  verbunden,  auf  M  die 
gesuchten  Berührungspunkte  gibt. 

Denkt  man  sich  den  Tangentialbüschel  Ty^  im  Normalschnitte 
y^  durch  eine  zn  AS  parallele  Gerade  gy  geschnitten,  welche  von 
idie  Entfernung  A{ei)  hat,  so  entspricht  dieser  Funktreihe  in  dem 
B&schel  Tm  diejenige  <7jr,  welche  von  S  die  Entfernung  Aa  hat. 
Werden  diese  beiden  Büsehel  in  einer  zur  Bildebene  parallelen  Lage 
caastmirt,  nnd  dreht  man  dann  ihre  Ebene  um  m,  bis  sie  in  die 
Lage  M  kommt,  so  werden  die  Projectionen  der  Punktreihen  gy  und 
U  proportionale  Verkleinerungen  der  Punktreihen  gy  und  gn  sein. 
Anstatt  aber  die  Punktreihe  gM  mit  Beibehaltung  ihres  Trägers  im 
Verhältnisse  Oi^ '"  ^*  zu  verkleinern,  kann  man  zur  Projection  des 
Böschels  Tm  auch  gelangen,  wenn  man  die  Punktreihe  gn  beibehält 
:Dd  ihre  Entfernung  Aa  vom  Scheitel  S  im  Veihältnisse  Ci-,  C^  ver- 
ffössert 

Da  wir  aber  die  genannten  Büschel  in  einer  um  90*  gedrehten  Stellung 
dirstellen,  so  wollen  wir,  um  die  ganze  Construction  soweit  möglich 
m  rereinfacben  ,  den  Scheitel  S  so  annehmen,  dass  die  Strecke  S^ 
deich  wird  der  Strecke  Cy^.  Man  kann  ja  das  rechtwinkelige  Drei- 
eck Si6^  von  welchem  die  Richtung  der  Hypotenuse  und  die  Kathete 
S:  bekannt  sind ,  vorerst  weiter  oben  construiren  und  es  dann  so 
lange  verschieben ,  bis  der  Eckpunkt  d  in  die  Asymptote  T  fällt 
^'ir  zeichnen  nun  bei  dem  Normalbüschel  Sn^  den  Träger  [r^] 
jener  Punktreibe,  welche  der  Punktreihe  gy  des  Tangential büsch eis 
entspricht  in  der  Entfernung  A{e^  von  S.  Die  der  Punktreihe  [rj] 
coogmente  in  der  Projection  des  Normalbüschels  Sm  muss  dann  auf 
V]!  liegen.     Weil  aber  der  durch  die  Punktreihe  {r,|  und  den  Mittel- 
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ponkt  0  des  Hyperboloides  bestimmte  Strahlenbüschel  ebenfalls  zam 
Normalbüschel  Sy^  perspectiviscb  liegt,  so  bestimmen  wir  zunächst 
auf  M  nur  einen  Berührungspunkt,  z.  B.  den  Funkt  4,  und  con- 
struiren  dann  mittelst  der  beiden  Strahlen  jSi4  und  04  der  zwei  zu- 
letzt genannten  Büschel  die  perspectivische  Achse  ri  derselben. 

Die  auf  M  entstehenden  Punkte  sind  schliesslich  auf  die  Seiten- 
linie 3f|  zu  projiciren.  Denken  wir  uns  dabei  auch  den  Central- 
büschel  Or|  mitprojicirt ,  so  entsteht  in  der  Ebene  Mi  ein  neuer 
Gentralbüschel  O^i,  tdessen  Bild  zum  Büschel  Sn^  gleichfalls  per- 
spectiyisch  liegen  muss.    Wir  projiciren  deshalb  zunächt  wieder  nur 

den  Punkt 

4[4atf,     a|a4,    44gaa|] 

führen  durch  den  neuen  Punkt  4  den  Strahl  des  Büschels  0^^  ^^^ 
bestimmen  aus  den  beiden  einander  entsprechenden  Strahlen  der 
Büschel  Sn^  und  Oq^  den  Funkt  4  ihrer  Affinitätsachse  g^.  Einen 
zweiten  Punkt  q  derselben  bekommt  man  auf  der  Geraden  r^,  wenn 
man  0^  parallel  zu  aai  zieht.  Der  Normalbüschel  Sy^  ist  also 
gleichzeitig  durch  die  beiden  Träger  r^  und  g^  zu  schneiden.  Aus 
der  Punktreihe  r^  ergeben  sich  dann  die  Punkte  auf  M,  Nun  werden 
die  durch  die  Punktreihe  ^i  gehenden  Strahlen  geführt  und  schliess- 
lich durch  die  auf  3f  liegenden  Punkte  Parallele  zu  ao^  gezogen. 

Auch  bei  axonometrischer  Darstellung  lässt  sich  diejenige  Seiten- 
linie, welche  die  Lichtpole  der  Fläche  enthält,  leicht  finden.  Ebenso 
ist  es  auch  hier  zweckmässig,  den  Meridian,  welcher  den  Lichtstrahl 
AI  enthält  und  auch  den  Hauptschnitt  M  der  Fläche  nicht  unbe- 
handelt zu  lassen.  Die  in  §  2.  angegebene  Gonstruction  von^Isopho- 
tentangenten  ist  auch  bei  axonometrischer  Darstellung  durchführbar. 

Von  grosser  Wichtigkeit  für  das  Zeichnen  der  Isophoten  sind 
auch  die  in  der  Contour  liegenden  Isophotenpunkte.  Sie  lassen  sich 
einfach  als  Isophotenpunkte  eines  auf  der  Bildebene  normal  stehen- 
den Cylinders  mittelst  eines  Normalbüschels  darstellen,  dessen  Bich- 
tung  und  Radius  durch  Sl  angegeben  wird,  und  dessen  Scalenlänge 
gleich  SIq  ist.  Dabei  ist  es  am  zweckmässigsten ,  vorerst  die  Con- 
tour und  ihre  Asymptoten  Tc  zu  construiren  ^) ,  dann  den  Scheitel 
des  erwähnten  Normalbüschels  nach  S  zu  verlegen,  von  S  eine  Nor- 
male auf  Tc  zu  fällen  und  in  ^der  mehrerwähnten  Weise  fortzu- 
fahren. 


1)  S.  d.  Verf.   „Constrnctionen  über  Flächen    II.   Gradei   in  allgemeiner 
Farallelprojection^ . 
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B.   Für  andere  Fliehen,  deren  zu  einer  Aehse  normale  Sehnitte 

fthnlieh  und  fthnlieh  liegrend  sind« 

§.  5. 

Wird  ein  windschiefes  Hyperboloid  axonometrisch  so 
dargestellt,  dass  eine  reelle  Axe  x^^  der  Fläche  parallel  zor  Pro- 
jectionsebene  ist^),  so  kann  man  bei  demselben  die  im  vorigen 
Paragraphen  behandelte  Belenchtnngsconstmction  mit  nur  wenigen 
Aendemngen  durchführen.  Der  gemeinsame  Scheitel  der  verschie- 
dene Normalbaschel  Sn  wird  hier  anf  einen  Punkt  Sn  der  Fl&chen- 
achse  x^  verlegt  und  die  Hauptschnittebene  3f ,  in  welcher  diese 
Bäschel  darzustellen  sind,  muss  man  sich  um  xi  so  lange  gedreht 
denken,  bis  sie  zur  Projectionsebene  parallel  wird.  Man  kann  dann 
wieder  durch  Sn  Normale  zu  den  Asymptoten  T  des  Bildes  3f  ziehen 
and  die  dnreh  ihre  Fusspunkte  gehende  Gerade  aß  in  der  im  vorigen 
Paragraphen  kennen  gelernten  Weise  benutzen.  Auch  bei  dieser 
Fläche  muss  der  sich  bezflglich  des  Hanptschnittes  M  ergebende 
CentralbQschel  Ojr  zu  dem  ursprünglich  zu  construirenden  Normal- 
baschel Sn  perspectivisch  sein.  Da  aber  der  sich  auf  Af^  beziehende 
GentralbfiBchel  in  diesem  Falle  zum  Büschel  Sn^  nicht  perspectivisch 
11^,  80  muss  er  aus  dem  Büschel  Ojr  durch  Projection  direct  be- 
stimmt werden.  Bei  dem  windschiefen  Hyperboloide  soll  man  auch 
wegen  des  einfachen  Vorganges  die  Isophotenpunkte  des  elliptischen 
Hauptschnittea  construiren;  dabei  wird  der  entsprechende  Tangen- 
tialbflschel  in  der  umgelegten  Lage  des  Constructionsgrundrisses  P 
ausgeführt  und  mit  Benutzung  einer  zur  Projectionsebene  parallelen 
Schnittgeraden  in  die  räumliche  Stellung  aufgedreht  Die  hierauf 
den  Strahlen  des  Büschels  auf  P  entsprechenden  Berührungspunkte 
»hält  man  mittelst  des  Kreises  x;  sie  werden  schliesslich  von  P 
auf  den  elliptischen  Hauptschnitt  der  Fläche  central  projicirt 

Ist  ein  Ellipsoid  bei  axonometrischer  Darstellung  durch  einen 
Hanptschnitt  P  und  die  zu  ihm  normale  Flächenachse  BC  gegeben, 
so  betrachtet  man  wieder  P  als  Gonstructionsgrundriss  und  legt  die 
Normalbüachel  durch  einen  auf  der  Verlängerung  von  BC  liegenden 
Ponkt  S.  Ebenso  wird  auch  bei  axonometrischer  Darstellung  das 
aber  BC  geführte  kreisförmige  Bild  M  der  ganzen  Gonstruction  zu 
Grande  gelegt.  Wenn  irgend  eine  Seitenlinie  Af|  behandelt  wird, 
so  ist  auch  hier  der  die  auf  M  liegenden  Punkte  liefernde  Central- 
büschel  Am  zu  dem  zuerst  zu  construirenden  Normalbüschel  Sk^  per- 
spectivisch, und  denkt  man  sich  bei  dem  Projiciren   der  Linie  M 


1)  YergL  Fig.  5  aoserer  „AUg.  Theorie  d.  Isophotentani^enten  .  .  .  *< 
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auf  die  SeitenliDie  M^  auch  den  Bflschel  Am  mitprojicirt,  bo  ergibt 
sich  in  der  Ebene  Mi  ein  neuer  Büschel  Am,^  dessen  Bild  gleich- 
falls zum  Normalbüschel  «SV.  perspectivisch  liegt  Bei  der  Gonstruction 
der  Isophotenpunkte  benutze  man  wieder  beide  perspectivische 
Achsen. 

Auch  bei  einem  axonometrisch  dargestellten  elliptischen 
Paraboloide  bietet  unsere  Beleuchtungsconstruction  keine  neuen 
Schwierigkeiten.  Weil  auch  in  diesem  Falle  die  Bilder  der  beiden 
dem  Hauptschnitt  M  und  der  Seitenlinie  M^  entsprechenden  Parallel- 
büschel zu  dem  zugehörigen  Normalbüschel  Sn^  perspectivisch  liegen, 
80  kann  der  in  §.  2.  behandelte  Vorgang  auch  bei  axonometrisch  er 
Darstellung  ohne  weiters  ausgeführt  werden.  Die  beiden  perspecti  vi- 
schen Achsen  sind  in  diesem  Falle  sogar  parallel. 

Unsere  Gonstruction  lässt  sich  bei  axonometrischer  Darstellang 
auch  dann  leicht  anwenden,  wenn  die  die  beleuchtete  Fläche  be- 
stimmenden gegebenen  Linien  F  und  M  nicht  der  II.  Ordnung  an- 
gehören. 


IV. 

Beleuchtungs-Constructionen  bei  perspectivischer 

Darstellung. 

§.  6. 

Die  behandelten  Flächen  nehmen  bei  perspectivischer  Dar- 
stellung die  einfachste  Lage  dann  ein,  wenn  die  Flächenachse  ^B 
zur  Bildebene  parallel  ist;  die  Fluchtlinie  fiv  der  Parallelcurven 
muss  dann  durch  den  Augpunkt  gehen.  Wir  nehmen  an,  dass  von 
einer  solchen  Fläche  die  Achse  AB,  eine  Parallelcurve  P  und  die 
zur  Bildebene  parallele  Seitenlinie  M  gegeben  sei.  Durch  den 
Schnittpunkt  A  von  AB  mit  der  Ebene  F  führen  wir  das  Bild  l 
eines  Lichtstrahles  und  auch  das  Bild  l'  seiner  orthogonalen  Pro- 
iection  auf  die  Ebene  P.  Um  dann  die  den  einzelnen  Seitenlinien 
Ml  entsprechenden  Tangential büschel,  deren  gemeinsame  Scheitel 
wir  auch  bei  perspectivischer  Darstellung  auf  einen  Punkt  S  der 
Flächenaxe  AB  verlegen,  construiren  zu  können,  drehen  wir  die 
Ebene  P,  welche  auch  hier  als  Constructionsgrundriss  betrachtet 
wird,  analog  der  axonometrischen  Darstellung  um  die  Schnittkaute 
M'  der  Ebenen  P  und  Min  eine  zur  Bildebene  parallele  Lage;  sie 
wird  dadurch  die  Erweiterung  der  Ebene  M.  Wir  werden  wieder 
die  Normalschnitte  der  Berührungscylinder  samt  den  entsprechenden 
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Xormalbttscheln  drehen,  bis  sie  in  die  Ebene  M  zu  liegen  kommen. 
Mao  kann  überhaupt,  damit  die  Erklärung  des  Verfahrens  soweit  möglich 
einfach  werde,  M  als  in  der  Bildebene  liegend  betrachten.  Dadurch 
gestaltet  sich  die  Gonstrnction  der  einzelnen  Normalbüschel  sogar 
einfacher,  als  bei  axonometrischer  Darstellung.  Ebenso  bietet  die 
schliesslich  vorzunehmende  Projection  der  auf  J/ entstehenden  Punkte 
äof  die  Seitenlinie  M^  gar  keine  Schwierigkeiten. 

Bas  in  den  früheren  Paragraphen  bezüglich  der  Lichtpole  und 
einiger  speciell  liegender  Seitnnlinien  gesagte  hat  auch  bei  perspec- 
tJTisclier  Darstellung  seine  YoUe  Giltigkeit.  Ebenso  lassen  sich  bei 
dersdben  die  Isophotenpunkte  jener  Parallelcnrven  leicht  bestimmen, 
m  welchen  die  gegebene  Fläche  von  zu  AB  parallelen  Cylindern  be- 
rtihit  wird. 

Bei  der  Behandlung  des  Ellipsoides  hat  man,  wie  bei  axono- 
laetrischer  Darstellung,  über  AB  den  Kreis  M  zu  führen  und  den 
Umstand  zu  benutzen,  dass  die  beiden  den  Linien  M  und  Mi  ent- 
sprechenden Centralbüschel  wieder  zum  Normalbüschel  Sn^  perspec- 
üTisch  liegen.  Ebenso  einfach  gestaltet  sich  die  Behandlung  der 
anderen  Flächen  IL  Ordnung. 


V. 

Beleachtongs-Construction  für  das  windnchiefe 

Paraboloid. 

L   Bei  irew9hnlieher  Darstellung  doreh  Grund-  und  Aufriss. 

§.  7. 

Bei  dem  in  Fig.  5  gezeichneten  hyperbolischen  Paraboloide 
vollen  wir  zunächst  den  als  eine  Gerade  sich  ergebenden  Grundriss  der 
Selbstschattefngrenze  0  bestimmen.  Der  im  Hauptschnitte  P  liegende 
Ponkt  derselben  ergibt  sich  auf  die  bei  dem  elliptischen  Paraboloide 
gegebene  Art,  und  um  den  im  zweiten  Hauptschnitte  Q  liegenden 
Ponkt  der  Selbstschattengrenze  zu  erhalten ,  bestimmen  wir  gleich 
simtliche  Isophotenpunkte  von  Q.  Zu  dem  Behufe  denken  wir  uns 
^  in  dem  in  die  horizontale  Projectionsebene  umgeklappten  Kreuz- 
nsse  dargestellt.  Um  aber  diesen  Hauptschnitt  nicht  zeichnen  zu 
m^n,  führen  wir  r  normal  zu  x'  und  machen  oF  gleich  der  Sub- 
sormale  der  Parabel   Q 


[^a  -  2Ä"C",    C^F  senkr.  auf  C'a] 


I 
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In  F  constrniren  wir  nun  den  entsprechenden  Normalbüsche],  welcher 
den  KrenzrisB  Yon  Sl  znr  Richtung  und  zum  Radius  und  die  wahre 
Grösse  von  Sl  zur  Scalenlänge  hat,  schneiden  ihn  durch  die  Gerade 
r  und  projiciren  die  sich  dadurch  ergebenden  Punkte  in  der  Rich- 
tung as'  nach  QS  Durch  die  beiden  Punkte  der  Selbstschattengrenze 
ergibt  sich  schliesslich  der  Grundriss  derselben. 

Der  weiteren  Construction  der  Isophoten  legen  wir  das  zar 
Yorticalen  Projectionsebene  parallele,  aus  lauter  congruenten  Parabeln 
bestehende  Gurvensystem  zu  Grunde.  Die  Richtungen  <|,  t^,  <8  •  •  - 
der  dann  den  einzelnen  Schnitten  Pi,Ps,P3.. .  entsprechenden  Um- 
hüllungscylinder  bekommen  wir  mittelst  des  Hauptschnittes  Q  im 
Ereuzrisse.  Für  den  Schnitt  Fi  ergibt  sich  schon  in  y,  F  die  Rich- 
tung der  Normalen  seines  in  Q  liegenden  Punktes  und  in  <x^  [ti" 
senkr.  auf  y^F]  die  Tangentenrichtung,  so  dass  adi  gleich  der  Sub- 
tangente  und  die  Hälfte  davon  gleich  der  Abscisse  des  in  P^  liegen- 
den Punktes  des  Hauptschnittes  Q  ist. 

Wir  legen  sämtliche  Normalschnitte,  welche  in  diesem  Falle 
normal  znr  Kreuzrissebene  sind,  durch  einen  Punkt  8  der  Flächen- 
achse und  drehen  dieselben  um  die  Gerade  m  so  lange,  bis  sie  in 
die  Ebene  P  zu  liegen  kommen.  Um  in  dieser  Stellung  den  Normal- 
büschel für  den  Normalschnitt  N^  zu  erhalten,  zeichnen  wir  ein  für 
allemal  über  S'^l'"  als  Durchmesser  den  Kreis  h  und  tragen  die  sich 
dann  ergebende  Strecke  S^d^  auf  der  durch  2"  und  l'  gehenden  Ge- 
raden g  nach  AA|  auf.  S"ki  gibt  schon  die  Richtung  und  den  Radius 
des  betreffenden  Büschels  an.  Schneidet  man  denselben  durch  eine 
zu  xi  parallele  Gerade  qi  ,  welche  ton  <S"  dieselbe  Entfernung  hat, 
wie  der  Brennpunkt  des  parabolischen  Normalschnittes  iV|  von  seiner 
Directrix,  so  kann  man  die  sich  auf  Qi  ergebenden  Punkte  durch 
zu  X  normale  Ebenen  auf  Ni  projiciren.  Durch  die  dadurch  auf  A\ 
entstehenden  Punkte  gehen  aber  die  Isophoten  des  Berührungscylin- 
ders,  welche  ebenfalls  in  den  erwähnten  Ordinalebenen  liegen  und 
den  Schnitt  Pt  in  den  gesuchten  Isophotenpunkten  treffen.  Beide 
Projectionen  der  letzteren  müssen  demnach  in  den  Strahlen  liegen, 
welche  man  durch  die  Punktreihe  ^i  normal  zu  xg  führt  Die 
Gerade  Qi  wird  am  einfachsten  erhalten,  wenn  man  durch  den 
auf  Pi  liegenden  Punkt  0  der  Selbstschattengrenze  den  zu  o^i  nor- 
malen Strahl  zieht  und  denselben  mit  dem  Nullstrahle  des  Normal- 
büschels zum  Schnitte  bringt.  Um  die  Aufrisse  der  gesuchten  Iso- 
photenpunkte  zu  bekommen,  hat  man  schliesslich  die  Hälfte  der 
Subtangente  adj^  von  den  sich  auf  P''  ergebenden  Punkten  ans  nach 
aufwärts  aufzutragen.  Damit  man  aber  die  Parabel  P"  nicht  zu  er- 
weitem braucht,  ist  es  zweckmässig,  statt  dessen  die  entsprechende 
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Strecke  too  den  aaf  P,"   entstehenden  Punkten   ans  nach  abwärts 
loizstragen. 

Die  den  normal  beleuchteten  Punkt  enthaltende  Schnittebene  P, 
bekommt  man,  wenn  man  S'^lT  bis  zur  Geraden  r  verlängert. 

Das  in  diesem  Paragraphen  behandelte  Verfahren  lässt  sich 
ueh  in  ongeänderter  Weise  auf  das  elliptische  Paraboloid 
iBwenden. 

B.    Bei  axonometriseher  Barstellung. 

§.  8. 

Der  zuletzt  eingeschlagene  Vorgang  ist  besonders  geeignet,  in 
tiaem  axouometrischen  Bilde  des  hyperbolischen  Paraboloides  die 
Isophoten  direct  zu  liefern.  In  Flg.  6  der  Taf.  III.  ist  von  einer 
NldieQ  Fläche  ein  Stack  axonometrisch  dargestellt,  welches  in  der- 
sdbeo  Weise  begrenzt  ist,  wie  das  in  Fig.  5  bezeichnete^),  wobei 
£f  den  Flächenscheitel  und  BA  die  Flächenachse  vorstellt. 

Weil  die  Constmctionen,  welche  früher  im  Ereuzrisse  ausgeführt 
Torden,  jetzt  in  der  Hauptschnittebene  yz  zu  machen  sind,  projiciren 
vir  die  Lichtstrahlenrichtung  0/  auf  diese  Ebene 

[i'ßix,  ßriz,  ir\\x] 

and  stellen  das  ganze  in  ihr  auszuführende  Constructionsgebilde  in 
wahrer  Grösse  in  einer  Nebenfigur  6  a  dar.  Verlegt  man  nach  Ba 
(iie  Achse  und  nach  B  den  Scheitel  des  genannten  Hauptschnittes, 
^  iutt  man  die  wahren  Grössen  von 

CB"[BB"  I  y]    und    BB"    nach    Bo    [Fig.  6  a] 

^iehongsweise  auf  cC  aufzutragen 

Ba  ^  Ba 

n  machen  und  CF  normal  zu  Ca  zu  führen,  um  in  0i^  die  Sub- 
Bormale  für  den  Hauptschnitt  CB  zu  erhalten.  Damit  sich  in  der 
Nebenfigur  die  Projection  Ff'  der  Lichtstrahlenrichtung  ergibt, 
^en  wir  die  wahren  Grössen  von  ß^  und  Oß  beziehungsweise 
^Fb  und  bf  auf. 


0  S.  d.  Verf*  „ConstnictioneD  über  Flächen  IL  OrdnoDg  in  allg.  Farallel- 
P'qection«. 

AkI.  i.  ibfh.  m.  Phyi.    2.  Beilie,  T.  XI.  9 
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Aach  bei  axonometrischer  Darstellung  ist  es  zweckmässig,  vor- 
erst die  auf  dem  hyperbolischen  Grenzschnitte  entstehende  gerad- 
linige Projection  0'  der  Selbstschattengrenze  zu  construiren.  Der 
auf  Q'  liegende  Punkt  derselben  ergibt  sich,  wenn  man  in  der  Neben- 
figur die  Gerade  Fo  normal  zu  FV"  führt  und  die  sich  dadurch 
ergebende  Ordinate  Co  mit  der  entsprechenden  Verkürzung  auf  Q' 
nach  Ao'  aufträgt  Einen  zweiten,  im  Hauptschnitte  P  liegenden 
Punkt  der  Selbstschattengrenze  erhält  man,  wenn  man  an  den  Grenz- 
schuitt  P^  eine  zu  Iß  parallele  Tangente  führt,  ihren  Berührungs- 
punkt 0  bestimmt  und  dann  oo'  parallel  zu  z  und  o'o'  parallel  zu  y 
führt.  Fallen  die  beiden  construirten  Punkte  des  Grundrisses  der 
Selbstschattengrenze  zu  nahe  an  einander,  so  kann  man  auch  mit 
Benutzung  der  Grenzhyperbel  die  zu  0/'  conjugirte  Richtung  suchen. 

Um  nun  die  Isophotenpunkte  der  einzelnen  zu  P  parallelen 
Flächenschnitte  P|,  P^,  P«  ...  zu  erhalten,  bestimmen  wir  nach 
dem  aus  der  Figur  5  ersichtlichen  Verfahren  vorerst  die  entspre- 
chenden Punkte  auf  dem  Grenzschnitte  P«  und  projiciren  sie  dann 
auf  die  Schnitte  Pi^  P^^  P^  ,  .  ,  Aus  Fig.  5  ergibt  sich,  dass  man 
die  aus  S"  beschriebenen  concentrischen  Kreise  samt  den  aus  ihnen 
entstehenden  Normalbüscheln,  Punktreihen  und  Parallelbüscheln 
auch  als  in  der  £bene  P,  liegend  betrachten  kann.  Wir  machen 
von  diesem  Umstände  bei  der  axonometrischen  Darstellung  Gebrauch 
und  verlegen  dem  entsprechend  den  Scheitel  S  sämtlicher  Normal- 
büschel in  die  Parabelachse  OC  Um  dann  die  einzelnen  Büschel  in 
wahrer  Grösse  construiren  zu  können,  denken  wir  uns  die  Con- 
structionsebene  Pg  zuerst  um  OC  so  lange  gedreht,  bis  x  parallel 
zur  Bildebene  wird,  und  hierauf  um  die  durch  S  parallel  zu  letzterer 
gehende  Gerade  m  so  lange  gedreht,  bis  die  Ebene  P^  in  eine  zur 
Bildebene  parallele  Stellung  kommt.  In  dieser  Lage  ist  nun  die 
Construction  der  Fig.  5  auszuführen.  Wir  tragen  deshalb  die  wahre 
Grösse  von  fil'  nach  Sl  auf,  ziehen  lg  parallel  zu  s  und  tragen 
Fl*"  [Fig.  6a]  nach  Xö  auf»  um  in  So  die  wahre  Grösse  der  Strecke 
Sl  zu  erhalten. 

Soll  nun  der  durch  Pi '  gehende,  zu  P«  parallele  Schnitt  Pi  be- 
handelt werden,  so  hat  man  die  wahre  Grösse  von  Ayi  in  der 
Nebenfigur  nach  ayi  aufzutragen  und  yi  P<2i  zu  führen.  Die  sich 
dadurch  ergebende  Strecke  Fdi  wird  dann  in  der  Hauptfigur  nach 
Xii  aufgetragen  und  aus  Slj^  resultirt  der  dem  Schnitte  Pj  entspre- 
chende Normalbüschol  Sy^.  Letzterer  ist  nun  in  einer  bestimmten 
Entfernung  von  S  durch  eine  zu  m  parallele  Gerade  [rg]  zu  schnei- 
den. Wird  die  den  Büschel  Sn,  und  die  Punktreihe  [r^]  enthaltende 
Constructionsebene  nach  einander  um  die  Achsen  m  und  z  gedreht, 
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bis  sie  in  die  Ebene  P,  zu  liegen  kommt ,  und  durch  die  sich  da- 
durch ergehende  neue  Lage  {r,}  der  Punktreihe  [rj  der  zu  z  pa- 
nUele  Strahlenbüschel  gezogen ,  so  muss  der  Letztere  zu  dem 
inpräDglich  conatruirten  Btlschel  6^^  pcrspectivisch  sein.  Die 
perspectifische  Achse  q^  beider  Büschel,  welche  zu  m  parallel  ist, 
Tjrd  am  schnellsten  erhalten,  wenn  man  durch  den  sich  auf  F^'  mit 
BeoQtzung  der  Selbstschattengrenze  der  Fläche  ergebenden  Punkt  o* 
die  zu  y  parallele  Gerade  o'o'  fahrt  und  dann  o'o  parallel  zu  z 
zieht  Schneidet  man  jetzt  den  Büschel  Sjf^  mit  der  Geraden  pi  und 
zieht  durch  die  sich  dadurch  ergebenden  Punkte  Parallele  zu  «,  so 
erhält  man  die  gesuchten  Punkte  auf  P^.  Da  nun  letztere  auf  den 
Fliebenschnitt  I\  zu  projiciren  sind,  so  führe  man  ac'  parallel  zu 
;  DDd  c'c  parallel  zu  z,  ea  gibt  dann  die  Bichtung  und  Länge  der 
betroffenden  projicirenden  Geraden  an. 

Auch  hier  kann  man  den  den  Lichtpol  der  Fläche  enthaltenden 
Schnitt  bestimmen,  wenn  mau  von  der  Nebenfigur  ausgeht. 

Um  die  sehr  wichtigen  Isophotenpunkte  der  Gontourparabel  zu 
erhalten,  bestimme  man  vorerst  ihren  Scheitel,  ihre  Achse  und  die 
SsbDormale.  Der  dann  etwa  im  Brennpunkte  der  Contour  zu  con- 
^troirende  Kormai büschel  hat  Ol  zur  Richtung  und  zum  Radius  und 
^i  ZOT  Scalenlänge. 

Der  soeben  behandelte  Vorgang  lässt  sich  auch  bequem  bei  per- 
spectivischer  Darstellung  durchführen^). 

Bielitz  in  Oesterr.-Schlesien,  im  Februar  1891. 


1)  Die  in  dieser  Abhandlung  Torgefflhrten  Conatructionen  der  Isophoten 
ht  der  Verfasser  bei  windschiefen  Flachen  II.  Ordnnng  bereits  im  Jahre  1877 
ia  seiner  Abbandinng  „Uebcr  die  Constrnction  der  Linien  von  gleicher  Be- 
loehtaogBstarke  auf  windschiefen  Fl&chen'',  welche  sich  als  Mannscript  im 
Arebir  der  „k.  k.  wissenschaftlichen  Frftfungscommission  für  das  Lehramt  an 
GjnuMftien  und  Realschulen  zu  Wien^  befindet,  durchgeführt. 
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VUI. 


Zur  Theorie  der  elliptischen  und  hyperelliptischen 

Integrale. 


Von 

Emil  Oekinghaus. 


I. 

Die  nachfolgenden  Entwickelangen  werden  sich  anf  einige  Ad- 
ditionstheoreme der  Ibyperelliptischen  Integrale  beziehen  and  zwar 
anf  Grand  der  von  ans  schon  früher  anfgestellten  Integralfanctionen, 
weshalb  wir  in  Kürze  die  Betrachtangen  wiederholen  wollen,  welche 
za  diesen  hyperelliptischen  Fanctionen  hinüberführen,  üeber  eine 
Merkwürdigkeit  der  Cassinischen  Carye  berichten  wir  am  Schiasse. 

Es  sei  die  Gleichang  nten  Grades 

zngrande  gelegt. 

Mit  dieser  sind  die  folgenden  Relationen  verknüpft,  welche  wir 
schon  früher  für  den  4.  Grad  entwickelt  haben,  aber  allgemein  filr 
jeden  Grad  gelten: 

2:  ^  =0,    Ä«0,  1,  2  ...  Ä:-.2 

Enthält  die  obige  Gleichang  noch  andere  Yariabele  y  etc.,  so  ergiebt 
die  Differentiation  von  J{xy  y) 
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ond  in  Benatzang  dieser  auf  die  obige  Identität  resaltirt 

Es  sei 

Jx,y  —  Z,  y*+2J^y  +  Z,  =  0 

worin  die  Z  Fanctionen  von  *  sind ;  dann  ist  wegen 


also  aach 


^  /*       «»da? 


0 


wir  werden  diese  Relation  auf  eine  Gleichung  anwenden,  welche 
wir  in  der  Abhandlang:  „Trigonometrische  Auflösung  biqnadratischor 
Gleichungen'^  bei  der  Untersuchung  der  Verhältnisse  zwischen  Kreis 
und  Kegelschnitt  aufgestellt  und  als  Cosinusresolvente  bezeichnet 
liaben,  welche  u.  a.  auch  zur  Trisection  des  Winkels  führte. 

Wir  nennen  die  4  Winkel,  welche  die  4  Radien  des  Kreises 
nach  den  Schnittpunkten  desselben  mit  dem  Kegelschnitt  mit  der 
Coitrale  H  beider  Curven  bilden,  i^|  if;,  ^  tf/^.  R  habe  gegen  die 
grosse  Achse  die  Neigung  91,  und  der  Radius  des  Kreises  sei  s. 
Die  Verbindungsgeraden  von  Kreis  und  Kegelschnitt  schliessen  in 
ilirem  Tollstftndigen  Yierseit  drei  Winkel  yi  y^  y^  ein,  für  welche  wir 
t  a.  0.  folgende  Gleichung  aufgestellt  haben: 

2ig«(g»siny»+6«co8<y)»)-2o«&«  +  (a«+&«)t«         , 
coiy*-|  -j^j  cos  y 

'4Ä* 


/4i2'  \ 

+  l  jT« (®* 8^^  V*+  ** COS 9*)  —  1  j cos y 


2Rt  ?-i^  (a»sin 9« — i«cos g>«)  +  2a«*«  —  (a«+ i«)t« 

Im  Anschluss  an  die  vorhin  aufgestellte  Integralfunction  be- 
trachten wir  cos  7  als  x  und  die  in  der  vorliegenden  Gleichung  vor- 
kommenden Parameter  i?,  «,  q>  als  y,  wodurch  wir  verschiedene 
neue  Functionen  erhalten.    Ist  also  zunächst 
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80   erhält   man    schliesslich   nach   gehöriger    Bedaction    der    Form 
-Yg*  —  Xi  Xq  nach  Einführung  von 

sin  Jy*  =  ^(1  —  cosy) 

^  C 
welches  Integral  auch  noch  unter  dem  Zeichen  mit 

cosy  =  1  —  2siniy* 

multiplicirt  werden  darf. 

Die  21  bezieht  sich,  wie  man  sieht,  auf  drei  Integrale,  deren 
Amplituden  \y\^y%\y^  sind.  Die  Summe  dieser  Integrale  ist  für 
alle  Kreise  von  gleichem  Radius  s  und  gleicher  Neigung  q>  desselben 
gegen  die  grosse  Achse  eine  constante  Grösse. 

Man  erkennt  sofort,  dass  die  vorstehende  Relation  ein  Addi- 
tionssatz ist  für  diejenigen  Aberschen  Integrale,  bei  denen  unter 
dem  Integralzeichen  eine  Quadratwurzel  aus  einem  Ausdruck  fünften 
Grades  in  Bezug  auf  die  Integrationsvariabele  steht,   wie  sich  er- 

giebt,  wenn  wir 

cosy    oder    8iniy*  =  aj 


setzen.    Man  hat  nämlich 

+  ßx)dx 


J    ya:(I— a:)(l— ^•«l 


^  C 


welche  Form  an  schon  bekannte  und  untersuchte  erinnert. 

Um  nun  zu  einem  bestimmten  Theorem  zu  kommen,  gehen  wir 
auf  die  kubische  Gleichung  für  cos  y  zurück,  indem  wir  die  Relation 

l-tgjy« 

darin  einführen  und  demgemäss  folgende  Gleichung  erhalten: 

ft*cos<p«tgiy«-.(a«Ä«cos<p*— (a«+i«)6«8in9.«+Ä-«*V(a«-#»))tgJy* 
-f  (a*ft»cos<p*  -  (a«+ft«)a«sin(p»— Ä-«aV(i*— i«))tg  Jy«— a*8ingi«= 0 

Wir  setzen 
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«*"-i-r      /^  =  -« jii    y*  =  l  +  -,cotqp» 

also 

&> 

Aas  dem  Absointglied  ergiebt  sich 

tgin*tgiy,«tgiy3« -^,tg9» 

also 

Diese  Relation  (»ildet  eine  erste  Bedingungsgleichnng  zwischen 
den  Amplitaden  der  Function.  Es  tritt  noch  eine  zweite  anf.  Wir 
bilden  ans  der  letzten  Gleichung  für  tg^^  die  Summen  2tg\y^  und 
Zcotg^  and  man  erhält  durch  passende  Zusammenstellung  zunächst 

«^y'»Xtgiy'«-/5'»2:cotiy«=(l  +  a'«)(«'«+/J'«)+/«(l  +  /J'«) 

oder  auch,  wenn  wir  durch  a'^ß'^y'*  dividiren  und  die  obige  Rela- 
ÜOQ  benutzen, 

t«iri'(Ji+tgir,*)  +  tgiy,»(J-,  +  tgiy,»)  +  tgirs'Q-i+tglr.») 

-  (1  +  a-*)  («'«+|3't)+ /« (1  +  ß'*) 

Ist  diese  Bedingungsgleichung   zwischen   den   drei   Amplituden  ^/| 
\h\t%  ^^^  den  Moduln  a^ß^y*  zugleich  mit  der  zweiten 

tgiyi*tgiy,«tg  Jys« ^^, 


erfüllt,  so  ist  die  Summe  der  drei  hyperelliptischen  Integrale 


V(l  —  o«8iniy»)  (1  -  ß^siniy*)  (1  —  y*  sin^y«) 


stete  eine  constante  OrOsse.  Diese  Relationen  bilden  also  zusammen 
m  Additionstheorem  dieser  Integrale  dar,  deren  Amplituden  eine 
geometrische  Bedeutung  besitzen. 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  bemerke  man,  dass  die  Rela- 
üonen  fflr  alle  ü  und  also  auch  fttr 
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gültig  sind.  Damit  rückt  aber  das  Ereiscentrnm  in  den  Mittelpunkt 
des  Kegelschnitts  nnd  die  entsprechenden  Wurzeln  der  kubischen 
Gleichung  sind 

cosyg  =  +1,    cosy, 1,    cosy, ^^^5 

oder 

Die  Constante  setzt  sich  also  aus  2  Integralen  zusammen.  Das  eine 
ist  wegen 

ein  Tollständiges,  welches  wir  H\n  oder  ^  nennen;  das  andere 
möge  die  Amplitude  \a  haben,  hervorgehend  aus 

und  die  Integralfunction  wird  nun  zu 

Der  bisher  vorausgesetzte  Kegelschnitt  ist  eine  Ellipse,  das  um- 
gekehrte Vorzeichen  von  b^  ergiebt  also  eine  Hyperbel. 

Die  analytischen  Determinationen  stehen  also  in  Abhängigkeit 
von  den  geometrischen. 

Wie  schon  bemerkt,  kann  man  unterm  Integralzeichen  noch  mit 
sin^y'multipliciren,  ohne  dass  das  Theorem  seine  Gültigkeit  verliert. 

Bemerkenswert  ist,  dass  die  Relation 

tgiXitglyjtgiys-^atg^) 

von  der  Centrale  R  und  dem  Halbmesser  des  Kreises  «  unabhängig 
ist.  Sie  gilt  auch  noch  für  die  Asymptoten  der  Hyperbel  mit  den 
Halbachsen  0,  also  für  zwei  sich  schneidende  Geraden  unter  dem 

Winkel  y^  oder  y^  etc,  für  welche  also  auch  -   bekannt   ist.      Die 

obige  Relation  bietet  dann  noch  Veranlassung  zu  interessanten  Ent- 
Wickelungen  zwischen  einem  Kreise  und  zweien  ihn  schneidenden 
Graden. 

Ferner  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  die  zu  Anfang  aufge- 
stellte Gosinusgleichung  in  der  Form 
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co8y'+«C08y*+/Jc0By+y  —  0 

dsrch  Gleichsetzen  entsprechender  Goefficienten  zn  einer  geometri- 
schen  Anflösnng  dieser  nnd  ähnlicher  Gleichungen  dienen  kann, 
freiäch  anter  Beachtung,  dass  eine  Wurzel  negati?  sein  muss.  Die 
Achsen  des  Kegelschnitts  a,  h  sind  im  allgemeinen  beliebig.  Das 
ErdBcentram  sei  a;,  y,  der  Radius  =  « 

^  ^  ^  p        '     ^  "  c»  p 

*  e*P 

"- C-^"+ (=¥■■)■«+ (^)'+' 

Die  Wurzeln  y  sind ,  wie  schon  angegeben,  die  3  Winkel  des  von 
Kreis  und  Kegelschnitt  gebildeten  Yierseits. 

Lioge  z.  B.  Yor 

cosy«— Jcosy*— ^cosy+xV  =ö 

M  würden  fQr  die  gleichseitige  Hyperbel  die  folgenden  Coordinaten 
bestehen 

1  _  «*  a+«  +  g4-y)         ,       a«  (l~«+/3-y) 
•    ~2  y  '      y    "2  y 

oder  für  a  =  1 

Die  Construction  des  Kreises  mit  seinem  Yierseit  ergeben  die  Winkel 
7^  oder  ausgewertet 

cosyi  —  i,     cosy,  =  i,     cosy,  —  — i 

Fqt  diese  Argumente  hat  man  also  auch 

J  V{l-2siniy«)(l-||8miy*)(l-|8iniy*) 

m\6  -  -^ 

In  der  zugrunde  gelegten  Besolvente  können  wir  ferner  den 
Ptfimeter  «  oder  den  Kreisradius  variabel  annehmen  und  dadurch 
^  äner  neuen  Entwickelung  hyperelliptischer  Integrale  gelangen. 
^'ich  einer  Beihe  von  Reductionen  finden  wir 
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J   l//a« 


dy 


oder 


+  -^  y-t  cosvM-  j»  Bin  9>* )  C08  y 

\  \—^  +  cos^J:  j  (^+  cos  y)  (i\r+  cos  y) 


=    C 


üf  . 


iZ*(o*  cos  y«+&^C08y^)+  aH'^(^ 
B^c^  (a*8ingj*+&*C08^*)— a^^V 

ig^(o*C08g)'+^*C08<p^)— g^&'g' 

5*  «.  Ä*  —  2c«  Ä»  cos  29  +  c* 

Die  Summe  der  obigen  drei  Integrale  ist  stets  constant,  sofern 
die  Amplituden  /  concentrischen  Kreisen  entsprechen. 

Liegt  das  Ereiscentrum  auf  der  Ellipse,   so  geht  die  Relation 
über  in 

d\y  


/ 


}/(l-^,8iniy«)  (l-  (l+ *|cot9«)siniy«) 


—  C 


und  führen  wir  hierin  ein 

tgiytgy.  =  ? 

also  die  neue  Variabele  ^,  so  resultirt  die   elliptische  Integral- 
function 

dyf 


■s 


j/(l-  (l+  ^J  cot  9«)  cos  ^^ 


—  C 


und  es  ist 

h 

-cotg»  —  cot-B 

wo  E  die  excentrische  Anomalie  bedeutet. 

Man  kann  endlich  in  der  Resolvente  q>  als  variabel  betrachtea 
und  die  Gleichung  in  der  Form 

-X'iSin9+-ar,cos9)+-ys  —  0 
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äofsteUen,  worin  X  FuuctioneD  der  Wurzeln  sind.    Die  Integral- 
ÜLiction  wird  dann 

Die  Besolyente  nimmt  nun  die  einfache  Form 

-ar,co82<p+X3  —  0 

ao,  daher  ist 


ZI         ^'^'y  r 


Torin 

Sf^eos y'+^r^  (a*  - b*)  cos y-\ ^^i^- 

I,  _  _  cos  />  —  (Ä«(a«  +  6»)  -  2a»i»  +  (o« + i«) «»)  ^^* 


c*#« 


cosy 


+C08y ^-i 

Bei  der  Bildung  der  Summe  ^2+^s  ^^^  ^^^  Differenz  X2-X^ 
lisst  sich  ein  Factor  1  —  cos/,  bzhw.  l-^cosy  herausheben,  deren 
Prodnct  sin/'  ist;  da  aber 

dcoBy  —  —  sinydy 

ist,  80  erh&lt  man  schliesslich  nach  einigen  Reductionen  die  Function 


/ 


dr 


y  (^co«y»+2 ^- ,-'= cos  y +nj  X 

y  co8r»+  2 ^5^-! cos  y+n'j 


2J8«ft«{a«+6«) — 2a«&»c«4-  (a*  —  6«)  >« 


,       2iR»a»(a»+**)+2a«J»c»4-(«*— i*)«« 


=  c 


«**« 
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dy        


/ 


•/(C08y*+2OTC08y +*»)  (C08y*+2w'co8y +n') 


=  C 


Zwischen  den  Werten  mm^nn'  findet  folgende  Bedingangsgleichnng 

stfttt: 

(m +m'  -  iin  —  n'))*  =  2(m'  -  m  +  1)  (n  +  n') 

Für    cosy  —  a;    ergiebt  sich  eine  Function  6.  Grades,  deren 
Radical  man  folgende  Form  geben  kann 


,  —  y(l  -»«) {x—a)(x  —  ß){x-y) («  — d) 

oder  eine  entsprechend  andere,  wenn 

sin  Jy*  ^  z 

eingefahrt  wird.  Die  abgeleitete  Function  gilt  für  alle  Kreise  vom 
Halbmesser  «,  deren  Centra  anf  einem  mit  dem  Kegelschnitt  con- 
centrischen  Kreise  vom  Halbmesser  R  liegen. 

Die  Functionen  vereinfachen  sich  bedeutend  für  eine  gleich- 
seitige Hyperbel.  Die  Constante  sföljt  sich  wieder  als  eine  Snmme 
von  Integralen  dar,  deren  Amplituden  sich  ans  der  speciellen  Lage 
des  Kreises  ergeben,  wonach  dessen  Mittelpunkt  entweder  in  der 
-T-  oder  r-Achse  liegen  kann,  also  q>  =  Ö^Qder  —  90®  ist 

Wir  wählen  jetzt  als  Variabele  zwischen  Kjeis  und  Ellipse  den- 
selben excentrischen  Winkel  <)p,  welcher  bei  dl^r  Rectification  der 
Ellipse  vorkommt  und  leiten  folgende  Gleichung  «ab: 

tgi^V  — Ä*~*»— 2JÄsina)4-4-Racos«tgi9>*     \ 

+  (2#«-2Ä«+2Ä«-4a»)tg}9«+4Äacosatgi<p+*'-Ä«-J» 

+2^8ino»0 

\ 

Nach  den  von  uns  früher  mitgeteilten  Methode^  ergiebt  sich 
hieraus  die  Resolvente 

cosy» ^^ -| cosy'+  (— j-(a*cosa*+*»sma)-i  jcosy 

i _ _  (— a*cosa*+6*sina')  =-  i 

c  c 

Nach  den  anfangs  aufgestellten  Relationen  betracbtei.^^  ^^^"^ 
cos  y  als  »  und  i^  als  y  und  erhalten  nach  Durchführun^/^^^  ^^' 
nungen 


i   j 
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(l+{tga*)8inly«) 
—  C 


Aach  hier  haben  die  y  geometriBche  Bedentang.  Errichtet  man 
nimlich  in  den  Schnittpunkten  yon  Ellipse  und  Kreis  Normalen  zur 
grwien  Achse,  so  geben  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  die  Ellipse  um- 
Khliessenden  Kreise  vom  Kadins  a  vier  Punkte,  deren  Verbindungs- 
lenden  ein  Kreisvierseit  liefern  mit  den  durch  sie  gebildeten  Winkeln 

Die  Gonstante  C  der  hyperelliptischen  Integralfunction  folgt  aus 
dff  Bemerkung,  dass  die  Function  fttr  alle  R^  also  auch  fOr 

iZ  »  0 

[üt,  wodurch  die  Wurzeln  der  Resolvente  sich  auf 

cosyi,  —  ±  1,    cosya  — ^ 

.'Radien.    Also  ist  hier 

Ti  -  0,    y,  -  ISO*,    sinlyj«  -  —^ sini«* 

Die  hyperelliptische  Function  hat  also  folgende  Form 

Bkrin  ist,  wie  früher,  H^n  das  YoUständige  Integral. 

Yenllgemeinem  wir  auch  hier  wieder  das  geometrische  Theorem 
a  ein  analytisches,  indem  wir  einführen  die  Moduii 

a*  —  --    etc. 

so  gelangen  wir  wieder  zu  demselben  Satze,  den  wir  als  den  ersten 
Tfirliin  aufgestellt  haben. 

Nehmen  wir  ferner  in  derselben  kubischen  Resolvente  a  variabel, 
vooach  also  jetzt  der  geometrische  Ort  der  Kreiscentra  ein  Kreis 
Ton  Halbmesser  R  ist,  so  führen  die  bekannten  Reductionen  auf 
äe  FttDction 

^ c 


[/(cosy*  — (»»+l)co8y+mH ^)x 


/                                             AR*  b*\ 
Icosy*— (m— l)cosy— »iH ^4~~) 
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m 


deren  Amplituden  ans 

(4Ä*  \ 

--p  (a*  cos  o*  +  **sin  a*)  —  1 1  cos  y  + 

4J?* 
-| ^  (a*C08«*— Ä'sina*)  =  O 

folgen.  Die  Gonstante  folgt  ans  der  speciellen  Lage  des  Kreises 
für  a  —  90^  es  ist  dann  yi  »  0  nnd  die  andern  Wurzeln  folgen 
aus 

COSy*  — (m— l)c08y  — toH j—  —0 

c 

nnd  diese  geben  die  Amplituden  der  Integralconstanten. 

Ganz  allgemein   und  von  geometrischen  Rücksichten  frei  kann 
man  die  Function  in  der  Form  schreiben 


/ 


dy 


y(co8y*— (f»  4-1)  cos  y+i»+y);(cos  y*  —  (m  —  1)  cos  y  —  w-j-A) 

4Ä«a«  4i2*5» 


und  die  Elimination  von  sina^  aus  den  Wurzelformeln  der  Resol- 
vente ftthrt  auf  die  Bedingungen 

cos  Yi  "f*  cos  yj  +  cos  y^=^  m 

cosyi  cos  ytcos  yj  (y — ä)  +  (cosyicosy, + cosy^cosys  -|-  cosyscosyi  )lg-\-h) 

Sind  diese  Bedingungen  zwischen  den  3  Amplituden  y  erfüllt,  so  be- 
steht die  Function 

^yi+JBTyji  +  Äy,  =  Hö^  +  Hö^ 
während  die  Amplituden  der  Integralconstanten  aus 

COStfi  _  TO— l±y(m|+0*-"'^ 
CO8  02  ""  2 

folgen.    Man  kann  übrigens  statt  cosy  auch  tg^y'  einführen,  wo- 
nach z.  B. 

tglyitgiy,tgly8  =  ^cota 
und  ähnliche  andere  Ausdrücke  sich  ergeben. 
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Alle  bisher  abgeleiteten  Functionen  stellen  in  gewissem  Sinne 
AdditioDstheoreroe  hyperelliptischer  Integrale  dar,  deren  Amplitnden 
cid  Modali  geometrische  Bedentang  besitzen.  In  bestimmten  F&llen 
kdonen  fibrigens  auch  elliptische  Integrale  auftreten,  beispielsweise, 
TeoB  wir  die  Besolvente  der  Gleichnng  der  Normsden  der  Ellipse 
^  Entwickelangen  zugrunde  legen. 

Von  einem  Punkte  R(a)  ziehen  wir  Normalen  an  die  Ellipse 
nd  von  den  4  Fasspunkten  Parallelen  zur  kleinen  Achse  b ;  die 
Sdiflittpankte  dieser  mit  dem  die  Ellipse  umschliessenden  Kreise 
'=»a)  liefern  durch  ihre  Yerbindungsgeraden  ein  Ereisyierseit  mit 
^Winkeln  yiYty^i  welche  aus  der  Gleichung 


cos 


f+(^  (a»cosa«+ft«sina«)-l)co8y  +  ^^sin2«  =  0 

Vorgehen. 
Yeigi.  die  Abhandl:  Trigon.  Aufl.  biquadr.  61.    1884. 

Wir  betrachten  a  als  Veriabele   und  erhalten    nach  bekannten 

PriadpieD 

z  r ^y  =  c 

7    J/cos/-^l--J-i2«jcosy«+— ^ä- 

vdehe  auch  unter  dem  Zeichen  noch  mit  cos)^  multiplicirt  werden 
^.  Diese  Function  kann  in  eine  elliptische  reducirt  werden.  Die 
CoBstaote  l&sst  sich  berechnen  aus  einer  speciellen  Lage  von  i2(o) 
rtr  o  =  9(y>    wird 

y^  o.  900    unfl    gjny^    und    siny8:=d:-3f 

f^ches  die  Amplituden  der  Constante  sind.  Die  Reduction  wollen 
<ir  hier  indessen  nicht  durchfuhren,  da  dieselbe  leicht  ist,  aber  noch 
^ken,  dass  die  obige  kubische  Gleichung  leicht  mit  der  aus 

cos3y  =  4cosy* — 3cos/ 
'Menden 

cos  y*—  J  cosy  —  i  cos3y  —  0 

^>^Qrt  werden  kann,  deren  Resultat  auf  eine  Trisection  des 
Kinkels  mit  Hfllfe  der  Normalen  der  Ellipse  führt,  was  wenigstens 
'•kretischen  Wert  besitzt 

Das  Termittelst  der  Kegelschnitte  und  des  Kreises  die  Trisection 
^''^licht  istf  haben  wir  in  der  oben  citirten  Abhandlung  bewiesen. 
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In  Bezug  auf  die  Normalen  der  Ellipse  wollen  wir  hier  eine 
IntegnUfanction  ableiten,  welche  mit  einem  Integral  der  Central - 
bewegung  auf  Grund  des  Newton'schen  Attractionsgesetzes  in  Ver- 
bindung steht 

In  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ziehen  wir  von  einem  Punkte 
xy  Normalen  an  denselben,  und  bezeichnen  die  entsprechenden  Ra- 
dienvectoren  von  einem  Brennpunkt  an  die  4  Fusspunkte  mit  r. 
Der  Brennpunkt  ist  zugleich  der  Goordinatenanfangspunkt    Für 


r  — 


l  +  ecosü 
findet  man  folgende  Gleichung 

r4  -.4ar» +(jpa+5a«4-  (2  -  e^)\u)  r« 


u  — 


Wir  nehmen  r  und  xe'{'2p  yariabel  an  und  suchen  die  entsprechende 
Function.    Sie  ist 

dr 


^f 7= 


welche  wir  noch  mit  r{r^a)  multipliciren. 
Demnach  erhalten  wir 

J    V— r»+2ar  — a«(l  -e«) 


Cy 


Wir  nehmen  nun  an,  dass  der  Kegelschnitt  von  einem  nach  dem 
Newton'schen  Gesetze  afficirten  Punkte  beschrieben  werde,  welcher 
die  4  Normalenfusspnnkte  in  den  vom  Perihel  an  gerechneten  Zeiten 
<i^<8^4  pftssirt.  Von  diesen  4  Punkten  wird  einer  in  die  eine,  die 
drei  andern  in  die  andere  Hälfte  der  Bahn  fallen.  Da  nun  das  oben 
gefundene  Integral  die  Zeit  der  Bewegung  definirt,  so  existirt  nach 
Feststellung  der  Vorzeichen  und  der  Constanten  für  alle  Normalen 
der  Kegelschnitte  der  Centalbewegung  die  folgende  Relation 

2Vp 

-«i+«i+<s+«4  -  4^--i7  y 

worin  T  die  Umlaufszeit  bedeutet. 

Es  ist  aber  y  oder  iZsina  die  Gleichung  einer  der  grossen  Achse 
parallelen  Geraden;  daher  sagt  die  abgeleitete  Formel,    dass  alle 
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Normalen,  welche  von  Pankten  einer  der  grossen  Achse  parallelen 
Genden  an  die  Planetenbahn  gezogen  werden  können,  in  ihren  Fuss- 
pBDkteo  Bogen  und  damit  entsprechende  Zeiten  begrenzen,  deren 
iigebraische  Bamme  eine  constante  Grösse  ist. 

Wenn  wir  anstatt  t^  die  Ergänzung  zu  ^T  setzen,  indem  wir 
diese  Zeit  ?om  Aphel  an  rechnen,  so  erhalten  wir  die  die  einfachere 

Formel 

h'-h—h  +  h  —  -]—  y 

Man  bemerke,  dass  die  Constante  nur  vom  Parameter  und  der 
Exentricität  abhängt  und  die  Formel  also  für  alle  Gattungen  der 
iegelscbnitte  gültig  ist.  Indessen  ist  bei  der  Parabel  nachzusehen, 
was  aas  t^  wird,  da  der  entsprechende  Normalenfnsspunkt  in  die  Un- 
«^adlichkeit  fällt  Dass  diese  Zeit  nicht  gleich  null  gesetzt  werden 
iarf,  dieselbe  vielmehr  einer  bestimmten  Grenze  zustrebt,  lässt  sich 
$0  entwickeln:  Die  Normale  bilde  mit  der  grossen  Achse  den  Winkel 
^  aod  schneide  mit  letzterer  auf  der  elliptisch-parabolischen  Grenz- 
cane  den  Bogen  60  ab,  welchen  wir  mit  der  Geschwindigkeit 


"0  -  Ä  Kr 


lieichfönnig  beschrieben  denken.    Alsdann  ist 

da 

Da  ferner  die  Normale  auf  der  Achse  die  Strecke 

^hneidet  und. 

QÖm^^  da 
ist,  so  folgt 

d(Q  6m 

*  ^0  ^0 

Und  indem  wir  noch  berücksichtigen,  dass 

y  «■  (ac(l+e) — x)8of 

!o  folgt  nach  Einsetzen  dieser  Ausdrücke 

l+e  y 


h^Vp 


e(l+e)^l 


i  L  indem  wir    6  =:  1    einführen 

Ank.  d.  lUfh.  «.  Phyt.    3.  B«ili6,  T.  XL  10 
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und  die  Zeitrelation  für  die  Normalen  der  Parabel,  deren  drei  sind, 

reducirt  sich  auf 

Vp 

Wir  haben  also  auch  für  die  Parabel  den  Satz,  dass  die  alge- 
braische Summe  der  Zeiten,  welche  zur  Zurückiegung  der  durch  die 
3  Normalen  begrenzten  vom  Perihel  an  gerechneten  Bogen  eine 
constauto  Grösse  ist,  wenn  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte 
der  Normalen  eine  der  grossen  Achse  parallele  Gerade  /Zsiua  ist. 

Die  Gleichung  dieser  Normalen  in  Bezug  auf  die  wahre  Ano- 
malie p  ist 

(       R         \  R 

tgi^^-f-l  1-}-  -cosaj  tg^t?  =  —  sina 

Lassen  wir  i^sina  in  die  Directrix  der  Parabel  fallen,  so  ist 

iicos«  =  2q 
und  die  Gleichung  wir: 

welche  eine  reelle  Wurzel  besitzt. 

Man  kann  dieselbe  benutzen,  um  aus  der  Anomalie  eines  eine 
Parabel  beschreibenden  Kometen  die  verflossene  Zeit  mittels  einer 
durch  den  betreffenden  Parabelpunkt  gehenden  Normalen  zu  finden. 
Die  von  letzterer  auf  der  Directrix  abgeschnittene  Strecke 

h 

ist  der  Zeit  der  kometarischen  Bewegung  proportional.  Die  Lösung 
dieser  speciellen  Aufgabe,  Zeit  aus  Ort,  wird  also  durch  die  Parabel 
selbst  vermittelt. 

Ein  Kreis  schneide  einen  Kegelschnitt  in  4  Punkten.  Die  Cen- 
trale beider  sei'iZ,  ihr  Winkel  gegen  a  gleich  o,  der  Halbmesser 
sei  gleich  «,  die  Winkel,  welche  die  4  Halbmesser  des  Kreises  nach 
den  Schnittpunkten  mit  der  Centrale  bilden,  seien  &i^t  etc.  Alsdann 
bat  man  als  Gleichung  derselben 
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((J?+i)*(a«8iii««+6«C08a«)  — a«Ä«)t«i5*  — 2A(Ä+#)8in2atgi^» 
+ 2  ((2?  -  *«)  (a«  sin  a« + d«C08  «»)  +  2*«(a«C08a« + bhina»)  -a«Ä*)  tgj^ 

-2A(Ä-#)8m2at«i^+(jR-#)«(a«8ina«  +  6«co8«*)— a«5«  =-  0 

I 

I 

In  dieser  nehmen  wir  tg^  und  R  variabel  nnd  verfahren  wie 

^er.   Man  findet  schliesslch 

cosi^*^!«;^ 


•fv- 


a*8ino'+Ä*C08a* 


und  da  man  noch  mit  igid^did-  mnltipliciren  darf 


•J    V     ""  a*  sin  o*  +  b^  cos  a' 

mithin  auch 


8in^« 


*/    r  a*8in«*+J*C08a* 


Nennen  wir  r  den  fillipsenradins,  in   dessen  Richtung  R  liegt,   so 

istaach 


man  s  als  den  zn  r  conjngirten  Halbmesser  an,   welche   den 
M)BJQgation8winkel  o  mit  ihm  bildet,  wonach  also 

rfsinco—  ab 
'%  so  folgf  auch  noch 


.  p     :idid' 

J   Vi— sin«« 


sin^« 


I^b  Substitution  der  beiden  ersten  Integrale  erhält  man  noch 


^  n dsin 


=  -  C 

sin^« 


^Integration  ergiebt 

10* 
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arc  6in 


'°  (H  ^'°  "^V  "^  ^^^  ^^°  (^  ®^^   V  "^  ^^  "°  W  ®^^    V 

-{-arcsiQ  ( -i  siü^^J  «  C 

und  hiermit  verbindet  sich  noch  die  allgemein  gültige  Relation 

^i  +  ^8  +  ^«+^4  =  360«— 4(p 

Betrachten  wir  dagegen   den  Radius  des  Kreises  in  Beziehung 
auf  den  Wurzelwert  als  variabel,  so  findet  man 


cos^^^d^^ 


y  a* + 6*  —  i2^  -f  c^siu  2a .  sin  2i^  +  ( i2*  —  c^  cos  2o)  cos  2^ 

multlplicirt  man  diese  Function  mit  tg}^^  und  addirt  sie  zur  vor- 
stehenden, so  folgt 


l/  ö*+**— 72^ 

V  R^^2c^R^cos^2a+\^  +cos2(d-.) 


wenn  wir  einführen 

c^8in2a 


tg2£ 


Ä^— <?*cos2« 


Diese  Ausdrücke  haben  geometrische  Bedeutung.  Ziehen  wir 
nämlich  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  nach  den  Brennpunkten  des 
Kegelschnittes  zwei  Strahlen,  welche  einen  Winkel  ß  einschliessen, 
so  lässt  sich  die  folgende  Formel  leicht  erweisen 

cosp  =-  — 


Vi2*  —  2c«  Ä*  cos  2«  +  c« 
uud  die  Function  nimmt  die  Form  an 

2;   r  '^^^-'^ «  c 

J   ysini/3*-sinT'9--6)« 

In  dem  genannten  Dreieck,  dessen  Grundlinie  »  2c,  dessen 
Mittellinie  R  ist,  seien  die  durch  letztere  geteilten  Winkel  des  Win- 
kels ß  gleich  y  uud  yj,  dann  besteht  die  Formel 

c*sin2a  ^   „  y—  Vi 

tg(y-yO«^,_^,^^-2-=tg25,      «-'-g- 

80  dass  auch  e  gjpometrisch  bekannt  ist. 
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Wir  betrachten  endlich  noch  folgenden  Fall: 

Es  sei  der  Mittelpunkt  des  Kreises  vom  Badius  s  um  die  Strecke 
R  Ton  einem  Brennpunkt  eines  Kegelschnitts  entfernt.  Der  Winkel, 
den  R  mit  der  JT- Achse  eiuschliosst,  sei  er.  Die  Schnittpunkte  heider 
Cinen  verbinde  man  mit  dem  Kreiscentrum  durch  Radien,  welche 
:it  der  Terlftngerten  R  die  Winkel  &  etc.  einschliessen  mögen.  Aus 
m  beiden  Relationen 

Esma-i- 8 Bin (d-'f-a)  « 


ÄC08a+*COS(t'/  +  a) 


1 — ecoBtp 


1  -  e  cos  q) 

i'ii^  Dach  Elimination  von  (p  die  Gleichung 

iiP+*»-|>2  — e«i2«cosa«  — 2pcÄco8a  — tf5J52co8a*-f-2Ä«««cosaf 
+2pescostt-'2Rs)tgi&* 

-|-(4^6^8ina  cos  a-f- 4/76«  sino  —  46***8inocosa)tg^^' 
+ (2Ä« + 2**  -  2p»  -  2«*  jR»  cos  a«  —  4;>«  i2  cos  «  —  «*  «« 
+3««»«c08  2a)tgi(f* 

•\-(iRse*sinacosa'{-4pe8S\na-{'4e^8^smacosa)tgl& 
•f  Ä*+**  —  p*  — «•ä*co8o*  —  2p«i2cosa  — c*«*cosft* 
-2Ä*e*C0Sa»— 2pe«cosa+2Ä»  —  0 

In  Bezug  auf  tg^^  sehen  wir  R  als  variahel  an,  und  erhalten 
^h  den  anfangs  aufgestellten  Kegeln 

^  r cosj&^did- ^ ^, 


2 

««)sin^*-l6^8in«.sinö'+8^2 

S  o 


i  r 

J  [/sin^  — ö(l  — 

r  C  smi&^di& ^ 

J  j/8in^-8(l  — e«)sin*«  — 16^^^sina.8iu^  +  8^^ 

,/  |/8in^-.8(l-e»)sin^^»- 


16  — 8ino8iu«-  +  8^«- 

8  '         «* 


108  den  beiden  ersten  durch  Subtraction  fUr  sin^  »  a; 


^r=     —     C 


—  lQ^-sma.x^S^^ 
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Die  Samme  dieser  Integrale  ist  constant  fflr  alle  Kreise  von 
constantem  Radius,  deren  Centra  anf  einer  gegen  die  Achse  mit 
dem  Winkel  o  geneigten  Geraden  liegen.  Die  drei  ersten  Functionen 
sind  hyperelliptisch,  die  4.  elliptisch.  Man  kann  also  speciell  der 
letztem  in  der  Form 


~Bx  +  C 


eine  geometrische  Bedeutung  abgewinnen,  wenn  man  aus  den  Con- 
stauten  ABC  6\^  Werte  -,  6,  sina  entwickelt  und  a;  —  sin^  setzt. 
Sehr  einfach  wird  sie  für  die  Parabel,  da  dann  die  Functionen 


-fTT. 


=  c 


|/sind*  —  16^sina.sin^  +  8  ^ 


/ 


dx 

—  C 


[/»*  — 16£sino.aj+8^ 


auftreten. 

Wenn  wir  die   ^    so  wählen,   dass  sie  2  rechte  Winkel   nicht 
überschreiten,  so  müssen  die  Amplituden  noch  der  Bedingung 

genügen. 

In  gleicher  Weise  erhält  man  für  $  als  Yariabele  die  hyper- 
elliptische Function 


/ 


—  C 


iA  sin  d*  +  ^  sin  ^^  +  Csin  ^«+  Z)  sin  d  + 1 
B  =i  —  sinö(2— 2tf*co8o-|-  —  cos«) 

Z)-»  2  —  sma 
und  analog  wie  vorhin  für  sin^  =  « 


/ 
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dx 


ud  die  Amplitadenrelation 

|ili  Mch  hier.  Die  obigen  Fanctioneii  gelten  fttr  alle  Kegelschnitte 
md  Kreise  mit  hinsichtlich  der  letzteren  festem  Mittelpunkt  and 
beliebigem  Radios. 

Die  merkwürdigste  und  schönste  Integration    liefert   uns   die 

Cusiniscbe   Linie   in  Verbindung   mit  einem   sie   in   vier  Punkten 

schoeidenden   Kreise.    Das   Kreiscentmm   habe  wieder   die   Polar- 

coordinaten   R(a),    Wir  ziehen  Yon   den  beiden  Brennpunkten  nach 

den  4  Schnittpunkten   Strahlen,  welche   die  Winkel    6   bilden,  und 

entwickeln  die  fflr  tg^6  geltende  Gleichung,  indem  wir  die  Gurven- 

gleichnng 

r*  -2c«r«C0s29+c*  —  r* 

ngnmde  legen.    Nach  einigen  Entwickelungen  folgt 

((l-/j)t-4p!(^-l)cosa«)tgie*-4^(/?^l)sin«tgi9» 

2|Jt- 2+4  ^  -  P"  i?«cos «»  j tgie» -4- (^+1) 8in«tg je 

+  {!+««-  4  J'  (^,+l)  C08«»  -  0 

Hierin  nehmen  wir  den  Radius  «  oder  /J  d.  L 

ß ? 

wiabel  und  verfahren  wie  früher.  Nach  einigen  Reductionen  er- 
balten wir  die  für  alle  concentrischen  Kreise  gültige  Formel 

cos|e«c?je  __ 


/  V('-^ 


■8inje«j(i+^^cosie2) 


4R 

—  cos« 
e 


smie^die 


4Jl 

COSO 

c 


j/(l  -  ^*  sin  ie«)  (l+  f,  coslW^ 
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J  VF 


AR 

—  cosa 
c 


IsiniS^^  (l+ JcosJÖ*) 


Diese  Functionen  sind  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  weder  s 
noch  R  noch  a  enthalten,  also  ganz  unabhängig  sind  von  der  Lage 
oder  Grösse  des  Kreises,  welcher  auch  in  eine  Gerade  ttbergehen 
kann. 

Die  Constauten  oder  die  Modali  der  Function  sind  nur  abhängig 
von  den  die  Gurve  constituirenden  Grössen  c  und  q. 

Die  Integral function  hat  demnach  einigen  Wert  für  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  und  zwar  um  so  mehr,  als  man  dieselbe 
noch  auf  solche  der  ersten  Art  mit  einer  Amplitude  reducircn  kaun, 
die  ebenfalls  eine  geometrische  Bedeutung  hat.  Der  Focalwinkel 
S  zwischen  zwei  Brennstrahlen  der  Cassinischen  Curve  steht  näm- 
lich mit  dem  von  den  zwei  Scheitelstrahlcn  gebildeten  Winkel  y  in 
folgender  Verbindung 


tgjetgy 


\M+^^ 


Diese  Scheitelwinkel  sind  die  Winkel,  welche  die  von  den  End- 
punkten der  grossen  Achse  nach  einem  beliebigen  Punkte  der  Curve 
gezogenen  Geraden  mit  einander  einschliossen.  Im  folgenden  nehmen 
wir  stets  den  spitzen  Nebenwinkel  von  y.  Die  Ableitung  dieser 
Formel  kann  vermittelst 

2rasin(s  ^       2rcsin<p 

r«  =  c'-|-g;*COS  &    etc. 

geschehen.     Unter  Benutzung  der  obigen  Relation  geht  nun    die 
Integralfunction  ttber  in 


J  V'-t-^u* 


welche  also  für  alle  Kreise   oder  Gerade   in  beliebiger  Lage  in  Be- 
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ziehang   auf  die    Cassinischen  Linien    gültig  ist   und    sich    durch 
El^anz  und  Einfachheit  auszeichnet. 

Ans  der  allgemeinen  Formel 


(/il^Jcosy« 
lebt  noch  die  folgende 


2   i  ^L-—-  -  C 


h 


also  ein  elliptisches  Integral  dritter  Art  hervor. 

Die  Einfachheit  des  Modnlns  dieser  Integrale  führt  auf  den  6e- 
^oken,  denselben  aus  den  Gonstanten  der  obigen  Gleichung  für 


=)/^' 


tgie  =  J/l+^,coty 

tgie*-^tgiö8+j?tgie«~ctgie+z>-o 

m  entwickeln.    Setzt  man 

so  folgt  nach  einigen  Rechnungen  der  Ausdruck 

flU»  J3- 2^C)  (jc  (1  —  2>)  + 1  + />)« 
+(C»-^»2>)(x(l-2>)  +  l  +  Z))(aj«(2  — ^)  +  J5a;) 

«^(.l«(x(l  — I>)+14-Z))  — (C«  — ^«Z>)(aj  — 1))« 

+(C*-  A^D)  (x (1  —  Z))  -f  1 4-  2>) 

>lso  ffir  X  eine  kubische  Gleichung,  deren  Wurzeln  drei  verschiedene 
Werte  von  -^  oder   der  Elemente  der  Cassinischen   Linie  repräsen- 

tiren.  Bedingung  ist  nnr,  dass  die  Werte  S  der  Curve  den  Wurzeln 
<l«r  Gleichung  genügen. 

Die  Integralfunction  der  Cassinischen  Linie 

£  I  ^      =  —  c 


.  r     ^y 
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ist  sehr  merkwOrdig,  weshalb  wir  noch  etwas  bei  ihr  yerweilen 
wollen.  Die  Constante  ist  entweder  —  null  oder  —  2K.  Wir  wollen 
fflr  die  getrennten  Oyalen  der  Carve  die  verschiedenen  Formen  der 
Functionen  anführen. 

Legen  wir  durch  diese  Ovalen  einen  beliebigen  Kreis  oder  eine 
Gerade  und  zwar  durch  die  obern  Hälften  der  Gurren,  so  ist  die 
Function 

wonach  also  /i  und  y^  in  der  einen,  y,,  y^  in  der  anderen  H&lfte 
liegen. 

Geht  nun  der  Kreis  oder  die  Gerade  durch  einen  äussern  Schei- 
telpunkt, für  welchen  also 

y4-=90o 
so  ist 

F,  +  F,^F, 

Wandert  nun  der  4.  Schnittpunkt  von  Kreis  und  Gurve  in  die 
untere  linke  Hälfte  der  letztem,  so  ändert  das  entsprechende  Inte- 
gral sein  Vorzeichen,  und  man  hat 

Fi-i-F^  —  F^—F^ 

Rtlckt  der  3.  Schnittpunkt  in  den  innern  Scheitelpunkt,  so  ist  wegen 

ys-o 

F^+Fi  —  K^F^,    oder    F^  +  F^+F^  =  K 

Wandert  auch  der  3  Schnittpunkt  in  die  untere  linke  Hälfte, 

so  wird 

F^  +  F^+F^+F^-^^K 

Bertlhrt  der  Kreis  oder  die  Gerade  die  linke  Ovale,  so  ist 

Fi+F^+2Fs  =  2K 

Berührt  er  auch  die  rechte,  so  folgt 

F^+F^  -  K 

FtLr  eine  tangirende  Gerade  lässt  sich  dies  leicht  bewahrheiten 
Man  hat  nämlich  für  diesen  Grenzfall 

sin2g()  —  p,    r*  —  c*  —  g*,    cos  6  —  —  -^  sin^* 
also 
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Die  Bedingung  fflr 

oder 

dy  K 


f 


Vi  —  A?«  cos  y«       2 

ist  aber 

cotgy«  —  r> 


welche  mit  der  abgeleiteten  fibereinstimmt.     Die  obigen  Relationen 
geben  Ltenngen  von  Additionsproblemen  elliptischer  Integrale  der 

enten  Art 


J    Vi  — ifc»siB»* 


lenn  man  ans 

*--s 
er 

&  eiisprechende  Cassinische  Cnrve  constrnirt  und  die 

y  —  900  — <p 

^  spitze  Scheitelwinkel  darin  eintr&gt  Tat  man  dies  für  die  drei 
Argomente  ^j  7t9s,  nnd  legt  einen  Kreis  durch  diese  Punkte,  so 
entspricht  der  4.  Kreispunkt  in  seinem  Winkel 

yi  -900-94 

<ier  gesuchten  Amplitude  fflr  diejenige  Function »  welche  unter  den 
iBgefthrten  enthalten  ist,  unter  welchen  also  die  Relation 

ov  ein  specieller  Fall  ist 

Ist  1^  grösser  als  die  Einheit,  so  tritt  eine  geschlossene  Cassi- 
nische Curve  mit  Grenzbedingnngen 

cosy,  -  ^ 

uf,  vfthrend  die  Relationen  im  wesentlichen  die  entwickelten  sind. 

An  sie  knttpfen  sich  eine  zahlreiche  Menge  von  Formeln  zwischen 
^  Amplituden  unter  den  Beziehungen  von 

cos  9,  sin  9,  Vi  —  Ä'siny* 

wie 
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COS  q>i  COS  9s  —  sin  tpi  sin  q>^  da  »  cos  g>^  cos  74  —  sin  q)^  sin  q)^  Ja 

coto  «  <^oty^^yg  + cot  y^^/yj  ^  cot  yg  ^y4  +  cot  y^  dy^ 
1  —  cot  yj  cot  y^Ay^Äy^  **  1  —  cot  yg  cot  y^^yz^y^, 

n.    a.    m. 

Man  bemerke  noch,  dass  in  der  Relation 

i^i  +  JFi  =  F8-F4 

für    Fl  —  -Fi  =  F4    hervorgeht 

Fs  =  3F, 

was  eintritt,  wenn  der  Kreis  die  erste  Ovale  in  einem  Punkte  yj  be- 
rührt, und  die  andere  in  einem  ähnlich  liegenden  Punkte  schneidet. 
Die  gesuchte  y^  gehört  dem  4.  Schnittpunkte  an. 

Die  Cassinische  Linie,  bat  also,  wie  wir  bewiesen,  für  die  ellip- 
tischen Integrale  dieselbe  Bedeutung,  wie  die  Kegelschnitte. 


II. 

Die  folgenden  Entwickelungen  werden  im  Anschluss  an  die 
„Transformationen  der  ellipt.  Integrale  u.  Funct  etc.'^  eine  Reihe 
hyperelliptischer  Integrale  aufstellen,  welche  auf  elliptische  reducir- 
bar  sind. 

Am  a.  0.  haben  wir  auf  S.  171  eine  Kettenlinie  zugrunde  gelegt 
in  der  Form 

und  haben  für  a;,  ^,  9  vermittelst 

r      d^ .         8 

u  ^^  I     ,  ~,       sing)  -=■  — TT 

J    Vi— Aising)*  y-^ 

folgende  Reihen  abgeleitet 

q       .    nu  q^       .    3»»  q^       .    hnu 


y  =  ifc^^-iFFAI^=^'^'^"^^=?'^' 


E         4jr*  l     q^  nu         2g*  27tu 

+  1— gi«c^»   K      "J 
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deren  Argament  i»  das  Integral 


/ 


ist    Eine  weitere  fintwickelnng  für  byperelliptische  Integrale  läBst 
sich  and  zwar  für  den  5.  Grad  aaf  Grund  der  Formeln 

y«  —  2       »       '«  ""         2 


1/    V 1  — ik^sino)«* 


anbahnen.    Man  hat  zunächst 

yj+'s  =  «**»      ys  -"«8  =•  «"•'' 

8   8  

iml  weil  

so  folgt  weiter 

8 


-»/- 


y8-Vy8*-i 

ins  beiden  folgt  durch  Addition 


y — 


8       8 

>V8+ Vy^*=T  +  ^'ya  -  Vys«^ 


welches  die  reelle  Wurzel  der  Gleichung 

y*— fy— iya  — 0  ist. 

Bez.  d.  Aufl.   d.  kubischen   u.  höheren  Gleichungen  durch  die 
Kettenlinie  sehe  man  a.  a.  0.  S.  262  nach. 

Ans  der  letzten  Gleichung  folgt 

cly,  =  3(V-l)dy 
FlUiren  wir  diese  Ausdrücke  in 
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=  <^y8 

ein,  80  erbalten  wir  das  hyperelliptiche  Integral 

Die  Yariabele  y  dieser  Art  von  hyperelliptischen  Integralen 
nnd  der  dieser  Form  analogen  kann  man  also  als  die  Ordinate  einer 
Kettenlinie 

y  =  — 2— 

betrachten,  deren  entsprechendes  x  zugleich  mit  3»  "-  a^  anch  y^ 
und  damit  #8  bestimmt,  womit  dann  anch  die  entsprechende  Ampli- 
tude 98  des  elliptischen  Integrals  desselben  Arguments  vermittelst 

erhalten  wird. 

Verfährt  man  in  ähnlicher  Weise  für 

Vh  —         2       '    '*  "■         2 
so  ergiebt  sich  das  hyperelliptische  Integral 

J  j/afe'  (,»-l)  (i±^'  -5y+2Qy»  -  16y») 

Vi  — fc^Bin"^« 
fttr  welche  dieselbe  Constniction  von 

&«  — 'ffg 
etc.  wie  vorher  dorcbznfflhren  ist. 

Demnadi  ist  allgemein  das  hyperelliptiscbe  Integral 

ndy 


J  j/2ife'(y»-l) 


auf  das  elliptische 
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znrfickzafbhreD  ,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  denn  die  gesachte 
Amplitade  ^m  ergiebt  sich  durche  eine  leichte  Constraction  ans 

ud  fn  nnd  sn  sind  bekannt  durch 

Tel]  durch  die  bekannte  Yariabele  y  des  Integrals  auch  «  and  dem- 
nach auch  das  übrige  bekannt  ist.  Vermöge  der  Eigenschaften  der 
Eettenlinie  ist  der  letzte  Ausdruck  leicht  geometrisch  zu  deuten. 
Tergl.  a,  a.  O.  S.  173. 

Yermöge 

n n 

y 2 

ht  man  anter  Benatzung  der  angefahrten  Beihen 

2nun 


2K 


3fl»     ,  3««»  ,       \\n 


2J5: 


3g»      .   Znun 
SIA 


1-^"-  2K 


-)f 


vodnrch  die  Umkehrang  des  hyperelliptischen  Integrals  bewerkstel- 
ligt ist. 

Man  kann    anch  zur  Darstellung  von  y  sich  der  Formeln  auf 
S.  174  und  186  ibid.  bedienen  und  demnach 

2 

:7ir  —,2g*  cos  -^  — 2g»sin  -^  + . . .  \ 


(l  +  2g8in^-;2g* 
I  ^^  Twwii  TT 
1  — 2gsin2^-2g* 


—  2g* cos  -g^ + 2g»sin  -^  + . . . 
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t 

1  — 23  8in^— 2g*co8-2^+2g»8in  -j^  +  '- 
1 +2^ Bin  2^  -  25*008  -^ —  2g» sin  -^^^  + . .  . 

benutzen.    Führt  man  die  ellipti8che  Tran8cendente 

«  1— -2gC08—  +25*C08— = 2q^C0S—^-\-.  .  . 

ein,  80  ist  anch  noch  vermittelst  dieser  Thetafunction 

2  2 


(fz^)Y,/*ff+"")V 


» (f + -)/     V»  (f  -  -). 


Ferner  sei 

S^s 2 '        •« 2 

dann  ist 

and 

E        4«*  /    5*  TU,  2</*         2««,   ,        \ 

oder  man  hat 

2ri« 


-/ 


K2*'('*+l)(^.--2«0 


«« 


2ii*   /     q       .   ^Uf  3g*      .    3«M,   ,         \ 


Fflhren  wir  hierin 

«-tgd 

wo  j  der  Winlcel  der  Tangente  am  Punkte  sep  der  Kettenlinie  ist, 
ein,  80  folgt 


(!+'■)  l/(SfJ)"-«.* 
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nlches  lotegral    man   mit    dem  bekannten   der  Pendelbewegung  in 
BeziehQDg  setzen  kann,  wenn  der  Ansscblagwinkel  a  dnrcb 

bestimmt  wird.    Der  Elongationswinkel  &  ist  dann  gegeben  dnrcb 

*'«tgi/5«,       a+/S«1800 

Eine  weitere  Transformation  der   durch  die  Kettenlinie  vermit- 
telteo  Integrale  führt  für  gerade  n  auf 


..-/ 


4(ly 


j/2*'(y»  - 1 )  (— 2^*'- "  +  8j«  -  8y«) 


U.    8.  W. 


Auf  S.  191  der  ,, Transformationen'^   haben  wir  die  Formel  ent- 
viekelt 

^  _  1       2r/  8m^-2g«sin-^.  +2g'^sm,2Z  * '  ' 
^*' +'^  ^  l"^27cos^^*  +2^«cos  5"  -  2.y3«  cos  '^^ 
Dafür  können  wir  schreiben 

C+4* C~l*  Ä^ 

10  ji,  yi  wie  «  Coordinaten  der  Kettenlinie  sind,  und  zwar  ist 

y\ ^  — ,      «•  =  -  -^2 

^  ist  wegen 

lach 

=  sin  öl  =  -  rz-r-: 

y\  et'+l 

^kL  d.  lUth.  lt.  Phy«,    2  Beihe,  T.  XI.  11 
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Der  obige  Quotient  der  Jacobi'schen  Transccndenten  ist  damit 
geometrisch  definirt  und  zwar  durch  den  Tangentenwiukel  ^^  des 
Punktes  x\y\^  wofür 

gilt.    Erhebt   man   entsprechende  Coordinaten   zur    4.    Potenz,    so 
resultirt 

Es  ist  aber  das  Argument  u  mit  y  durch  die  Definition 

dy 


"=/ 


^/(y*-  l){\+k'*-2k'y) 


verknüpft.    Fflhren  vir  hierin  anstatt  y  seinen  obigen  Wert 

8 ^_ 

^  **  cosdj*      cosd|*   ' 
ein  und  setzen 

sin  ö\^  z 
so  erhält  man 


"-/ 


^dz 


^  ^    a  "^    I     r.    1«  2711*         ^    _„  SttU     , 

1— 2^C0S  ^+  2<^"»C0S  -jr—^q^^CO^  —^  +  •  •  • 

Indem  wir  hierin  einführen 

sint^  ^lUv^'^indj 
wird 


(1+  Vk 


')V 


nnd  die  Umkehrang  dieses  Integrals 

«»*-  l_Vi'  i_254cosP+25'«cos?^"-2a3acos^^ 
Wir  haben  ferner  auf  S.  191  die  Formel 
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4  4 


l-Vfcsin  9  "* 


aufgestellt,  welche  wir   noch  zu  einigen  Transformationen  benutzen 

Tolien. 

Wir  setzen 

4  4 

^Vq    »;„""_  4        V^^      .:-3'^" 

1— Vö      Sä-    '  i~Vs 


a^  -  =— -r-8m;r7,-l  iIIvV^^°'2Z+  '  '  ' 


als  Abscisse  einer  Eettenlinie  fest,  und  führen  ein 


y 2~"'     ' 2 


=  tgd 


lad  es  ist 


also 


l+fesin^)^  2VA;8in(p 

^  ^  1  —  Arsincp*'  1 — ksmq)^ 

tg^i  =-  Vifcsinqp 

''^t/    Vi— Aising)« 

Wir  haben  nun  nachgewiesen,   dass  für   diejenigen  Coordinaten, 

Teichen 

«n  =  «aJ 

estspricht,  also  für 

'^  Bezug  auf  die  entsprechenden  Tangentenwinkel    6  und  ^n ,  deren 
Complemente  E  und  £n  seien,  die  Relation 

tgiEn  =  tgiE^ 

^ht   E  ist   also   hier    der  Winkel   zwischen  Tangente   und  F- 
iekse.   Demnach  ist  auch 

tg(450-idn)  =  tg(450-f  5)~ 
^  wegen 

tg|d  =  V^siuy 

1  —  Vk  sinyn       /l  — VArsinyX** 
l-f-V  Äsin^M  "^  \l-\-Vksmg)J 

Diese  Ausdrücke  können  aber  in  die  zu  Grunde  gelegte  Formel 
^Bgefabrt  werden,  und  man  hat  also  für  die  beiden  Integrale 

11* 
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/dtff    P  dtfn 

Vi— ib* sin 9«'     ^""^t/   yi-Ä:^8iu«p«« 
die  Relation 

4  4 

4  4 

/     Vg       .TT«*      ,     Vq^       .    3wtt   ,        \ 
=  ^VlZrv^«n^-ij33^,sin2^  +  ...j 

Beispielsweise  würde  fttr    n  =  3    zu  setzen  sein 

3sin9>-f"^sinqp* 
"nsP8=     i+3Arsiu<p"^~ 

Allgemein  ist  für  9^« 

,    .        o        yn— 1  1+Ä;sing>* 

n— 1 
j^n  «  2"+i .  (-1)  \ny ^| y»  H ^  — y^  . .  .^ 

wenn  n  ungerade,  und 


n 


wenn  n  gerade  ist. 

Hierdurch  erhält  man  allgemein  sing^M  durch  singo  ausgedrückt, 
und  man  hat  für  diese  Amplituden  und  Integrale  die  obige  Belation 
zwischen  den  betreffendeu  Argumenten  u  und  un. 


in. 

Ein  bemerkenswerter  Fall  der  Transformationen  ist  der,  dass 
sich  aus  ihnen  eine  Reihe  von  Fuuctioualglcichuugen  dritten,  vierten 
und  höheren  Grades  entwickeln  lassen,  von  welchen  wir  eine  schon 
mitgeteilt  haben.  Es  sind  Gleichungen,  deren  Absolutglied  eine 
Reihe  nach  Art  der  elliptischen  Functionen  ist,  und  deren  eine 
Wurzel  sich  ebenfalls  durch  eine  solche  darstellen  lässt. 


und  hyptreüiptiaehtn  Integrale,  165 

Anf  Seite  179  der  „Transformationea^^  haben  wir  far 

die  Gleichling 
,1+*;«    g  n^      (     q  nu        _^         3»«       V  — a 

^     ab'    ^  "T"  2^-'"»J^«  Vi -5*  ^^^  ^a-  ""  1-/  ^^®  2jsr  " '  7  "~  " 

^Dden,  deren  eine  Warzel 

öder  aach  (a.  a.  0.  S.  175) 

f "  -"ii^  +     4ik'     cos  8  ^  j_^^,  cos  2^  -4  j^^6  cos  .^k'^'J 


ist 

Wir  führen  eio 

ifao 


1  +*'»     , 


k_  -x/j  —  f 

BBd  die  obige  Gleichung  verwandelt  sich  in 

Teiche  za  den  irreducibeln  gehört.    Und  eine  Wurzel  ist 

1  +  i'    .     -  /^     <7  nu  q^  Sttm  5^  5jrtt\ 

yöp-  8"»H i+?  *=^''  2^:-*  i+?'=°^2ir  +» i+^'^^^äÄ j 


Diese  merkwürdige  Reihe  stellt  also  einen  Wurzelwert  der  re- 
iQcirten  Gleichungen  3.  Grades  mit  3  reellen  Wurzeln  dar.  Man 
Itton  sie  als  eine  indirecte  Lösung  der  Gleichung 

brachten,  deren  Coefficient 

A        1+*- 

'*'■     2k* 

<fea  Modul  

«TgiebL 


i 
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Würde  also  aas  dem  Absolatglied 

w^         /    q  n'u         9g^  3jru  ,      25g*  bitu        \ 


nu 


umgekehrt  der  Wert  von  cos  ^  sich  ermitteln  lassen,  so  wäre  damit 
die  Wurzel  x  gemäss  der  obigen  Reihe  bekannt.    Infolge  von 


X 


■}/2k'  Y  ^+*' 
können  wir  eine  S.  157  gegebene  Reihe  benutzen,  und  man  hat 

An       (    q  nu  q^  Situ  \ 

wonach  wir  also  für  die  Unbekannte  zwei  Reihen  zur  Verfügung 
haben.  Führen  wir  noch  den  bekannten  trigonometrischen  Winkel 
E  eiD,  so  ist  noch 


cos 


(600+£)  =  ^[/^-,(^^-,cos2-x--i— 6COS2^  +  ...J 


^8  -  [/^,— cos(600+£) 

Im  Anschluss  hieran,  wollen  wir   noch    die  Discriminanto  D  der 

kubischen  Gleichung 

aj'  —  (uci^-\'hx  —  c  ^  0 

durch  eine  Reihe  darstellen.    Führen  wir  ein 

tgr  «  3»*-  2ax  +  h 

und  eliminiren  aus  beiden  x^  so  folgt 

tgt«— (a«-36)tgT«  — Z)«0 

Identificiren  wir  diese  mit  der  obigen  Gleichung  für  y,   indem 
wir  setzen 

tgr  «y 
und 

80  wird 


und  h/pertUipiUcken  Jnlegrale.  IQ'J 


_     «'      /     q  9g*  Snu         25g*  5^       \ 

"      2i  3  A»  Vl-g»  "  1  -g»  '^^^  2K  +  r:V"  *^°^  2^  •  •  7 


lod  es  ist 

Andererseits  kann  man  auch 

tti=-x,  — arg,     %  =«  a-g  —  rc„     Wj  ==  «j  — ar, 
eiofähren  als  Wurzel  von 

Bod  es  folgt 

Die  bisher  entwickelten  Formeln  und  Reihen  enthielten  den 
Cosinas.  Mau  siebt  aber  auch,  dass  dieselben  sich  dnrch  Sinus- 
bctioueu  ersetzen  lassen  unter  Benutzung  der  Relation 

^  ZI  am  tt 

So  hat  man  also  auch  für 

,       l  +  ^''='      ,  ^»         [     q        .    «:«     ,      V       .    3jrw    ,  \         ^ 

ood  dem  entsprechend  die  übrigen 

471.  /    g       .    wt*  ,      g*      .   3wM  \ 

Man  kann  ferner  solche  Gleichungen  für  den  4.  und  5.  Grad 
ableiten,  wenn  wir  in 


u 


^<P    t^  Vy*--l 


—    für    sin  9 


y-h* 
»elcher  Wert  aus 
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1  +  Je'J 

folgt,  die  Abscisse  y  der  Kettenlinie  einführen,  man  hat 

dy  1  +k'^ 


'S 


l/(l+^-'«-  2A:V)(y*— 1)'        2A:'      ^ 


woraus 

dy  «•  ^/2k'{y^-\){A~-'y)  rfw  «  0 

Wir  differentiiren  nnn  die  oben  anfgestellte  kubische  Gleichung 
für  y  in  der  Form 

und  benutzen  den  vorhergehenden  Differentialausdruck,  wodurch  wir 
folgende  Gleichung  erhalten 

—        ^^       /    g       .    Jru         27g^     .   33Ttt\ 

deren  eine  Wurzel  wieder  unter   der   oben   angegebenen  Form  be- 
kannt ist. 

Wir  differentiiren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  führen 

x^  «  A — y 
ein  und  erhalten 

n^  /    q  TTU        81  g*  ^nu        \ 

~  24V2F^^  VPv^^^  2k  -  i-g6  COS  ^  . . .; 

welche  sich  als  eine  redncirte  Gleichung  5.  Grades  darstellt. 
Denken  wir  uns  eine  Gleichung  dieses  Grades 

mit  der  obigen  identisch  und  setzen 


X 

n 


also 

und  demnach 
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Ä«*  —  — I  ^    ^   ^  cos  ,tt;  —  .i — —i  COS  ZTi?-  +  .  .  .  I 

so  folgt 


25 


2(6P«  — 25Q) 

4 «  ^i'  , ,  _  SP-VbOQ—3F^ 

"* yi2P* ~ 50 Q'  *~    yi2P*— öüQ 

3it  der  Bedingung 

aod  das  Absolntglied  ist  folglich  nach  einer  Transformation 

+  l-gio«»2Z"  ••  V 
n&d  die  Warzel  der  Gleichung  5.  Grades  ist 

14-*'    .   /  4g      .   «w  g*      .   3nu  \ 

Die  auf  S.  145  abgeleitete  Function 


37rtt 
sin 


1+ib'    l+^f        l4-g«'^'"2iiC^^l+g«"'"2ü: 

lollen  wir  zur   Aufstellung   eines   transcendenten  elliptischen  Inte- 
»nls  benutzen.    Wir  führen  ein 

ilso 


1^  demzufolge  ist 

1-y«  2dy 


dtp  == 


1+y 


\[/y4-2j±^>+l 


Wir  multipliciren  nun  die  linke  Seite  der  obigen  Gleichung  mit 
J  vnd  die  rechte  mit  du,  und  inte^riren,  dann  folgt 
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.    l/l—k' 


5  Jttt  fl'  Stcm 

cos  ij^  — J   71—6  cos  s 


1+5«  ""'^  2K      ^  l+g6  """  2^ 
welche  für 

übergeht  in 


J   \/(\—¥\ 


K(r+*0*-«'°'^' 


Die  Constante  folgt  aus 


0  — '4^0-:^+»;^^...)  + 


und  so  erhält  man  das  merkwürdige  Integral 


l/l-^'l— ^        •  Ssinr/» 


sm 


Demnach  kann  man  das  vorstehende  Integral  und  analoge  an- 
dere in  Reihen  entwickeln.  Man  könnte  sie  elliptisch-trausceudeutc 
Integrale  nennen. 

Der  grösste  Wert  desselben  geht  aus 

1  —  k' 

"•"^  =  1+*' 

heryor  und  ist 
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m 


1  —k'\^ 


Zam  Zweck  einer  Verification  haben  wir  angenommen 

tlso 

t^i,    g  — 0,08579573.    g«  —  0,007861,    Jr=  2,156515 

rodurch  das  letzte  Integral  übergebt  in 

J    yi-(38ini|;)«  TU  \l+q*  ^^  1+q^^        J 

--0,68643 

Es  sei 


X 

Ssin^  =  X,    \p  ^  aresin  ^,    3cost^r2^  ==  <2x 


dann  ist 


1  X 

arc  sin  5  .  dx 


Lyn-^(i-t-) 


-f 


1    />('+|"'+l^5^')^ 


*   *  r''"54  +  iÖ8  )  •  •  7  V^"^18  +  216    •  7 


rfa; 


9yi- 


•t 


X* 


2 


^y(8iny  +  ^  8in9»+  £j^8in9*  +  •  •  •)^9> 


9 

0 

venu 

x  =  einq) 

S^setzt  wird.  Die  Ausfühmng  der  Integration  nnd  die  Wertbestim- 
Bong  zeigt  die  Uebereinstimmung  der  beiden  Seiten  der  obigen 
GleichoDg  nnd  damit  die  Richtigkeit  des  transcendenten  Integrals. 
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Wir  wenden  endlich  noch  die  Formel  S.  146  an 


Jarcsin  [/^-^^  -^j^  "^  8^+*  i+i^''''K  +*lT?''^l^ 


indem  wir  einführen 

1—^ 

nnd  beiderseitig  die  Gleichung  mit 


2        l/l  +  A;' 


^     "" 


moltipliciren  und  integriren  unter  Benutzung  von 
d<p  2dy 


J 


nm-'')m^'-'-) 


Man   findet   wie    vorher   in    analoger    Art    das    transcendente 
Integral 


/ 


rdr 


l/i-  (r+T  V  sin  r» 


; 


l/l  +  A-  1-^ 


2  sin  r 


^^,       «.-^        l-Ä'  +  (l  +  Ä:')8inT« 

Um  noch  einige  Gleichungen   zu   entwickeln,   benutzen  wir  die 
Reihe  für 

sinamu  =  8in9>  =  ^ 
für  welche  besteht 


Differentiirt  giebt  dies 
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DochmiÜB  differentiirt  folgt 
and  ferner 


"■  192 fc*icö Li -«^'^aÄ:"*"  i—ga^'^aÄ:'-- V 


Die  obige  Reihe  für  y  ist  eine  Wurzel  dieser  Gleichangeu. 
Nach  den  Formeln  S.  238  findet  man  ähnlich 

*  -  r::F'«y+jt3x»  V.r=?  ""^  2j^  +  i=?''^2Z  +•  ■  J 


4ä/^    5      .   «t*         5*      .   3»tt       "X 


md  ähnlich  für  den  5.  Grad,  wenn  wir  setzen 


ff*     C _3._    •    ^  _i  81  g*    .  3wu      "^ 


Die  Reihe  für  sin  am u*  führt  nach  einigen  Differentiationen  anf 

Die  Reihe  für 

cos  am  9  =  ^ 

,. ,        .          «^   ^.    *«    i' sin  am» 
iföfert  wie  auch  die  für -^ — 
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y öiiT-y 


und  ferner  die  Reihe  für  J 

y  ""  2:«:+  IC  V.i+?  ^^®  ^  ■■"  i+?  COS  -^. .  . J 

Weitere  Differentiationen   wtlrden  Gleichungen   5.  Grades    her- 
vorbringen. 

Nach  den  Formeln  S.  276  folgt  für 

3     o^+^^J-    ^^'    r^«- cos  ^^  -  ^^' cos  —        V-0 
«^'-2j— ^.x+p-p(^^__^cos^^      l-g»  ^^' 2i:  •  •  •  J        ^ 

y 

logy  =  8(^^-sin^~i---,8m^  +  ...J 

o.    a.    m. 

Zum  Schluss  geben  wir  einige  Näherungswerte  fttr  K  and  B. 
Auf  S.  148  haben  wir  die  Reihen  aufgestellt 

/ T—, 2«/-,       4?*      ,     4a»  4^'*        -^^ 

2« 


oder 


V8(l  +  A!')Vifc'  -  j^  (1—24* +  2«'« -2a»«)* 

Ans  der  Addition   der  beiden  reducirten  vorletzten  Relationen 
folgt 
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4 ■,/ür 

l+Vh'+  y8(l  +k')yk'  =  1/  ^  (1+2«^«  . . .) 


fonos 


--^16 


bis  q^  genaa  folgt 

Dm  £  darzastellen,  folgt  aas  den  obigen  Formeln  znnächst 

(1+ V*')*+  ysa+k')Vk*  =  ~  (1  + V+49*^  . . .) 
Aof  S.  156  steht  aber  abgeleitet 

In  diese  Formel  setzen  wir  den  Wert  für  i^j    aas  der  yor- 
krgehenden  ein,  nnd  erhalten 


E 
K 


1  -  jn^.  +  ^((1  +  V*')*+ V8(l+^')V*'Hl-322«) 


oder 

IT" 
BDd  da 


(j—f^y  ~  ^'  +  t(l  +  VÄ')«  V2(l  +  A')  VA:' 


K  — 


(i+yir'+ysä+nYA:-)* 

so  ist  auch 

i(l  -  Vt-)4~8A:-+(14- VA-Q«  V8(l  +A0  V^/ 

(1 + VA:' + Vso+^rv^* 

Wide  bis  ^^  genau. 
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IX. 


Zur  Theorie  der  quadratischen  Beste. 


Von 

Karl  Reich. 


I.  „Hat  die  Primzahl  p  die  Form  4n  — 1  und  fügt  man  jedem 
„von  allen  incongraenten  quadratischen  Resten  a  von  p  die  gegebene 
„durch  p  nicht  teilbare  Zahl  h  hinzu,  so  gibt  es  unter  den  so  ent- 
„standenen  \(p  —  1)  Zahlen  \(p  —  ^)  solche,  welche  wiederum 
„quadratische  Reste  von  p  sind^^ 

Beweis.  Wenn  a  und  a+Ä  quadratische  Reste  von  p  sind, 
so  gibt  es  Zahlen  x  und  ^,  welche  den  Congruenzen 

«'  ^  a-\-h^    y^^  a  (mod.  p) 

Genüge  leisten.    Hieraus  folgt 

(«+y)  (i«— y)  =  Ä  (mod  p)  (1) 

Und  umgekehrt:  Wenn  zwei  Zahlen  x  und  y  der  Congruenz  (1)  (ge- 
nügen, so  ist  nicht  allein  ^^,  sondern  auch  y^-^-h  quadratischer 
Rest  von  p.  Es  handelt  sich  also  darum,  die  Anzahl  derjenigen  von 
null  verschiedenen  Lösungen  (x^  y)  der  Congruenz  (1)  ausfindig  zu 
machen,   von  denen  keine  zwei   (x^^  y,)   und  (ar^,  y^   so   beschaffen 

sind,  dass 

y,*  =  y,*  (mod.  p) 

ist.    Zu  dem  Behufe  scheide  mau  zunächst  aus  der  Reihe 
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1,  2,  3,  . .  .  1,-1  (2) 

beiden  Warzeln  ^  and  p  — p  der  Congruenz 


a« 


Mä  (mod.  p) 


ans.  Bedeutet  alsdann  r  irgend  eine  der  noch  übrigen  p— 3  Zahlen 
der  Beihe  (2) ,  so  gibt  es  in  derselben  Reihe  eine ,  aber  auch  nur 
eine  von  r  und  p  —  r  notwendig  verschiedene  Zahl  «  von  der  Be- 
schaffenheit, dass 

rs^h  (mod.  p) 
ist  Setzt  man 

aj-j-y  =  r,    x  —  y  ^  *  (mod.  p) 

so  entspricht  jedem  der  p  —  3  Paare  r,  *  eine  Lösung  («,  y),  welche 
ach  aas  den  Congruenzen 

2«  ^  *•-}-«,     2y  =  r  —  «  (mod.  p) 

sofort  ergibt.  Da  umgekehrt  einer  bestimmten  Lösung  {x^  y)  ein 
iKsdmmtes  Paar  r,  s  entspeicht,  so  gibt  es  p  —  3  verschiedene 
Lüsongen  der  Congruenz  (1),  von  denen  aber  je  vier,  wie 

(«5  y)\   (aj,  p— y);    (p-«i  y)\    (p  — «,  p  -y) 

welche  den  Paaren 

r,  «;     «,  r;    p  — «,  p— r;     p  —  r,  p  —  s 

entsprechen,  zu  dem  nämlichen  quadratischen  Beste  a  führen.  Also 
gibt  es  }  (p  —  3)  quadratische  Reste  a,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
^  die  Zahlen  a-f-A  wiederum  quadratische  Reste  vonp  sind.  — 

Da  — a  =»  Ä  quadratischer  Nichtrest  von  p  ist,  b-^h= — (a — ä) 
^  Rest  oder  Nichtrest,  je  nachdem  a  —  h  Nichtrest  oder  Rest  ist, 
^  folgt  aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  unmittelbar  der  andere: 

,^at  p  die  Form  4n  —  1  und  fügt  man  jedem  von  allen  incon- 
r^enten  quadratischen  Nichtresten  b  von  p  die  durch  p  nicht  teil- 
rbare  Zahl  h  hinzu,  so  gibt  es  unter  den  so  entstandenen  Hp  —  1) 
iiip—Z)  solche,  welche  wiederum  Nichtreste  von  p  sind". 

In  gleicher  Weise  wie  den  ersten  Satz  beweist  man  den  fol- 
genden: 

^at  p  die  Form  4n  +  l  und  fügt  man  jedem  von  allen  incon- 
^^enten  quadratischen  Resten  a  von  p  die  durch  p  nicht  teilbare 
<*Zahl  k  hinzu,  so  gibt  es  unter  den  so  entstandenen  iip—l)  Zahlen 
4(p— 5)  oder  i(p  — 1)  Reste,  je  nachdem  Ä  Rest  oder  Nichtrest 
^Ton  p  ist". 
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Bedeutet  ß  einen  bestimmten  Nichtrest  von  p  »»  4n-f-l9  so  ist 
ßa  ^  b  ein  Nichtrest,  ßh  =  h*  ein  Nichtrest  oder  Rest ,  je  nachdem 
h  ein  Rest  oder  Nichtrest  ist  und  5-(~A'  ein  Nichtrest,  wenn  a-f  & 
ein  Rest  von  p  ist  Mit  Rücksicht  hierauf  ergibt  sich  ans  dem 
letzterem  Satze  der  andere: 

„Hat  p  die  Form  4n-fl  ^dcL  ^tlgt  man  jedem  von  allen  incon- 
„gruenten  quadratischen  Nichtresten  b  von  p  die  durch  p  nicht 
„teilbare  Zahl  h  hinzu,  so  gibt  es  unter  den  so  entstandenen  i(p^i) 
„Zahlen  i(p  —  5)  oder  üp  —  1)  Nichtreste,  je  nachdem  h  Nichtrest 
„oder  Rest  von  p  ist'^ 

Bei  Benutzung  des  Legendr  ersehen  Symbols  kann  man  die 
bisher  gefundenen  Sä,tze  in  den  einen  zusammenfassen: 

„Bedeutet  h  eine  gegebene  durch  die  ungerade  Primzahl  p  nicht 
^teilbare  Zahl,  so  gibt  es 

„incongruente  Zahlen  c,  fttr  welche  l-j  und  (~^)  constant  and 
„gleich  sind'S' 

Wenn  man  voraussetzt,  „dass  1  j  immer  gleich  ist  —  [- J* 
wenn  c-^-h  durch  p  teilbar  ist'S  so  ist  die  Anzahl  m"  der  incon- 
gruenten  Zahlen  <?,  für  welche  (-J  und  1 1  constant  und  ent- 
gegengesetzt gleich  sind,  ^  i(p  —  l)  —  m*.  Mit  Rücksicht  hierauf 
kann  man  statt  des  letzten  Satzes  den  allgemeineren  setzen: 

„Bedeutet  h  eine  gegebene  durch  die  ungerade  Primzahl  p  nicht 
„teilbare  Zahl,  so  gibt  es 

„incongruente  Zahlen  c,  für  welche  (-)  und  ( j constant  sind^S 

Wenn  man  insbesondere  A  —  1  setzt ,  so  erhält  man  die  fol- 
genden Sätze: 

„Hat  die  Primzahl  p  die  Form  4n  —  1,  so  gibt  es  ebensowol 
„unter  ihren  quadratischen  Resten  wie  auch  unter  ihren  Nichtresten, 
„welche  zwischen  kp  und  {k  +  l)p  liegen,    i(p  — 3)  Paare  unmittel- 
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iar  aafeiDander  folgender  Zahlen  c  nnd  c-j-l'^  So  sind  z.  B. 
uter  den  zwischen  0  nnd  11  liegenden  Resten  von  11  die  zwei 
Pure  3,  4;  4,  5,  anter  den  Nichtresten  die  zwei  Paare  6,  7;  7,  8. 

^t  die  Primzahl  p  die  Form  4n-}-l»  bo  gibt  es  unter  ihren 
.^wischen  hp  und  (k'\'l)p  liegenden  Resten  ^(p  —  5),  unter  ihren 
jrischen  denselben  Grenzen  liegenden  Nichtresten  i(p — 1)  Paare 
^mittelbar  aufeinander  folgender  Zahlen  c  und  c-f-1^^  So  sind 
i  fi.  unter  den  zwischen  0  und  13  liegenden  Resten  von  13  die  2 
Puire  3,4;  9,  10,  unter  den  Nichtresten  die  3  Paare  5,  6;  .6,  7; 
",  8. 

n.  „Bezeichnet  h  eine  gegebene  durch  die  Primzahl  p  nicht 
.teübare  Zahl,  und  lässt  man  e  alle  incongruenten  quadratischen 
Jeste  [Nichtreste]  von  p  durchlaufen,  fttr  welche  c-j-A  gleichfalls 
Mt  [Nichtrest]  von  p  ist,  so  besteht  die  Gongruenz 

2e(c+h)  =  A*(i(p+1))»  (mod.  p) 

^fern  p  >  5  ist*'. 

Beweis.  Sind  zunächst  c  — a  und  a-^h  quadratische  Reste 
von  Yon  p,  nnd  behält  man  die  früheren  Bezeichnungen  bei,  so  ist 

16a(a+Ä)  =  16««y«  =  r*+«*  — 2r«*«  (mod.  p) 

Bd  einiger  Ueberlegung  findet  man  leicht:  Wennp  die  Form  4n — 1 
bt,  so  ist 

2r*8^  =  Ä«  ^-  (mod.  p) 
wenn  dagegen  p  die  Form  4n-f-l  hat,  so  ist  entweder 
2;(,^  +  **)  =  l*+2^+  ...  +(4(p-i))*-2ä» 

ür^a^  =  Ä«  ^^  (mod.  p) 

oder 

Z(r*+**)  =  l*  +  2*+  ...+(i(p^l)Y 

£r^$^  =  h*^^  (mod.  p) 

'^  nachdem   h  Rest  oder  Nichtrest  von  p  ist    Daher  ist  für  alle 

FiUe 

^16fl{a+Ä)  =  l*+2*+  .  .  .  +(i(|,-l))4-^(p  — 1)Ä«  (mod.  p) 

12« 
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Nun  ist  die  Summe 

l*  +  2*+  . . .  +(i(p-l))4 -^^-i^  (p«_^) 

teilbar  darch  p,  wenn  p^  h  ist ').    Demnach  wird 

2:i6a(a+Ä)  =i(p  +  l)Ä«  (mod.  p) 

Multiplicirt  man  beide  Seiten  dieser  Congrnenz  mit  {\{p-\'l))^y  so 
erhält  man  die  zn  beweisende  Congruenz 

Za(a'\'h)  =  (\{p  +  l)fh^  (mod.  p) 

Durch  Multiplication  derselben  mit  ß^  ergibt  sich 

Zb{h+h*)  =  (i(p+l))^Ä'«  (mod.  p) 

wo  b  =  aß  und  b-\'h'  Nichtreste  von  p  sind ,  wenn  ß  einen  be- 
stimmten Nichtrest  von  p  bedeutet.  — 

Lässt  man  z  alle    incongrnenten   quadratischen   Reste  von  p 
durchlaufen,  so  wird 

üeiz-^h)  —  .£»•+  Zzh  =  0  (mod.  p) 
denn  es  ist 

£z*  =  l^  +  2^+  ... +(i(p— 1))*  =  0  (mod.  p) 

wenn|>  ^3  ist;  ebenso  ist  Zzh^  d.  i.  die  Summe  aller  incongrnenten 
quadratischen  Reste  oder  Nichtreste  von  p,  (je  nachdem  h  Rest  oder 
Nichtrest  von  p  ist)  ^  0  (mod.  p)^  wenn  j?  >*  3  ist.  Hieraus  und 
aus  dem  vorhin  bewiesenen  Satze  folgt  der  andere: 

,,B6zeichnet  h  eine  gegebene  durch  die  Primzahl  p  nicht  teilbare 


1)  Vermittelst  der  BernoQlli'schen  Reihe  findet  man  bei  Berücksichtigung 
der  Identität 


m 


—  2 


(%+>.+»'C-.+>.-... 


data  die  Samme 

-p_l-|2m 


. .   .    (_l)m22— 1  ^■'^♦»+  1^  Bz„,.l  =  0 


22«+l(2TO-fl) 

teilbar  ist  durch  die  Primzahl  p,  wenn  p  ^  2m  -|- 1  ist« 
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JahJ,  und    lässt    man   c   alle    incongraenten   quadratischen   Reste 
.Xichtreste]  von  p  durchlaufen,   fttr  welche  c-f-A   Nichtrest  [Rest] 
jon  p  ist,  so  besteht  die  Congrnenz 

£  ö(c4-Ä)  =  —{i{p+  1))H«  (mod.  p) 
jofern  p  >  5  ist". 

Man   kann    beide    Sätze   in   dem    folgenden     zusammenfassen: 

„Bedeutet  h  eine  gegebene  durch  die  Primzahl  p  nicht  teilbare 
Jahl,  uud  lüsst  man  c  alle  in  Bezug  auf  den  Modul  p  incongruenten 

^len  durchlaufen,    für  welche  T- j  und  (- j  constant  bleiben, 

.so  ist 

2^  Scic+h)  =(^)  ('+-)  Ä«  (mod.  p) 

-wenn  p  >  5  ist**. 

Dieser  and  manch  anderer  Satz  lässt  sich  auch  leicht  aus  dem 
Agenden  viel  allgemeineren  Satze  ableiten,  dessen  Beweisführung 
aich  der  eben  angewandten  Methode  ich  dem  Leser  überlassen  kann: 

«.Bedeutet  h  eine  gegebene  durch  die  Primzahl  p  nicht  teilbare 
^hl,  und  durchläuft  c  alle  in  Bezug  auf  den  Modul  p   incongru- 

•eoten  Zahlen,  für  welche  nicht  allein   ( - j ,  sondern  auch   \~Z~) 
konstant  bleibt,  so  ist 

„.„^<_„u,«-.-.(e±-')[(..-.+(^;))Q 

_j.22*-i(— ^|Ä»(mod.  p) 

-wobei  k  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  <J(p— 1)  ist'*. 

Wir  wollen  im  folgenden  die  Auswertung  der  Determinanten 
«Diger  besonderer  Systeme  vornehmen.  Hiezu  bedürfen  wir  jedoch 
«einiger  Identitäten,  die  ich  vorerst  ableiten  will. 

Bei  positiven  x  besteht  die  identische  Gleichung 

11-;)  - 1  (i) « + 1  (?)  ('is) + IQ  r^i)+ ■  ■  ■ 
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Für  X  ^  1  besteht  diese  Gleichang  zu  Recht,  da  (     ^  j  -»  0     ist 
Wenn  x^  1  ist,  so  vereinige  man  in  der  Function 

,  ,        /2aj-l\       2  /1\  /2aj— 3\       2  /3\  /2«-5\ 
X(^>  =  U-  2J  -  2  W  V  ^-2)  -  3  Vi  j  V  x^s)  -'" 

_  2  /2aj-3\  (1\ 

•   •      m\  x-y  \o) 

je  zwei  Glieder  wie 

-  \  r-^)  r.-:f:+')  - 

_        2        /2aj  -  2y+l\  /2y  -3\ 

x-y+2V  «-y    yU-2y  ^" 


__      2a?+4 
nnd  erhält  so 


/2y-3\  /2aj— 2y+l\ 


_  /2x-l\  _  2a;-}-4  /1\  /2«— 3\         2fl;+4    /3\  /2aj  -  5\ 
XW  -  \^  ^_2y         2«      Voy  \  «-2;  ""  3(a:-l)  \l)  \  x-^ 


Das  letzte  Glied  dieser  Beihe  ist 


2   /«— ly 

H-2  («^J 


oder 


2a;+4 


flj-f-1    »"4-3 


(4^)  (?) 


je   nachdem  a;  gerade   oder   nngerade   ist    Durch   saccessive  Ver- 
einigung der  aufeinander  folgenden  Glieder  erhält  man  leicht 

V  x—2)  ^  x+1  \fl)  \  a;-l/ 

«--1 /1\  /2a?— 1\  _  2H-4  /1\  /2aj-3\       ^-3  /3\  /2x— 3\ 
x+1  \0l  \  a;— 1/  2x     \oJ  \  aj— 2/  ""  «+1  \1/  V  «-2J 

a?— 3  /3\  /2aj-3\  __   2aH-4  /3  \  /2a;-5\       «—5  /5\  /2x-5\ 
a^f  1  Vi/  \   x-2)       3(x-l)  Vi/  V  a;-3/  ""  aH-l  V2J  V  xs) 


Und  da  allgemein 


Riichi  Zur  TkeorU  der  quadrattMchen  Reste*  183 

i-is-l  /2rf-l\  /2*-2y-l\  _  _JHh4_/2H-l\  /2«-2iir-3\ 
rfl      V    y     J\x-y-\)       (y-|-2)(*-y)\     y    }\  x-y-2  } 

x-2  y— 3  /2yH-3\  /2a!-2y— 3\ 

~    *+i    \  y+1/  \  ««-y-2  ) 

ist,  80  wird  schliesslich  ^x)  entweder 
«-2y— 3 /2y-|-3\ /2«— 2y— 3\  2      /g  — IX*  ,  »—4 

"    H-1     V  H-V  V  «-y-2  )     x+2    x-2     ™'  y  -  -2 

2      V    2    / 
oder 

ar     2y-2  /2y+3\  /2»— 2y-3\  ,„  «-3 

-  -H=i~  V  y+V  V  <«-y-2  ;  f*'  »=  "2- 

je  nachdem  «  gerade  oder  oDgerade  ist.    In  beiden  Fällen  aber  er- 
pbt  sich,  dass    %{x)  ■«  0    ist.  — 

Ton   der  Identität   (1)   nicht  wesentlich  verschieden   sind  die 
uderen : 

{^')='r^;)+^Q»+i©C::3)+- 

^/2a4-l\  2     (2x^1  \        (1\    2/2a;— 3\       2/3\ 

H-2V    X      )'^ic+l\x-^l)'^\0)'x\x^2j'^3\l) 

2     /2a;-5\  ,    2 /2aj-3  \    2/l\  2    /2g--l\ 

X^ZTiV^  x^dj'^ '      "^  i\  x-2  J  '2\0)  '^  x+l\  «-i; 

Der  Nachweis  der  identischen  Gleichungen 

dorch  Tollständige  Indnction  ist  so  einfach,   dass  ich  ihn  übergehe. 
~  Gleichfalls  durch  Indaction  beweist  man  die  Identität 
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Dass  diese  Gleichang  fttr 

gilt,  wenn  sie  fttr 

fls  ««■  0.     1,    2  .  .  .  y 

richtig  ist,  zeigt  man  in  der  folgenden  Weise:  Man  setze 

multiplicire  die  so  erhaltenen  y-^-l  Gleichungen  bzhw.  mit 

2|<1^       2^3v  2^2y-3"X 

'^'     2KjdJ'     3V1>     •••'    yV.y~2j' 

dl  er; ) + CT) 

und  addire  sie  alsdann  mit  Berttcksichtigang  der  Identitäten  (2)  nnd 
(3).  - 

Wir   schreiten   nun   znr  Auswertung    der   Determinante   A;ten 
Grades  (die  leeren  Stellen  des  Systems  enthalten  Nullen) 

-CD 


"-  <-)'-crD.  (-">-CrD.  <-'"CrD 

.    .  (2Ä:— 2) 

<-«.-("-;>  (-.)-'C:D.  <-«-Cli^) 


Zu  dem  Behufe  addire  man  zu  der  mit  2A;-|-1  multiplicirten  Ä:ten 
Zeile  ihres  Systems  die  anderen  Zeilen,  nachdem  man  vorher  die 
X;  —  1  te  Zeile  mit  8k  —  1  und  von  den  ersten  k  —2  Zeilen  allgemein 

die  »te  mit  (—  1)*~*~^  •rr".(     l. -„o   J  multiplicirt  hat  Bezeichnet 

ai  das  Ate  Element  der  so  transformirten  kten  Zeile  des  Systems 
der  Determinante  (2X;-)-])iZjk,  so  ist  demnach,  wenn  h<^k  ist, 

2  \j)J  V.  fc-A-2  J  "*  V.  *-Ä-2  J  K.oJ 

2       i^2/fe— 2A-1-X,  „    „'l 
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Doreh  die  Yereinigang  des  ersten,  zweiten  and  letzten  Gliedes  der 
rechten  Seite  erhält  man  leicht 

Mit  Röcksicht  anf  die  Identität  (1)  ist  also 

öA  —  0    für    Ä  —  1,  2,  3  .  . .  ^•—  1 
wogegen  man  unmittelbar  findet 

Hieraas  folgt  sofort,  dass 

(2fc  +  l)Rk  =  (^  -  2)  (4*  -  3)  Ä_i 

2B3  welchem  recursiven  Aosdmcke,  bei  Rflcksichtnahme  anf  R^  =1, 
lier  independente 

Ä«(2ifc  +  3)(2ifc+5)(2ifc+7)  ...  (4A;  — 1) 
ach  ergibt. 

In  ähnlicher  Weise  wie  Rk   berechnet  man   die  Determinante 
itoL  Grades 


•  1, 


&- 


CD 


1, 


CID'  Cn)-  CTD .    ■  •  <»-^' 

C2Ä;— 1^      i^2*-3^      r'2k-'b'\  . 

*-!  J'     L  ifc-2  J'     l.  Ä-  3j  '  ^ 

deren  System  ans  jenem  der  Determinante    Rh  hervorgeht,    wenn 

Blas  sämtliche  Elemente  positiv  nimmt.    Behufs  Bestimmung  von  Sk 

addire  man  zn  der  mit  2k  —  1  multiplicirten  A;ten  Zeile  die  anderen 

Zeüen,  nachdem  man  vorher  die  k  —  1  te  Zeile  mit  —  (8ä  —  7)   und 

2  /^2^— 2»— 3-\ 
Tön  den  ersten  *  — 2  Zeilen  allgemein  die  tte  mit  tztX    u '—2  J 

^ultiplicirt  hat.  Bezeichnet  hh  das  Ate  Element  der  so  transfor- 
Büiten  ikten  Zeile  des  Systems  der  Determinante  (2A;—1) iS*.  so  findet 
^  wie  früher 
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hk^O    für    Ä  —  1,  2,  3  ...  I?  —  1 

5»- (2Ä:-1)Q^— (8äj-7)(2ä:-2) (4Ä;  -5(4ifc-3) 

worans 

(2Ä;-1)5*  -  -.(4i— 5)(4*-3)5k-i 

nnd,  mit  Rücksicht  auf  5i  =  1 

5*  =  (-l)*-i(2Ä;+l)(2Ä;+3)(2ifc+5)  ...  (4* -3) 
folgt.  — 

Das  System  von  1^  Elementen  der  Determinante  Si  lässt  sich 
in  ein  System  von  {h  —  1)^  Elementen  verwandeln.  Man  Iransformire 
zunächst  der  Reihe  nach  die  Ite,  2te  ...  h — Ite  Golonne  jenes 
Systems  derart,  dass  man  allgemein  zur  Aten  Colonne  die  folgenden 
Colonnen  addirt,  nachdem  man  vorher  die  A-l-lte,  h'\-2\jd  ...  kte 
Colonne  hzhw.  mit 

__2i^l^  ^{^'\ 2_i^2fc-2Ä— 3a 

mnltiplicirt  hat.  Auf  Grund  der  Identität  findet  man ,  dass  das  so 
transformirte  System  nach  erlaubter  Unterdrückung  der  letzten  Zeile 
und  Colonne  die  folgende  Gestalt  hat: 


—  6.1  —  5, 


-5, 

•  •  •  • 

-  irr2C  h  -  J(2*-^)'  -ik=3  C  ;k-5 J(^2*  - ^)'  •      • 

(2ifc  -  4) 

-6(ifc  — 1)  — 5 

In  diesem  Systeme  transformire  man  nun  der  Reihe  nach  die  A;— Ite, 
A;— 2te  ...  2te  Zeile  derart,  dass  man  allgemein  zur  tten  Zeile  die 
vorangehenden  Zeilen  addirt,  nachdem  man  vorher  von  diesen  i  —  2 

Zeilen  allgemein  die  »— «te  mit  T    j"  J    mnltiplicirt   hat      Mit 

Rücksicht  auf  die  Identitäten  (2)  und  (5)  geht  hiedurch  das  letzte 
System  über  in  das  folgende: 
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187 


2 


-  [1+2«], 


Die  Determinante  dieses  Systems  hat  den  Wert  Sk.  Mnltiplicirt 
Bu  jedoch  die  ungeraden  Zeilen  nod  die  geraden  Colonnen  mit 
-1  und  bezeichnet  die  Determinante  Ä?--lten  Grades  des  so  er- 
lialtenen  Systems  mit  T^.i,  so  ist 


n-i= 


1+2«, 

-  [(D+4 


14-2«,      4 


.    .    .  (2ä:-4) 

.   .   .      1+2« 

ri_,-(-.l)*-i&  =  (2ifc+l)(2ifc+3)(2fe+5)  ...  (4ifc-3) 

Den  Wert  der  Determinante  Tk-i  erhält  man  auch  unmittelbar, 
venn  man  zn  der  mit  2k —1  mnltiplicirten  k  —  lten  Zeile  ihres 
SjBtems  die  vorangehenden  Zeilen  addirt,  nachdem  man  vorher  die 
fc-2te  Zeile  mit  Sk — 5  nnd  von  den  ersten  k^3  Zeilen  allgemein 

2        /^2ife  —  2«—  5'X 

&  tte  mit  (—1)»-'  k-i^i  (    ÄJ-.--3  J     mnltiplicirt    hat.      Bei 

BeantzQDg  der  Identitäten  (1)  nnd  (3)  findet  man,  dass  die  Elemente 

der  80  transformirten   k  —  1  ten   Zeile  mit   Ausnahme   des  letzten, 

welches 

«5(2ib  — l)+(2ifc  — 4)(8A:-5)  -  (4*  — 5)(4&  — 3) 

^)  verschwinden.    Also  ist 

(2^—  1)  T*-.i  -  (4Ä:—  5)  (4Ä—  3)  2Tk-2 
wonos,  mit  Rücksicht   auf    Tj  =  5,    der  indepeudente  Ausdruck 
^  ^-1  sich  sofort  ergibt. 
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Behnfs  Answertung  der  Determinante  X?  — Iten  Grades 

1+2S  2 

3" 


ük-i 


G>'. 


1+2», 


2k— 7 


C:D+'^"-^'  ( tD+2'*-'  •  •  •  (2*-4) 


deren  System  aus  jenem  der  Determinante  7\-i  hervorgeht,  wenn 
man  sämtliche  Elemente  positiv  nimmt,  addire  man  zu  der  mit 
(2k  —  3)(8ä; — 19)  multiplicirten  k — 1  ten  Zeile  ihres  Systems  die 
anderen  Zeilen,  nachdem  man  vorher  die  ä;  — 2te  Zeile  mit  —  (64A:* 
— 240A;4-20l)  und  von  den  ersten  A;— 3  Zeilen  allgemein  die  Hq  mit 


multiplicirt  hat.  Bei  Benutzung  der  Identitäten  (1),  (3),  (4)  and 
(5)  findet  man,  dass  alle  Elemente  der  so  transformirton  X;  —  1  ten 
Zeile  mit  Ausnahme  des  letzten,  welches 

«  ö(2ä— 3)(2l— 19)  -(2ifc--4)(64Ä;«-240ib  +  201) 

=  —  (4Ä?  -ll.)(4&-9)(8i--ll) 
wird,  verschwinden.    Daher  ist 

(2Ä;-.3) (8^—19)  Uk-i  =  -  (4Ä— 11)(4Ä:  -9)(8fc-ll)  Uk-2 

woraus,  mit  Rücksicht  auf  l/|  »  5,  der  indepeudente  Ausdruck 

Uk-i  «  (-l)*(2^— l)O^Ä;-f  l)(2Ä:-f-3)  .  .  .  (ik-d)  .  (8^— 11) 

«(— 1)»-2 (8^.-11)  Ät_ 2 
sich  ergibt    Tatsächlich  geht  das  System 


-  1, 


-G> 


2 


-u 


2Jfc— 9^ 
k-bj' 


-  CtD.  -  C 

C2Ä;— 5"^  i<2^•— 7^ 

ifc~3j'  "~  V.  k-^O' 

0,  0, 


(2^—6) 


.    —1,     (2^— 4) 
(»fe-ll) 
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dessen  Determinante  den  Wert  (-1)*-2(8A:  — ll)i?jt»2  hat,  in  das 
System  der  Determinante  Uk^i  über  dnrch  die  folgende  Umwand- 
loiig:  Man  transformire  zunächst  der  Reihe  nach  die  ik  — Ite, 
f-2te  .  .  .  2te  Zeile  derart,  dass  man  zur  k  —  Iten  Zeile  die  mit 
-4  mnltiplicirte  k'-2te  Zeile,  sonst  aber  allgemein  znr  iten  Zeile 
die  ?oraogehenden  %  —  l  Zeilen  addirt ,  nachdem  man  vorher  von 
diesen  die  » —  Ite,  t— 2te  .  .  .  1  te  Zeile  bzhw.  mit 

"^'     ^2CoJ'    ""GJCiJ'  -i=i(*«3j 

mnltiplicirt  hat;  in  dem  so  erhaltenen  Systeme  transformire  man 
wieder  der  Reihe  nach  die  Ite,  2te  ...  k  —  2te  Golonne  derart, 
dass  man  allgemein  znr  hten  Golonne  di&  nachfolgenden  k — h  —  l 
Colonnen  addirt,  nachdem  man  vorher  von  diesen  die  A-f-lte,  h-{'2te 
. .  i^— Ite  Golonne  bzhw.  mit 

O-  Cd  CD.  •  ■  Czt-Ö 

iDidtiplieirt  hat. 

Ersetzt  man  in   den  Systemen   der   Determinanten   Rk,  Sk^  Tk^ 
l\  die  parallel  zur  Diagonale  verlaufenden  Elemente 

2,    4,    6    .  .  .    (2ä?-2) 

darch  die  Glieder  der  allgemeineren  arithmetischen  Reihe 

a;,    2a:,    3aj    .  .  .     {k  —  l)x 

und  in  den  Systemen  der  Determinanten  Tk,  Uk  überdies  jedes  andere 
Hement  von  der  Form 

+  {C*;|"'>2«»+»}  durch  ±{C';J"0+2^'+'*} 

und  bezeichnet  man  die  Determinanten  der  so  verallgemeinerten 
Systeme  bzhw.  mit  Rk,x^  &,,,  7»,*,  üi,*,  so  erhält  man  leicht  bei 
^ttgmndelegang  der  hier  angewandten  Methode 

ÄU  =  ((jL.-f.l)aj  +  l)((4:+2)x  +  l)((ifc  +  3>+l)  .  .   .  i{2k^l)x+l) 

^i-(-l)*-i((ik  +  l)aj~l)((ifc  +  2)a;-l)((it+3)a;-l)  .  .  . 

.  .  .  ((2ifc-l)a:-l) 

^x«((fc+l)aj+l)((A:-f2)x +  !)((*: +  3)«  +  !)  .  .  .  (2fc«:  +  l) 
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üi,,-(-l)*-l((A:+l(a.-l)((l:  +  2)a:-l)  .  .  . 

.  .  .  ((21:  -2)aj— l).(2ifca:«  — Ä-l) 


ausgenommen 


Ui^x  «  ^:3|(2aj*-a:  -1)  -  2a:+l 


Die  Werte  der  Determinanten  Rk^  Su,  7\,  Uk  ergeben  sich  ans  diesen 
Formeln,  wenn  man  x  =  2  setzt.  Auch  die  Determinanten  Rk,x^ 
Sk,Xi  ^.«9  ^ii,x  sind  wiederum  nur  specielle  Fälle  von  Determinanten 
ähnlicher,  aber  noch  allgemeinerer  Systeme. 


1^  -  J  und  1^  -^^^  j    cönstant  bleiben  (Ä  bedeutet  wieder  eine  ge- 


lY.    Man  bilde  die  Combinationen  ibten  Grades  aller  nach  dem 
ungeraden  Frimzahlenmodulus  p  incongruenten  Zahlen  <;,  fttr  welche 

c+h' 

■    uuu   ■ 

gebene  durch  p  nicht  teilbare  Zahl),  betrachte  die  Combinationen 
als  Froducte  mit  ok     Wir  stellen  uns  die  Aufgabe  ak  zu  finden. 

Wie  frtlher  (11)  werde  die  Summe  £c^  mit  8k  bezeichnet     Die 
Newton'schen  Formeln 


Ol 

«2  Ol  —  «iaj|-f-3a3 


(mod.  p) 


«jk-ia|— «k-2ag+«»-sa3—  .  .  .  +  (— 1)*-^ fei*  =  *jk 


ergeben  fttr  ok  die  Lösung 


k\ak  = 


8* 


8k 


8i 


8k-l      «-2 


«lk-1 


ifc— 1 


(mod.  p) 


Man  setze  nun  in  dem  System  der  Determinante  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gongruenz  für  die  Grössen  «i,  «^  •  •  •  die  ihnen  con- 
gruenten  Werte  (II)  und  transformire  alsdann  das  System  derart, 
dass  man  dessen  Zeilen  und  Colonnen,  u.  zw.  allgemein  die  «te  Zeile 
mit  22*+i  Ä-(»'-i)  und  die  nte  Colonne  mit  2-2(«-i)  ä"-i,  multiplicirt. 
Von  jetzt  an  sind  vier  Fälle  zu  unterscheiden. 


J2«teA  .*  Zmr  l%€orü  der  qmdraiisehen  EetU,  \Ql 

t.  Wenn 

iit,  10  aW%  man 

tt  =  (-1)*+»  2P-»-«  (^*Zl  J  A*  («nod.  p) 

i:«=2f-»»-iÄÄ»  -  2F-»-«(2l:+3)(2fc+5)  .  .  .  (4i-l)*t 

b.   Wenn  ^'"'*''-  ''^ 


so  ut 


O = CT)  -  Ct  ) 

n  =  ( -l)*^-i  2P-a*-a  [(^^^3 J)  +  22*1  ä»  (mod.  p) 

(mod.  p) 


10  ist 


G)  -  -  (TO  -  -  Ct) 


i!flj=2P-»-i.(— l)*SjÄ»=  -  2P-«-i(2fc+l)(2X:+3)  .  .  . 

.  .  .  (4fc  -3)Ä*  (mod./)) 
d.   Ist  endlich 

CD  -  -  CT) = Ct) 

SO  erhält  man 

n  =  (-1)* 2F-a-2  [(^ij 3  +  2»] Ä»  (mod.  p) 

i!Ä4  =  2i»-a*-i.(-l)»üjkÄ*—  -2J'-«-i(2Ä:+l)(2i:+3)  .  .  . 

.  .  .  (4Ä:-5).(8fc— 3)A*  (mod.  p) 

Wenn  man  insbesondere  fQr  i:  den  grOssten  Wert  m,  den  es 
uznnehmen  vermag ,  setzt  (I) ,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten 
Ahnungen  den  folgenden  Lehrsatz: 


,tBedeatet  h  eine  gegebene  durch  die  ungerade  Primzahl  p  nicht 
nt^bare  Zahl,  und  bezeichnet  om  das  Product  der  m  in  Bezug  auf 

ifm\2sA  bleiben,  so  ist'^ 


ito  Modul  p  incongruenten  Zahlen,  für  welche  (  -  1  undf  — '^  J 
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««SÄ"  (mod.  p),    wenn    T- J  =      C-)  =      C^^^J 


.pJ  \,pJ  ^        V    i> 


2«»  s  Ä».  (mod.  p)  „      Q) (1) Q^') 
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X. 

Curve  gegebener  Krümmung  auf  gegebener 

Fläche. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  folgende  Untersachung  beschränkt  sich  anf  das  Ziel  die 
lenannte  geometrische  Bestimmnng  einer  Curve  darch  eine  Di£feren- 
tialgleichnng  auszudrücken.  Doch  hat  vielleicht  schon  dieser  An- 
bg  der  Darstellung  der  Curve  wegen  der  unerwarteten  Einfachheit 
des  Resultats ,  zu  welcher  der  Weg  nicht  sogleich  zu  Tage  liegt, 
einiges  Interesse. 

Die  Coordinaten  x,  y,  z  eines  Punkts  der  Fläche  seien  gegebene 
Fancüonen  der  beliebigen  Parameter  ii,  t?,  die  Richtungscosinus  der 
^onnale  j>,  9,  r,  das  Element  einer  beliebigen  Linie  s  auf  der  Fläche 
>ei  bestimmt  durch 

ds*  —  e3u^+2fdudv^gdv* 
tnd  zwar  sei 

Ue  Fnndamentalgrössen  2.  Ordnung  seien 

dhi  S^x  d*x 

^"''s?+---^  ^"P8;7ä;;+---'  ^-p§?+'- 

^gB  einer  gesuchten  Linie  s  sei 

*    au'    "^     du 

iieh.  a.  Math.  «.  Fliyi.    2.  B«Uie,  T.  XI.  13 
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Betrachtet  man  t«,  v,  h  als  unabhängig,  so  sei 

SO  dass,  wenn  J  längs  s  differentürt  und 

w^e  +  2kf+k*g  (2) 

'+A.'|n  (3) 


setzt,  man  erhält 
Ferner  sei 

dJ_    1    / 

d^x      __      dx 
du^               du 

d^x              8.r 

d^x  ^  dx  ,  ^   dx  ,  ^ 

mit  Anwendung  auf  y  und  2,  femer 

de  ,  8/     1  8« 

B,^Be+B,f^ill',    B,  =  Bf+B,g^i^^  }  (5) 

ferner 

/);•  «  Aj"{'2kBj+k^Cj  0  -=  0,  1,  2.  3)  (6) 

5«i>2;     ^«^3  (7) 

ferner 

X-a:'-,     r=y;     Z«ä';    jK  = -X'2+ F'«  +  ^'« 
woraus: 

X^+T^+Z^  =  w  (8) 

endlich  bezeichne  p  den  Ertlmmungsradius  von  a  und 

die  ErtLmuug  des  Normalschnitts,  welcher  s  berahrt. 
Nun  ist  bekanntlich 


i_  _  [d^xy     /e^y    (dh\ 

Q^ "~  \8«V   ■*"  V8«V  "^  \öW 


Bopp  € :  Curve  gegebener  Krümmung  eutf  gegebener  Fläche,  195 

1  \(dXY.        1         1   dw  XdX+.,.       X*  +  ,..  /dwy 
" » llaT/  "'"•  •  U        tr»  at  8*         +      4u;»      V8'  / 

mch  61.  (8) 
Bieh  Gl.  (3) 

=  l  [(^'+*'  I)  +  •  •  J  -  i^^f"'' + 2(/+%)*T  (10) 

Nach  61.  (1)  hat  man: 

JT  =  x'  =-  ö"  +  Ar  m; 
Ott    *        ov 

-^  ■"8t:«  +  '^*8tt8t^  +  *  8t^* 
i  i.  nach  Gl.  (4)  (6)  (7) : 

ox  .    »^   ox 

X^^^-\^  .  .  .  ^  Df+D,g  ^  T 

vas  sich  auch  schreiben  lässt: 

jK  =  Si>4-rZ>i  +  JT*w«  (11) 

Jetzt  lautet  Gl.  (10) : 
^  «  Äw-K*+^'  [2rtü-(/+ifc^)tr']  +lc'^[ßw^{f+hgY\   (12) 


i^  hat  die  Form 

„3  (i  —  J5r A  «  X+  2Ä!'Jlf +&'« iV  (13) 

Die  Klammer  zur  Linken  bedeutet  das  Quadrat  der  geodätischen 
Krümmung  und  sei  bezeichnet  durch  K\  Die  Werte  der  Coeffi- 
clenten  sind  nach  Gl.  (12) : 

ferner,  weil  nach  Gl.  (2)  (1)  (5)  (7) 


13» 
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86        3e  a/"  8/  dg  dg 

^    -du+^Fv  +  ^'^du  +  ^^dv+^du  +  ^'dv 

=  2(5+ AT)  (14) 

ist* 

M«  Tw--(S+kT)(f+kg) 

^T(e+kf)^S(f+kg) 

-=(Z)jL— ifcZ))«« 

L^(SD+TD^)w-(S-{'kT)* 
und  zwar  ist 

Drückt  man  überall  D  und  D^  in  iS  und  T  ans,  so  ergibt  sieb  iden- 
tiscb: 

daher  ist  die  rechte  Seite  der  OL  (13)  ein  Quadrat,  und  die  Glei- 
chung lautet: 

w^K*^(k*t  +  ^* 

woraus: 

3 

fc'«ifcZ>— J9i±ir^f  (15) 

Ist  die  geodätische  Krümmung  gegeben,  so  ist  K  bekannte 
Function  von  t*,  t?,  desgleichen  c,  /,  g,  <;  w,  5,  T,  Z>,  D,  enthalten 
ausserdem  k  im  2.  Grade.    Die  Gleichung,  welche  die  Curve  be- 

Stimmt,  ist  2.  Ordnung;  da  sie  ö-ö  ezplicit  gibt,  so  lässt  sich    die 

Lösung  in  taylor'schcr  Reihe  ausdrücken.  Ist  statt  dessen  die  Krüm- 
mung im  Räume  gegeben,  so  ist 


-|/F 


zu  setzen  und  H  in  v,  v,  k  bekannt 

Ist  die  Fläche  abwickelbar,  so  ist  für  constantes  K  die  Linie 
offenbar  ein  geodätischer  Kreis,  daher  die  Integration  der  Gl.  (15) 
immer  ausführbar. 
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XI. 


Miscellen. 


1. 

Bestinuiiiiiiir  ^^  KrflmmiiDirsinittelpniiktes  der  Neoide  mittelst  eines 

Kegelschnittes. 

Bekanntlich  ist  die  Polar- Subnormale  der  Neoide  constant  und 
gleich  a,  wenn  ihre  Polargleichung 

laatet.    Diese  Eigenschaft  lässt  sich  auch  elementar  mit  Benutzung 
ibniicher  Dreiecke  ableiten. 

Ist  O  der  Pol,  P  irgend  ein  Punkt  der  Neoide  und  K  der  mit 

dem  Halbmesser  a  beschriebene  Polar- Subnormalonkreis,   so  erhält 

loan  die  Normale  N  des  Punktes  P.  wenn  man  in  O  den  auf  dem 

Leitstrahl 

OP-^r 

senkrechten  Halbmesser  OQ  errichtet  und  Q  mit  P  verbindet. 

Um  den  Erttmmungsmittelpunkt  M  zu  finden,  hat  man  den 
Schnittpunkt  von  N  mit  der  unendlich  nahen  Normale  zu  suchen 
Der  unendlich  nahe  Punkt  P'  der  Neoide  liegt  aber  in  der  Tangente 
T  des  Punktes  P,  die  auf  N  senkrecht  steht.  Errichtet  man  in  O 
aof  OP'  eine  Senkrechte,  so  schneidet  diese  K  in  Q',  und  es  ist 
Q'P'  die  unendlich  nahe  Normale  N\  Da  aber  Q'  unendlich  nahe 
an  Q  zu  liegen  kommt,  so  kann  man  Q*  auch  als  in  der  Tangente 
L  des  Kreises  K^  mit  dem  Berührungspunkte  Q,  gelegen  betrachten. 
Wenn  man  aber  einen  rechten  Winkel  um  seinen  Scheitel  O  her- 
umdreht, so  schneiden  seine  Schenkel  zwei  feste  Geraden  L  und  T 
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in  zwei  projccüvischen  Panktreihen  QQ' ...  und  PP*  ... ,  deren  Ver- 
bindungslinien bekanntlich  einen  Kegelschnitt  einhüllen,  der  auch 
die  festen  Geraden  in  den  Funkten  A  und  B  berührt,  die  man  er- 
hält, wenn  man  O  mit  C  verbindet  und  auf  Oc  in  O  eine  Senkrechte 
errichtet.  Die  zwei  unendlich  nahen  Normalen  NxxwAN'  der  Neoide 
sind  demnach  auch  zwei  unendlich  nahe  Tangenten  des  Kegelschnittes, 
und  ihr  Schnittpunkt,  der  Krümmungsmittelpnnkt  Af,  der  Berührungs- 
punkt von  N^  und  als  solcher  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  D 
(dem  Schnittpunkt  der  Tangente  N  mit  der  Verlängerung  der  Be- 
rührungssehne AB)  in  Bezug  auf  QP.  Er  kann  demnach,  nachdem 
einmal  der  Polar-Subnormalenkreis  gezogen  wurde,  mit  dem  Lineal 
allein  gefunden  werden,  dass  man  im  Vierecke  AQPB  die  Diagonalen 
zieht,  und  ihren  Schnittpunkt  E  mit  C  verbindet. 

Der  normalen  Schenkel  wegen  ist 

Wkl,  2>0Q=   QCO  1) 

Da  aber  OQ  auf  QC  und  OP  senkrecht  steht,  so  ist 

Wki.  aco-=  COP 

daher  mittelst  1) 

Wkl.  DOQ  -  Wkl.  COP  2) 

Der  rechten  Winkel  bei  O  und  P  wegen  \s%  CPOD  ein  Kreisviereck, 

daher    die   Peripheriewinkel    Od(^  und   OCP  einander  gleich,   und 

mittelst  2) 

A  DQO  cv>  A  OCP 
daher 

DQxCP-^  air  3) 

Endlich  sind  die  beiden  rechtwinkeligen  Dreiecke  QPC  und  ÜPO 
ähnlich,  da  die  Winkel  QCP  und  OQP  der  normalen  Schenkel  wegen 
einander  gleich  sind,  daher 

CPia^  PQxr 

und  da  im  rechtwinkligen  Dreiecke  OQP 

PQ  =  y^+r« 


auch 

CP  — 

aVa*  -1-  r* 

r 

Dies  in 

3)  eingesetzt  folgt: 

DQ 

r« 

Der  harmonischen  Punkte  wegen  ist  aber  ohne   Rücksicht  auf 
die  Vorzeichen  der  Strecken 
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MP       DP 

MQ  ^  DQ 

daher,  wenn  mau  den  Krümmungsradias  mit  g  bezeichnet: 


r* 


vorans  sich  der  bekannte  Ansdrnck  für   den  Krümmungsradius  der 
Neoide 

ergibt. 

Wien,  im  Oetober  1891. 

Wilhelm  Rnlf. 


2. 

Ueber  den  Einfluss  der  Aenderonp  der  Excentricitftt  der  Erdbahn 

auf  die  mittlere  Cmlanfszeit  des  Mondes. 

Wie  ans  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewegung  und  dem 
GraTitationsgesetz  folgt,  wirkt  ein  ausserhalb  eines  Systems  von 
Himmelskörpern  befindlicher  Körper  annähernd  so  auf  dasselbe,  als 
ob  die  Masse  sämtlicher  Körper  des  Systems  in  dem  Schwerpunkte 
desselben  vereinigt  wäre.  Für  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt 
der  Erde  und  des  Mondes  beträgt  die  Genauigkeit  dieser  Bestim- 
Diiing  in  Bezug  auf  die  Entfernung  von  der  Sonne  annähernd 

wo  3fj  sowie  m^  und  m,  die  Masse  der  Sonne,  bezüglich  des  Mondes 
und  der  Erde,  R  und  r  die  Radien  der  Erd-  bezüglich  der  Mond- 
bahn bezeichnen,  oder 

1 

224.400.80 

(Prof.  Dr.  Dziobek,    Die  math.  Theorieen  der  Planetenbewegungen. 
Seite  157). 

Es  seien  x^  und  x^  u.  s.  w.  die  Coordinaten  von  m,  und  m^  in 
Bezog  aaf  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  «,  x  und  y  die  Coor- 
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dinaten  von  mj  in  Bozng  auf  den  Schwerpunkt  der  Erde,  l  die  £nt- 
fernang  des  Schwerpunktes  s  von  der  Sonne  S^  die  JT-Achse  falle 
mit  l  oder  deren  Verlängerung  zusammen,  die  Constante  der  An- 
ziehung k  sei  der  Einfachheit  wegen  vorläufig  =  1,  dann  ist,  wenn 
l  vorläufig  als  constant  und  s  als  ruhend  gedacht,  ferner  die  Neigung 
%  der  Mondbahn  nicht  berücksichtigt  wird, 


2) 


ä^       __        fiy 3/yi Jfyg    


wo  fflr  974 -|- 1712  der  Ausdruck  fi  gesetzt  ist.  Das  Vorzeichen  —  oder 
-|-  wird  dadurch  bestimmt,  je  nachdem  Annäherung  oder  Entfernung 
der  Körper  durch  die  betreffende  Componente  bewirkt  wird.  Die 
Werte  der  Coordinaten  sind  als  absolut  zu  denken. 


Da 


jr  =  a^  -f-a?2  =  ^-  «1  =■  ~  ar. 


SO  erhält  man,   wenn  man  Gleich.  1)  mit  2dx    und  Gleich.  2)  mit 
2dy  mult.,  darauf  beide  Gleichungen  addirt  und  integrirt 

wo  r,  sowie  rji  und  rg   die  bezüglichen  Entfernungen  der  Himmels- 
körper, bi  und  b  Constante  bezeichnen. 

Ohne  Berücksichtigung  von  M  würde  man  erhalten  haben 

r 

ferner  in  bekannter  Weise 

r^dv  ■=»  cdt 

(Flächensatz)  und  hieraus  die  Umlaufszeit 
4)  T«.— -— 

wo  a  die  halbe  grosse  Achse  bezeichnet 
Führt  man  in  Gleich.  4)  die  Constante 

a 

ein,  so  erhält  man 


5) 
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Diese  Formel  lässt  sich  erweitern ,  so  dass  sie  näherangsweise  die 
Lmlaafszeit  ergiebt,  wenn  M  berücksichtigt  wird. 

In  der  Gleichung 

r^dv  -•  cdt 

fird  statt  e  dann  F{t)  zu  setzen  sein.  Für  eine  bestimmte  Zeit  t^ 
sabe  nun  F[t^  den  Wert  c^ ;  setzt  man  nnn  aus  Gleich.  3)',  deren 
rechte  Seite  man  auch  schreiben  kann 


r  r 

äoea  Ausdruck  fi^,  wo  r  im  Zähler,  sowie  r^  und  r,  jetzt  auch 
bestimmte  zu  ^  gehörige  Werte  bezeichnen  sollen,  in  Gleichung  5) 
itatt  ^,  so  erhält  man  eine  Umlaufszeit,  die  durch  diese  Werte  be- 
ÜDgt  wird.  Giebt  man  nun  r,  sowie  r^  und  r^  alle  möglichen  Werte, 
velche  diese  Grössen  annehmen  können,  unddividirt  durch  die  Anzahl 
ierselben,  so  wird  man  eine  Umlaufszeit  erhalten ,  welche  annähernd 
ier  wirklichen  entspricht.  Da  durch  den  Einfluss  von  M  die  Zeit  2" 
miam  etwa  0,04  Tage  vergrössert  wird,  so  kann  man  zu  dieser 
aagenäherten  Berechnung  den  aus  Gleich.  4)  sich  ergebenden  Wert 
TOD  T  benutzen.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Werte  von  r^  und 
%  ist  dann  

dt~  r^dv 

vo  n  die  numerische  Excentricität  der  Mondbahn  bezeichnet.  Nun 
ist,  wenn  r,  und  r^  die  Entfernung  der  Körper  m^  uud  m^  vom  ge- 
seioschafUichen  Schwerpunkt  s  und  (p  den  von  r^  und  l  einge- 
flossenen Winkel  bezeichnet, 

rj*  =■  /*— 2/r8C0S9  +  rs* 
ebenso 

*4raer  ist 

dtp  «=»  dv 

För  tj^  ist    9  «  0,    für    t^  T    ist    <p  ^  2n. 

Wegen  Drehung  der  Apsidenlinie  der  Mondbahn  kann  man  an- 
^bemd  r  als  unabhängig  von  9  ansehen  und  für  r  einen  Mittel- 
wert setzen,  da  r  zwischen  a(l+i;)  und  a(l— 1?)  liegen  muss 

Die  Conatante  &i  muss  so  bestimmt  werden,  dass  in  Gleich.  3) 
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r^z=r^^l 


gesetzt  wird,  da  dann  M  auf  s  sowol  als  auch  auf  m,  und  m^  in 
gleicher  Stärke  wirkt,  also  keinen  ändernden  Einfluss  auf  m^^  und 
mg  in  Bezug  auf  das  System  ausübt. 

Dann  würden  m^  und  m^^  sowie  s  auf  der  Peripherie  eines  mit 
l  als  Radius  beschriebenen  Kreises,  anstatt  auf  der  Sehne  zwischen 
m,  und  m^  liegen.  Bezeichnet  «^  den  auf  dieser  Sehne  liegenden 
Schwerpunkt,  so  ist,  wenn  wir  die  Entfernung  zwischen  «  und  s^ 
mit  p  bezeichnen,  da  die  fast  gleichschenkligen  Dreiecke  Sm^s  und 
sm^i  ähnlich  sind, 


P 


m^m^  r* 


tiH 


Diese  Formel   ist  wegen   der  Kleinheit  von   r  im  Verhältniss   zu 
hinreichend  genau  und  giebt  annähernd 


80.81.400« 


wenn  / ««  1  gesetzt  wird.  Annähernd  ebenso  gering  ist  der  Unter- 
schied, wenn  r,  und  rg  etwas  grösser  als  l  genommen  werden,  indem 
man  durch  a  eine  zu  der  Sehne  parallele  Tangeute  sich  gezogen 
denkt  und  auf  dieser  974  und  m^  annimmt.    Verwandelt  man  nun 


rj  /        2Zr3COS<p--r3*\V2 


/       2Zr3COsy-r3^Y 


und 


1 


vermittelst  des  binomischen  Satzes  in  eine\nach  Potenzen  von 

2Zr«C0sqp  —  r^     ,  ,.  ,       2/rivC0S9  +  r4* 
^ — ^ — ^    bezüglich     — ^    "^ 

fortschreitende  Reihe,  deren  Convergenz  sosor^  einleuchtet,  da 

1 

]    ^^^*      4ÖÖ  \ 

ist,  multiplicirt  dann  mit  \ 

27r  a«yr==v        ^. 

und  integrirt  zwischen  den  Grenzen  0  und  2ji,  5)0  erhält  man,  wem 
man  h  wieder  =«  -  setzt ,  im  Zähler  und  Nenner  durch  /ü  dividir 
und  schliesslich  h^\»,  und  k^M  für  tx  und  M  schreibt. 
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') 


^^'^k^  v+^~(i7~+-"] 


Die  folgenden  Glieder  sind  von  höherer  Ordnung.  Für  r^'  ist  ein 
ilittelwert  zn  setzen,  der  zwischen  a^Cl  +  i;)^  und  a^{l  —  ri)^  liegt. 
Nimmt  man  die  halbe  Summe  der  beiden  Grenzwerte,  so  erhält  man 

V»  «3(1  +  317^+...) 

>3  die  Apsidenlinie   der  Mondbahn   sich    nicht   nach  dem  Flächcn- 

r^dv  =  cdt 

^■ewegt,  diese  Bewegung  vielmehr  von  A/ abhängig,  die  Entfernung 
3^  aber  fast  constant  ist,  so  kann  man  r  als  unabhängig  von  <p 
üsehen  nnd  für  r^^  den  bei  der  Berechnung  von  Gleich.  7)  sich 
f^benden  Mittelwert 

a^  (1  —  tf^)^  dv 


2«7      a^ 


ietzeo,  da 


Tdcber  ebenfalls 


2»,/       a^Vl  -?^«(l  +  *7C0St;)^ 
0 

l  +  iyCOSü 


=  a3(l+3ij*+  .  .  )     beträgt. 

Der  Einflnss,  den  die  Neigung  i  der  Mondbahn  ausübt,   ist  nur 

3 

^ring;  er  ist  kleiner  als   g-rööQ  des  2.  in  Klammern  eingeschlosse- 

2tü  Gliedes  der  Gleichung  7),  denn  es  ist 


V 


^  1  +  __L_  + 
—  200  .  4Ü0  ^  '  •  • 


»ean  t  etwa  5^^  gesetzt  wird. 

Denkt  [man  sich  nun  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  der 
Erde  und  des  Mondes  durch  die  elliptische  Bahn  um  die  Sonne  bestimmt 
3id  bezeichnet  l  jetzt  durch  i2,  so  lässt  sich  zwischen  Ri  und  R^ 
^Q  Anfang  und  Ende  eines  Mondumlaufs  immer  ein  mittlerer  Wert 
^denken,  welcher  zwischen  diesen  liegt,  so  dass  die  Gleich.  7) 
^teben  bleibt ,  wenn  man  für  l  den  Wert  Rm  setzt.  Diese  R^ 
'erdeo,  da  man  T^  als  irrational  zur  Umlaufszeit  der  Erde  annehmen 
^M,  nach  einer  grossen  Zahl  von  Umläufen  proportional  dem 
Riclienaatz  verteilt  liegen;  nur  in  der  Nähe   der  grossen  Achse  '2A 


m 

I 
i 
I 
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werden  innerhalb  eines  Winkels  von  etwa  7^  zn  beiden  Seiten  der- 
selben diese  Mm  nicht  yorkommen.  Da  aber  der  Wert  eines  Braches 
unverändert  bleibt,  wenn  Zähler  und  Nenner  proportional  wachsen, 
so  kann  mem,  um  einen  Näherungswert  für  die  mittlere  Umlaufszeit 
des  Mondes  zu  erhalten ,  sich  die  Werte  Em  in  dem  Winkel  Vj^  der 
Erdbahn  zwischen  den  Grenzen 

»i  —  0    und    Vi  «  2» 

in  der  angebenen  Weise  verteilt  denken.  Bezeichnet  man  nun  die 
numerische  Excentricität  der  Erdbahn  mit  f,  multiplicirt 

4   mit       ""''^^ 


und  integrirt  zwischen  den  Grenzen  0  und  29r,  so  erhält  man 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  e,  setzt 

dB 0,000053 

so  erhält  man  annähcrnd^die  von  der  Aenderuug  der  Excentricität 
der  Erdbahn  abhängige  säculare  Beschleunigung  der  mittleren  Um- 
laufszeit des  Mondes.    Dieselbe  beträgt  also 


9) 


2na\     ,  M  a»[l  +  Sg«)  3s  ds 


Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  von  s  abhängigen  Aendcrungen 
von  i  und  tj  gegen  de  unbedeutend  sind. 

Die  Gleich.  8)  kann  auch  dazu  dienen,  annähernd  das  Yerhält- 
niss    -  zu  bestimmen,  wenn  das  Verhältniss    t    und     die     übrigen 

Grössen  ausser  —  bekannt  sind. 

Es  ist  der  aus  der  Ellipse  sich  ergebende  Wert 

bc* 
r;*  —  1 ^,      c*  «  r'  F*sin*a 

wo  et  den  vom  Radiusvector  und  der  zugehörigen  Tangente  gebildeten 
Winkel  bezeichnet. 

Der  kleinste  Wert  von  sin*«  ist  X  —  ij*,  denn  es  ist 
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rdqf  o(l  —  ty*)       ^  (l-)-COSt})cosv 


*« 

,«== 

ar-" 

l  +  iyCOBt?' 

i^sin^ 

1,« 
-1* 

0.  s 

.  w.. 

sin'a 

also  stets  fast  1,  da  ti 

<  0,06  ist 

Setzt  man 

in  der  Gleicbang 

2      1       *••' 

'  F«Bin*« 

iea  Wert  von     sin*««  1,    für  F*  den  Wert  F,*  ans  Gleichung  3), 

^r  ^  den  Wert  ^i  ans  Gleich.  6),  fftr  h  den  Ausdruck   -,  so  sieht 

ir*F* 
Bau,  dass  der  Ausdruck  — ^—^  der  ohne  Berücksichtigung  der  Ein- 

"j  „2 

Tirkiing  von  M  gleich  — ~-  also  nahe  =  1  ist ,  mit  Berücksich- 

s^ung  von  M  im  Zähler  um  ein  Glied  von  der  Ordnung  M  —3,  im 
5^Ber  um  mehr  als  das  Doppelte  dieses  Gliedes  vermehrt  wird, 
aer  Aasdmck  — j—  also  kleiner,  folglich  der  elliptische  Wert  von 
f^  durch  die  Einwirkung  von  M  auf  das  System  vergrössert  wird. 

dti 

Ikraos  folgt  aber  auch,  dass  in  Gleich.  9)  y  vernachlässigt  werden 
kann,  da  diese  Grösse  gegen  die  andern  Glieder  von  der  Ordnung 
,  also  Oberhaupt  von  der  Ordnung  (^  Vs)    ^^^• 


fi» 


Dass  Oberhaupt  eine  Beschleunigung  der  Umlaufszeit  des  Mondes 
««attfinden  muss,  wenn  s  kleiner  wird,  erkennt  man  auch  schon 
israiia,  dass  der  Wert  der  mittleren  Anziehung  von  M  auf  einen  in 
3aer  Ellipse  sich  um  denselben  bewegenden  Körper,  nach  der  Zeit 
berechnet,  grösser  ist  als  derjenige,  welcher  sich  ergiebt,  wenn  ein 
Eörper  sich  in  einem  mit  der  halben  grossen  Achse  beschriebenen 
Kreise  nm  Af  bewegt;  denn  es  ist 

2n 
M    r  R^dv^  _         M 

0 
M 

&r  den  Kreis  erhält  man  —^  das  Yerhältniss  ist  also 
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Vl^ 


:2 


:  1 


Setzt  man  in  Gleich.  8)  Tf  =  27,321660890  Tage,  Jlf  =  1, 
k  «  0,0172021,  B  «  0,0168,  rj  «  0,054908,  a  «  51804,96  geogr. 
Meilen,  die  Horizontal-Aequatoreal -Parallaxe  der  Sonne  8",  8737,  also 


log^  =  0,41383633  —  3 

nnd  löst  die  Gleich.  8)  oder 

M^^-FmI  '^  Q,    wo    Jf=.- 

nach  Mh  auf,  so  erhält  man 

Ati  —  565,  6426,    also    M  =  319  951,  54 

Gleich.  9)  giebt  dann  als  säcularc  Beschleunigung  der  mittleren  Um- 
laufszeit des  Mondes 

0, 000  000  10288  Tage    oder    0, 008  8894  Secunden 

Bemerkung.  Nach  den  in  jüngster  Zeit  erfolgten  Bestimmungen 
beträgt  die  Sonnenparallaxe  8",  880  mit  einem  wahrscheinlichen 
Fehler  von  0",  002.  C.  Benz. 


3. 
üeber  harmonische  Strahlen. 

Zum  Begriff  der  harmonischen  Strahlen  gelangt  man  sehr  schnell 
auf  folgende  Weise.  Man  nehme  eine  feste  Gerade  als  Axe  und 
einen  festen  Punkt  in  ihr  als  Coordiuatenanfang  an.  Von  jedem  zu 
bestimmenden  Punkte  ziehe  man  in  2  festen  Richtungen  Strahlen, 
welche  die  Axe  iu  2  Punkten  mit  den  Abständen  x  und  y  vom  Coor- 
dinatenanfang  treffen.  Schreibt  man  in  diesem  Coordinatensystem 
die  Gleichung  einer  Geraden 

X  — A       „ 

y  —  A 

so  ist  B  eine  Function  nur  der  auftretenden  Winkel  und  giebt  an, 
in  welchem  Verhältniss  die  Gerade  diejenige  Strecke  teilt,  welche 
die  beiden  Strahlen  von  einem  ihrer  Punkte  auf  der  Axe  abschnei- 
den. 
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Nnn  wird  fteür  die  Gerade  darch  die  Punkte 

"".yi— y» 

Ir  die  Geraden  durch  die  Punkte 

«  =  a?i,    y  ^  y%    und    «  =  «j,    y  =»  yi 

yi— y« 

md  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  Strahlen,  welche  in  4  gewissen 
SiditüDgen  durch  einen  Punkt  gehen,  die  Eigenschaft  haben ,  jede 
Gerade  harmonisch  zu  teilen,  sowie  dass  diese  Richtungen  die  der 
^ten  nnd  Diagonalen  eines  Parallelogramms  sind. 

Rudolf  Skutsch. 


4. 
Zur  nilheningsweiseii  Dreitellungr  eines  Winkels« 

Es  giebt  Yerschicdene  Methoden  zur  näherungsweisen  Dreitei- 
eines  Winkels;  far  die  wirklich  auszuführende  Construction 
Tird  man  aber  immer  die  versuchsweise  Teilung  jeder  solchen  Nähe- 
"lagsmethode  vorziehen. 

Die  nachfolgenden  Untersuchungen  haben  deshalb  auch  nur  den 
ZTeci[,  aber  einige  Beziehungen,  die  sich  bei  der  Dreiteilung  eines 
Kinkels  ergeben,  zu  berichten. 

I. 

Es  sei  der  Winkel  CAB  in  drei  gleiche  Teile  zu  teilen. 

Man  beschreibe  mit  einem  beliebigen  Halbmesser  OA  einen 
Halbkreis  Aber  den  Schenkel  AB^  halbire  OB  in  M  und  ziehe 
V.V  senkr.  auf  OBy  femer  MK  |  OH,  wodurch 

Wkl.  KMB  =  2a 

^  so  liegt  innerhalb  des  Bogenstückes  NP  der  Teilungspunkt  £>, 
Fächer  den  Bogen  BH,  der  zum  Peripheriewinkel  a  gehört,  in 

HD  =  §  a    und    BD  =  |a    zerlegt. 


208  mücbUm. 

Denkt  man  sich  die  Linie  AD  bereits  gezogen,  so  entstehen 
zwei  gleichschenklige  Dreiecke,  welche  ähnlich  sind 

^AOD  ähnlich  ^  ODE 

weil  die  den  gleichen  Schenkeln  gegenüberliegenden  Winkel  in  beiden 
Dreiecken  |a  sind. 

Daraus  fogt  die  Proportion,  wenn  man  für  den  Halbmesser  immer 

r  schreibt: 

r:ED^  AD:r  (I) 

Im  rechtwinkligen  Dreieck  ABL  ist  D  der  Fasspunkt  der  Senk- 
rechten, die  vom  Scheitel  des  rechten  Winkels  B  auf  die  Hypote- 
nuse gefällt  werden  kann,  daher 

4r2  =^AD.AL  (II) 

Aus  der  Verbindung  von  (I)  und  (II)  folgt : 

ED-^'  iAL  (III) 

Wäre  die  Länge  AL  bekannt,  so  würde  iAL  von  O  nach  E 
aufgetragen  die  Teilungslinie  AD  ergeben.  Die  Eenntniss  von  der 
Länge  AL  würde  natürlich  die  Dreiteilung  auch  aus  dem  Dreieck 
ABL  finden  lassen. 

Die  Oleichschenkligkeit  des  Dreiecks  OED  lässt  auch  folgenden 
Ausdruck  zu: 

Wenn  man  auf  der  Linie  OH  einen  Punkt  E  aufsucht,  dessen 
Entfernung  vom  Mittelpunkt  O  gleich  ist  derjenigen  von  der  Peri- 
pherie in  der  Kichtung  nach  AL  gemessen,  so  geht  durch  E  die 
Teilungslinie. 

Nach  der  Construction     OM^  \AB    wird 

GF=^iAL  aV) 

somit : 

GF  =  ED  (V) 

Die  Dreiecke  OGE  und  MFK  sind  ebenfalls  ähnlich,  und  zwar 
sind  die  Seiten  des  kleineren  zwei  Drittteile  derjenigen  des  grösseren 
Dreiecks. 

Aus  (V)  folgt 

GE'^FD  (VI) 

daher 

FD^iFK  (VII) 

und  diese  Gleichung   kann   man   zur   näherungsweisen   Dreiteilung 
eines  Winkels  benutzen. 
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Nachdem  man  die  Linien  MN  und  MK  nach  früher  gezogen 
bt,  verbindet  man  den  Darchschnittspankt  P  mit  ^  und  teilt  die 
Strecke  I^  in  3  gleiche  Teile;  zieht  man  dnrch  den  ersten  Teil- 
paokt  JR  die  Linie  ME^  so  schneidet  diese  den  Kreis  sehr  nahe 
km  Punkte  Z>. 

Efl  würde  diese  Constrnction  den  Punkt  D  ahsolnt  genau  gehen, 
renn  PQ  ||  KP  gezogen  werden  könnte,  was  wieder  nicht  sein  kann, 
weil  sonst  die  Teilung  hereits  hekannt  sein  müsste. 

Noch  genauer  könnte  man  an  den  Punkt  D  heran  kommen, 
venu  man  eine  zweite  Linie  nach  Ä  oberhalb  D  ziehen  würde,  die 
bmerhalb  des  Winkels  NMK  fallende  Strecke  ebenfalls  in  drei  gleiche 
Teüe  teilte,  und  den  ersten  Teilpunkte  oben  mit  dem  ersten  Teil- 
pnnkte  (^)  nnten  verbinden  möchte ,  diese  Linie  schneidet  den  Kreis- 
ten noch  n&her  an  Z>. 

n. 

Ein  Papierstreifen  als  Trisector. 

Wenn  man  in  der  yorherigen  Fig.  1  das  Dreieck  ÄOE  betrachtet, 
10  erkennt  man,  dass 

Wkl.  EAO'^  iEOB 
md  dass 

AG  =  20E    ist 

Auf  Grundlage  dieser  Beziehung  lässt  sich  die  Dreiteilung  eines 
Winkels  mit  einem  Papierstreifen  ausführen.   Fig.  2. 

Es  sei  CAB  der  zu  teilende  Winkel;  man  verlängere  AB  über 

den  Scheitel  nach  D,  und  errichte  ^JPsenkr.  auf  AB;  hierauf  wlihle 

man  auf  dem   Schenkel   AC  den  Punkt  E  beliebig  und  trage    die 

Strecke  AE  zweimal  auf  einen  geradlinig  beschnittenen  Papierstreifen 

auf;  es  sei 

MN=2ÄE 

Nan  lege  man  den  Papiorstreifen  so  auf  die  früher  gezogenen 
Hfilblinien,  dass  N  auf  AD  und  M  auf  AI  zu  liegen  kommt,  wobei 
noch  die  Verlängerung  von  MN  durch  den  Punkt  E  gehen  muss. 
Dies  erreicht  mau  leicht  nach  einigen  Verschiebungen. 

liegt  der  Papier  streifen  richtig,  dann  kann  man  längs  MN 
eine  Bleistiftlinie  ziehen,  und  dann  ist 

Wkl.  MNA  =  iEAB 

Dieses  Verfahren  kann  auch   zur   Dreiteilung   eines  stumpfen 

ARk.  a.  lUtt.  «.  Pliji.    a.  B«Ui6,  T.  XL  u 
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Winkels  angewendet  werden.    Es  liegt  dann  der  Pnnkt  E  im  Winkel- 
räum   DAF^   and   auf  der   Strecke  MN  zwischen   den  Punkten  M 

and  N. 

Anmerkung.  Es  lässt  sich  nach  diesem  leicht  ein  Instrument 
zusammenstellen,  welches  aus  einem  rechten  Winkel  und  zwei  be- 
weglichen Schenkeln  besteht,  das  als  Triscctor  fflr  spitze  Winkel 
mit  aller  Genauigkeit  verwendet  werden  könnte 


III. 

Ein  auf  die  Dreiteilung  eines  Winkels  Bezug  habender  Lehrsatz 
ist  noch  folgender: 

Hat  ein  Sehnenwinkel  die  Eigenschaft,  dass  die  Bögen,  auf 
welchen  er  steht,  sich  verhalten  wie  1:2,  so  ist  der  auf  denselben 
Bögen   stehende  Secautenwinkel  *ein  Drittel   des   Sehnenwinkels. 

Beweis.      Es   sei   a  der  Sehnenwinkel,   ß  der  SecantenwiDkel, 

welche  beide  auf  denselben  Bögen  aufstehen,  b  und  26  diese  Bögen 

im  Kreise,  so  ist 

Wkl.  a  =  ib 

Wkl.  ß  =  ih 

somit 

Wkl.  ß  =  ia 

A.  V.  Frank, 
Professor  a.  d.  k.  k.  Staatsgewerbeschule  in  Graz. 


5. 
Asymtotischer  Wert  der  Facnitftteiiooeffleieiiteiu 

Bekanntlich  ist  der  aus   der  Zalenreihe   1,  2,  3  ...  n — 1    ge< 
bildete  Facultätencoefficient 


-'  -  <->'  er)  [-  (Ä)"L 


-  <-*)  Ci')  8  -■'-  Ä  «-"-»+ Ss«*-»-  • 
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+^-^^-'^1^  ^-^^  « 


wo 


-^,[D-+»(««-l)«]o  2) 

Ersetzt  m&n  in  1)  die  C-^  darch  die  Nallwerte,  dividirt  bei- 
krseits  darch  n^,  bringt  den  ersten  Factor  rechter  Hand  n  — A;  in 
üe  Klammer  und  Iftsst  bei  constant  bleibendem,  endlichem  k 
ka  Exponenten  n  tlber  alle  Grenzen  zunehmen,  so  ist 

1 


(21:)  1 


n-^k  n—k  n—h 

lim  — r-7  —  lim  —TT — r  =  . . .  =  hm  —n;  —  1 
&lg)]eh,  wenn  noch 

knnogeftlgt  ¥rird, 

-+(-1)*-»  (ifc^,)^>*+*(«'-  l)'o+(-l)'(i*)^(«*-l)o»} 
Wenn  nun  von  der  leicht  beweisbaren  Formel 

(^)  [D«-»(*»-l)*-»Jo  =  ^  O»  [**(«•-!)*-»], 
Mnaueh  gemacht,  sodann 

14» 


2 12  iAsceUbi. 


gesetzt  and  schliesslich  der  gemeinsame  Factor  rr      heransgehobea 
wird,  so  ist  der  Ausdruck 


•'o 


»o 


+  (-1)»  Qö^r^«*-!)'«] 

in  seiner  jetzigen  Form  unschwer  als  2A;ter  Differentialqaotient  von 

za  erkennen,  daher  identisch  mit 

|(2t)!      t(2fc+l)!  1  (2fc)! 

\  2»    ■*■     2*-i3!    *"*""l,=o°°'^»~ 
Es  ist  somit 

Hieraus  folgt  noch 

lim  -^i  Oa 


lim^(CH*)»=-^j^,^^ 
mithin 

Endlich  wäre  zu  bemerken,  dass  das  Ergebniss  1)   mit  der   be- 
kannten Formel 

nicht  im  Widerspruch  steht. 

Nach  Einsetzung  der  Grenzwerte  kommt  nämlich 

^'"^  ~it  !"2*~  =  ^'™  ikr2*  +  *^°^  *»  •  (ifc-l)I  2*-^ 
oder 

lim(n+l)2k  «  lim(n2*+2Ä:.n2fc-i) 

Franz  Rogel. 
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6. 

üefter  fie  Terwendmig  des  Rechenbrettes  rar  DarstelloBiT  beliebiper 

Zahlensysteme. 

Der  Gedanke,  nnser  dikadisches  Zahlensystem  durch  ein  be- 
stüiimtes  anderes  zn  ersetzen,  ist  nicht  nen.  Napoleon,  dem  ein 
Kodier  Plan  vorgelegt  wnrde,  soll  geantwortet  haben:  „Dann  rechne 
:an  erst  die  Logarithmen  in  das  nene  System  um!^'  Ein  anderer 
ÜDwand  hätte  yielleicht  ebenso  nahe  gelegen:  erst  ändere  man  die 
leoschliche  Sprache  und  das  menschliche  Fingersystem,  das  der 
Zableoanschannng  zn  Grunde''  liegt  und  ihr  noch  heute  bei  jeder 
iTelegenheit  zu  Hülfe  kommt.  Dem  Wesen  der  Zahl  gegenüber  ist 
SDser  dekadisches  System  ein  Zufall,  und  ich  vermag  nicht  zu  be- 
irteiten,  welchen  Wert  es  haben  würde,  wenn  es  gelänge,  diesen 
Zofdl  zu  beseitigen.  Soviel  aber  scheint  mir  einleuchtend :  erstens, 
^  mit  einem  einzelnen  neuen  Systeme  für  die  Wissenschaft  wenig 
e'Sfoimen  wäre,  dass  es  vielmehr  darauf  ankäme,  jede  beliebige 
Z&hlmethode  zu  ermöglichen-,  —  und  zweitens,  dass  dies  tunlichst 
^so  mechanischer  NVeise  geschehen  müsste,  dass  sich  unsre  deka- 
lüschea  Vorstellungen  und  Gewohnheiten  nicht  störend  dazwischen 
^en  könnten. 

Das  chinesische   Rochenbrett 

dieot  mir  dabei  als  Vorbild.  Dasselbe  besteht  ans  einem  flachen, 
Möglichen  Kasten,  der  der  Länge  nach  durch  eine  Scheidewand  in 
mi  oogleiche  Hälften  geteilt  ist.  Durch  diese  Scheidewand  bis  in 
äe  beiden  äusseren  Längswände  sind  in  Abständen  von  etwa  einem 
Zoll  Stäbe  oder  Drähte  gezogen.  Auf  jeden  dieser  Stäbe  sind  auf 
^^  grösseren,  dem  Rechnen  zugewendeten  Seite  fünf,  auf  der  klei- 
nen Seite  zwei  dicke  Engeln  oder  flache  Perlen  aufgereiht.  Von 
jejien  Ittnf  Kugeln  gilt  jede  eine  Einheit,  von  den  zwei  letztgenannten 
Me  eroe  Fflnfheit  der  betreffenden  dekadischen  Stelle.  Die  Zahlen 
werden  notirt  („angelegt^O  9  indem  man  die  Kugeln  an  die  Scheide- 
^  schiebt. 


00000  QOQQQ 

f  i  i  ü  i  i  T  1  üf 
^  > 

0  I  55  s?  s  9 

1  1  8  8  ?  I 


II 

ö  ö  0000 


I  ^  8  S  S  I 


9876543210 
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Der  Stellenwert  ist  derselbe,  wie  bei  den  arabischen  Ziffern.  Man 
sieht,  es  kann  auf  jedem  Stabe  bis  zn  fünfzehn  angelegt  werden. 
Liegen  nnn  aber  anf  einem  Stabe  10  oder  mehr  an,  so  legt  man 
anf  dem  nächsten  Stabe  (nach  links  zn)  1  an  nüd  schiebt  dafOr  jene 
10  nach  dem  Stande  zurück,  so  machen  sich  Additionen  und  Sub- 
tractionen  rein  mechanisch.  Die  Multiplication  nnd  Division  können 
natürlich  dnrch  (n—1)  malige  Addition  bzhw.  durch  n  malige  Sab- 
traction  geschehen,  werden  aber  in  der  Regel  auf  kürzerem  Wege 
ausgeführt  Die  Multiplication  mit  Hülfe  des  Einmaleins,  die  Division 
mit  Decimalbrüchen  nach  einer  analogen  Tabelle,  die  gleichfalls 
auswendig  gelernt  wird.  In  dieser  wird  stillschweigend  der  Divi- 
dendus  mit  10  multiplicirt,  und  es  heisst  also  z.  B.  3  in  1  ist  3, 
bleiben  1 ;  8  in  1  ist  1,  bleiben  2  u.  s.  w.  Die  übrigen  Vorschriften, 
die  der  chinesische  Rechenlehrer  seinem  Schüler  giebt,  sind  rein 
technisch  und  dürften  sich  zumeist  durch  Uebung  und  Nachdenken 
von  selbst  ergeben.  Die  Grösse  des  Brettes ,  die  Zahl  der  Stäbe, 
richtet  sich  nach  dem  Bedürfnisse  des  Rechners. 

Man  hat  nun  beobachtet,  dass  die  Chinesen  mit  dieser  einfachen 
Maschine  die  gestellten  Aufgaben  schneller  lösen,  als  geübte  earo- 
päische  Rechner  mit  Bleistift  und  Papier.  Wichtiger  für  unsern 
Zweck  ist  aber  dies,  dass  jene  Rechenmethode  mit  ihrer  construc- 
tiven  Anschaulichkeit  fast  ebenso  bequem  auf  jedes  andere  Zahlen- 
system anzuwenden  wäre.    Die  dazu  nötige  Maschine,  ein 


„n-adisches"   Rechenbrett 

wäre  meiner  Meinung  nach  in  folgender  Weise  herzustellen:  Ein 
Kasten,  dem  chinesischen  ähnlich,  aber  grösser  und  allenfalls  mit 
mehreren  Zwischenwänden,  welche,  gleich  der  oberen  Längswand, 
verstellbar  sein  mögen,  um  gleichmässige  Spielräume  zum  Verschieben 
der  Kugeln  herzustellen;  ferner  zum  Aufreihen  möglichst  viele  durch- 
bohrte Kugeln.  Ist  n  (die  Zahl,  die  mit  10  geschrieben  werden 
soll)  nicht  zu  gross,  so  genügt  eine  einzige  Scheidewand.  Wieviele 
Kugeln  nun  auf  der  unteren  und  auf  der  oberen  Hälfte  jedes  Stabes 
aufgereiht  werden,  und  welchen  Wert  die  oberen  Perlen  erhalten, 
richtet  sich  nach  dem  Werte  von  n.  Ich  würde  in  dieser  Hinsicht 
folgendes  empfehlen: 

I.  Die  Werte  der  oberen  Kugeln  zusammenaddirt  seien  »  n. 
Sind  sie  also  alle  angelegt,  so  schiebt  man  sie  nach  dem  äusseren 
Rande  zurück  und  legt  dafür  auf  dem  nächstfolgenden  Stabe  (nach 
links  zu)  1  an.  Dem  analog  ist  der  Zafalenwert  der  sämtlichen 
Kugeln  der  unteren   Abteilung  gleich   dem  Werte  einer  einzelnen 
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Eigel  in  der  (nächst-)  oberen,  sodass  auch  hier  die  Uebertragang 
Beehanlach  geschieht. 

n.  Ist  n  teilbar  (keine  Primzahl),  so  sei  der  Wert  jeder  oberen 
Eagel  der  des  grössten  Divisors. 

HL  Ist  n  eine  Primzahl  nnd  nicht  zu  gross,  so  wären  vielleicht 
hageln  von  zweierlei  Farbe  zu  empfehlen.    Entweder 

a)  man  lässt  die  Scheidewand  weg,  reiht  die  je  n  Kugeln  auf 
die  Stäbe  und  wählt  fttr  jede  fünfte  Kugel  oder  für  je  fünf  Kugeln 
4er  besseren  üebersicht  wegen  die  andere  Farbe;  oder 

b)  man  dividirt  n  mit  der  grössten  Ziffer,  die  man  auf  einen 
Kick  abersehen  und  mit  einem  Griffe  sicher  fassen  kann,  m,  reiht 
uf  die  nntere  Hälfte  der  Stäbe  m  Kugeln  und,  wenn 

ist,  aaf  die  obere  Hälfte  zunächst  o  Kugeln,  deren  jeder  man  den 
Wert  m  beilegt  und  dann,  als  oberste,  p  farbige,  die  wieder  je  1 
gelten. 

Bezeichne   ich   nun  die   Scheidewand    durch   einen   doppelten 
Qoerstrich,  so  ist  das  Rechenbrett  etwa  folgenderweise  einzurichten: 

Zu  n.     n  —  12 

3  Kugeln,  Wert  4 

4  Kugeln,  Wert  1 

Za  m.,  b)    n  -  17 

2  schwarze  Kugeln,  Wert  1 

3  gelbe  Kugeln,  Wert  5 

5  gelbe  Kugeln,  Wert  1 

IV.  Ist  n  eine  grosse  Zahl,  so  mag  sich  die  Anwendung  mehrerer 
Scheidewände  empfehlen.  Auch  dabei  muss  die  oberste  Abteilung 
die  Summe  n  darstellen.  Im  üebrigen  mag  das  Bisherige  gelten. 
Z  B. 


n  =  170 


10  schwarze  Kugeln,  Wert  1 
2  gelbe  Kugeln,  Wert  80 

8  Kugeln,  Wert  10 


10  Kugeln,  Wert  1 
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Aliseetten, 


Das  Verfahren  ist  nnn  in  allen  Fällen  ganz  dem  chinesischen 
analog:  ist  die  untere  Ahteilnng  voll,  so  wird  ihr  Inhalt  in  Grestalt 
einer  Engel  auf  die  nächsthöhere,  —  ist  die  oberste  Abteilung  yoII, 
auf  die  unterste  Abteilung  des  nächstfolgenden  Stabes  übertragen. 
Dass  in  den  beiden  letzten  Beispielen  die  obersten,  zuletzt  zur  Ver- 
wendung kommenden  Kugeln  einen  anderen  Wert  haben  mussten, 
als  die  übrigen  der  obersten  Abteilung,  dürfte  kaum  als  Uebelstand 
empfunden  werden.  Im  Uebrigen  ist  das  Verfahren  so  mechanisch, 
dass  man  die  Aufgaben  lösen,  die  Lösungen  vor  Augen  sehen  wird, 
ehe  man  darauf  verfällt,  die  dargestellten  Zahlen  in  Ziffern  oder 
Worte  zu  übertragen. 


Ziffern  und  Zahlennamen. 

Notwendig  wird  diese  Uebertragung  aber  doch,  und  es  fragt 
sich,  wie  sie  am  einfachsten  zu  geschehen  habe.  Dass  hierbei  ein 
Einmischen  nnsrer  Zahlzeichen  und  Zahlwörter  nur  Verwirrung 
stiften  würde,  leuchtet  wol  ein;  das  radicalste  Vorgehen  ist  hier 
das  beste,  und  auch  hierin  möchten  die  Chinesen  als  Muster  dienen. 

Diese  haben  nämlich  eine  doppelte  Ziffernreihe,  die  das  Rechen- 
brett schematisch  durch  senkrechte  und  wagerechte  Striche  und  die 
Null  darstellt 


*)  O  I 
i»  o  _  =  = 


T  ^   liii 


oder 


I 


Dabei  wird  wol  auch  Kürze   halber   die  4  durch  Xi   die  9  durch 
X  oder  ähnlich  bezeichnet.    Wäre  nun    n  =  12,    so  würde 


57  «-4X  12  +  2X4+1 


zu  schreiben  sein: 
femer 


ü 


oder 


I 


598  «  4  X  12«  +  1  X  12  +  2  X  4  +  2 

oder     = 


wäre  dann 


O 


8=2X4+0 


oder    1X4  +  4X1,     also 


oder 
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Aebnliehe  Ziffern  wftren  auch  für  das  drei-  oder  mehrteilige 

MeDbrett  möglich,  z.  B. 

n-  170 
mh  obiger  Einrichtang 

II 
163  =  2  X  80  +  0  X  10  +  3  (' ) 


95=-lX80  +  lX10  =  ö  Tir     oder 


also  immer  zwischen  senkrechten  und  wagerechten  Strichen  abwech- 
sdod.  Yereii^achungen  nach  Art  des  chinesischei\  Zeichens  far  4 
sössten  die  unübersichtlichen  Anhäufungen  von  Parallelstrichen  er- 
s^n  ohne  die  Anschaulichkeit  zu  beeinträchtigen. 

Diese  Ziffern  kann  man  entweder  in  unser  dekadisches  System 
imrecbuen  und  umschreiben,  oder  durch  conventionello  Laute  aus- 
s^hbar  machen.    Hierfür  würde  ich  folgendes  vorscblagen: 

a)  Die  Zahl  der  Buchstaben  oder  Sylben  entspreche  der  Zahl 
^r  Stufen  aus  denen  die  Ziffer,  dem  Rechenbrette  folgend,  zusam- 
Bengesetzt  ist. 

b)  Die  Anordnung  der  Buchstabon  und  Sylben  sei  schematisch 
X  e,  1,  o,  1*,  öj  ä,  at,  au;  da,  be^  hi  u.  s.  w.),  damit  der  lautliche 
imdruck  annähernd  ebenso  leicht  merkbar  und  anschaulich  werde, 
wie  der  graphische. 

Jedes  Ziffern-  und  Zahlensystem  ist  so  zusagen  eine  besondere 
Spnche ,  wenn  auch  mit  den  gleichen  Zeichen ,  und  Lautelementen, 
i  b.  diese  £lemente  können ,  gleich  den  Buchstaben  der  Algebra, 
jetzt  diesen,  jetzt  jenen  Zahlenwert  darstellen : 


«-  la-f  1^4-5 
[a  =.  80   i  —  10] 

_L  =  2a4-2 
[a-4] 

^  eingerichtete  Rechenbrett    aher    gewährt   ohne   weiteres    den 

Scblfissel   zum  Verständnisse  der  angelegten   und  aufgeschriehenen 

Zahlen. 

Georg  von  der  Gabelentz. 
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7. 

Zar  Theorie  der  RegelflächeD, 

Die  Auffassung  der  Reffelflächen  als  erzeugt  von  einer  Geraden, 
die  mit  dem  Fundamental trieder,  d.  i.  der  Tangente,  Haupt-  und 
Binormale  einer  Linie  in  fester  Verbindung  steht,  ist  öfters,  neuer- 
dings in  den  Arbeiten  von  Bioche  und  Pirondini  die  Grundlage  von 
Untersuchungen  gewesen.  Wir  wollen  solche  Gerade,  deren  Lage 
relativ  zum  Fundamentaltrieder  durch  den  Lauf  der  Linie  bestimmt 
wird,  begleitende  Gerade  der  Linie  nennen  und  allgemein  die  be- 
gleitende Gerade  einer  Linie  untersuchen,  welche  eine  gegebene 
Regelfläche  erzeugt. 

Unmittelbar  liegt  hier  kein  Problem  vor.  Auf  der  gegebenen 
Regelfläche,  deren  Gleichungen  wir  schreiben 

x^XQ  +  au'^     y«='2/o  +  ^«;    a  —  «6  +  cw  (1) 

haben  wir  nur  eine  beliebige  Linie  »  zu  ziehen,  deren  Tangente, 
Haupt-  und  Binormale  die  Richtungscosinus  /;  ^,  A;  f\  g\  h!  \  Z,  m, 
n  haben  mögen,  und  die  Winkel  zu  berechnen,  welche  die  Erzeugende 
mit  den  3  genannten  begleitenden  Axen  bildet. 

Dennoch  bleiben  einige  Punkte  zu  untersuchen.  Durch  die 
Regelfläcbe  F  sind  die  Richtungscosinus  a,  b,  c,  aber  nicht  a;^,  y^^ 
zq  bestimmt,  auch  sind  in  letztern  nicht  bloss  Constante  willkürlich; 
vielmehr  ist  durch  die  Gl.  (1)  schon  eine  Linie  auf  der  Fläche  aus- 
gedrückt. 

Dagegen  ist  durch  die  Fläche  selbst  ein  orthogonales  Trieder 
bestimmt.  Sei  v  der  Parameter,  als  dessen  Functionen  a,  6,  c,  xq^ 
i/Qy  0Q  aufzufassen  sind,  und  zwar  gemäss  der  Relation 

dv^^da^+8b^+dc^ 

Ein  Strich  bedeute  die  Differentiation  nach  v  (ausgenommen  in 
f  g*h*).  Dann  entspricht  der  Fläche  eindeutig  ausser  der  Erzeu- 
genden das  gemeinsame  Lot  der  consecutiven  Erzeugenden  mit  den 
Richtungscosinus  a^,  bi,  c^  und  die  Normale  zu  beiden  mit  den 
Richtungscosiuus  a\  h\  c\  wo  die  Relation  stattfindet: 


bb' 


etc. 


Sei  nun  in  Gl.  (1)  (xo2^o^)  <1^^  laufende  Punkt  der  Strictions- 
linie  «o*  ^^^  ^^  ^^^  gelangt  man  zum  consecutiven,  indem  man 
erst  in  der  Richtung  {a^b^c^  eine  unendlich  kleine  Strecke  dobis 
zur  consecutiven  Erzeugenden,  dann  längs  dieser  eine  unendlich 
kleine  Strecke  Sy^  bis  zu  ihrem  Centralpunkt  fortgeht    Hiernach  ist 
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3a^  —  a3if>+a|  8«;     etc.  (2) 

Die  GieichoDgen  der  Regelfläche  sind  also 

x=:f(ad^'\-aidw)'\'au\    etc.  (3) 

J€tzt  sind    a,  6,  e,  tf;,  C9  als  Functionen   von  v  gegeben,  wenn   die 
Fliehe  es  ist,  und  umgekehrt. 


betrachten  nun  u  als  Function  von  v;  dann  erzeugt  der 
Punkt  (irya)  eine  beliebige  Linie  i  auf  der  Fläche,  deren  Tangente 
die  Richtnugscosinus 

/  «  -i  {a(^'+u')  +  a'  ti  +  a,  Q>' } ;     etc.  (4) 

bat.    Das  Quadrat  des  Bogonelements  ist 

d^^(dtp+ du)* + (tt  dvy+  8w«  (5) 

Hieraus  ergeben  sich  in  bekannter  Weise  die  Richtungscosinus  der 
Haapt-  und  Binormale,  der  Krümmungswinkel  t  und  der  Torsious- 
winkel  ^. 

Wir  wollen  nun  nicht  allein  die  Erzeugende,  sondern  auch  das 
ans  ihrer  Bewegung  hervorgehende  orthogonale  Trieder  in  relativer 
Lage  znm  Fundamentaltrieder  der  Linie  #  bestimmen,  indem  wir 
alle  9  Ricbtungscosinus  auf  2  Winkel  s,  g>  zurflckfttbren.    Sei  zuerst 

fa+  ...  —  C08X  —       \  (6) 


(7) 


/'a4-  ...  —  sinxcosy    ) 
la-\- .  , ,  =  sinxBirx(p    ) 

Dann  ergibt  sich  durch  Differentiation: 

f  a*'\'  .  - .  «  —  («  +t'co8  9))  sinx  =■  -  (7a) 

/"a'-|"  •••  —  («'cos 9+ r') cos »  —  (9' 4-^') 8^"* sin 9 
Za'+  •••  —  «'cos  jc  sin  ^4- (^'+^')  sin  »cos  9 

Die  Quadratsumme  der  3  Grössen  ist: 

1  —  (x' +t'  cos  9)*+  V  cos  »  sin  9 — (9' + ^')  sin  «]•  (7b) 

Man  kann  daher  setzen: 


und  erhält: 


sin  «  —  %'  -|-  t'  cos  9  (8) 

cos«  —  T'cosxsin^  —  (qp'-|-^')sinx  (9) 
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/o'4-  .  . .  =  —  sinesinx 


u 


f'a'-^-  ...  »  sine  cos  X  cos  (p-^  cos  £  sin  (p 
Za'-|-  ...  —  siDecosxsing)  —  cosecos 

lieber  dies  ist  aas  61.  (10)  ersichtlich,  dass 


(10) 


(11) 


u 


sm  e  »  — 


f '  sin  X 


(12) 


also  e  eine  durch  u,  a  and  x  bestimmte  Grösse  ist,  die  verschwindet, 
wenn  s  in  die  Strictionslinie  übergeht 

Die  Richtungscosinns  der  dritten  Axe,  nämlich  der  Rotationsaxe 
der  Erzeugenden,  ergeben  sich  aus  ihrer  normalen  Stellung  zu  den 
beiden  ersten;  man  findet: 


/«!+  •  •  •  ^ 

ra,+ ..  .  = 

Zai+  .  .  .  « 


COS  €  sin  X  «=  — 

8 


(13) 


cos  £  COS 
COS  £  COS 


xcos9>  — sin£sin(]p     ) 
x8in<p-|-sin£C0S9     ' 


Sind  nun  a,  &,  c,  ^,  cd  zur  Bestimmung  der  Fläche  und  u  zur 
Bestimmung  der  Linie  s  gegeben,  so  ist  zuerst  «'  durch  61.  (5),  dann 
X  durch  61.  (6),  dann  £  durch  61.  (12),  dann  q>  durch  61.  (8)  pri- 
mitiv bekannt;  man  hat,  um  die  Formeln  zusammenzustellen: 


,'«  =  (lf;'+tt')*+ «*+«'« 


cosx 


t^'  +  u' 


u 


sin  £  —  x' 


,      ;    sin£«  — :-. — ;      cosop 
8*      '  «'sinx'  ^ 


wo 


,»% 


r-^j-;.}'+i©'+^'--;^] 


^u)« 


+!(")■  H-fl 


aa'  a" 


ii'  J" 


ee'  c" 


oder  infolge  der  vorhergehenden  Qleichungen  kflrzer 

t'*  —  (x' — 8ine)*+{(£'4-'^)8in»  —  cosecos«}* 
ist    Eliminirt  man  t',  bo  wird  einfacher 


(15) 


(16) 


(17) 
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h'4-JlBinn  —  coBBCosn  ^^^^ 

tgqp  —  ' ^ ; (18) 

HJennit  ist  bereits  die  Krümmaog  der  Carve  - ,  (irrational  durch 
GL  (17))  daj^stellt  Noch  einfacher  ergibt  61.  (9)  die  Torsion 
,.  Nach  EinfOhrnng  der  Werte  lautet  sie: 

y  «-  —  9'  — coBcsin«  — (f'4-2f)C08«  (19) 

also  ist  hier  der  Z&hler  rational. 

An  das  Vorstehende  knüpfen  sich  einige  speciellere  Fragen, 
unter  andern  folgende. 

Ist  dtt  —  0,  so  ist  aus  der  Bedeutung  von  dm  klar ,  dass  die 
Fliehe  abwickelbar  ist  Nach  61.  (13)  wird  alsdann  entweder  cos  e 
oder  sin  X  null.  Der  letztere  Fall  ist  ein  singulärer;  denn  für 
sinx «  0  fällt  nach  61.  (7)  (6)  die  Erzeugende  mit  der  Tangente 
TOQ  i  zusammen.    Hier  wird 

ü  —  t;    ««R — <p\    a^f\    etc. 

Allgemeiner  ist  der  Fall  s  =  R,  wo  k  beliebig  variirt,  während  nach 
GL  (9)  9  durch  die  Relation 

87  S3  — d^+drcotwsin  tp  (20) 

(hYoii  abhängig  wird. 

Fragt  man  nun  umgekehrt  nach  dem  Bereiche  der  einer  Curve 
I  begleitenden  6eraden ,  welche  eine  abwickelbare  Fläche  erzeugen, 
so  sind  es  ausser  der  Tangente  an  f,  welche  stets  abgesondert  vom 
Systeme  stehen  bleibt,  diejenigen,  welche  die  61.  (20)  erf&ilen.  Man 
kann,  am  die  Lösung  einer  Differentialgleichung  zu  ersparen  die 
Gl.  (20)  auch  schreiben: 

f«>**  -  äkfc  (20a) 

Bild  9  als  willkürliche  Function  von  a  betrachten. 

Ist  statt  des  Vorigen  d^  »  0,  so  ist  gemäss  der  Bedeutung  von 
0f  die  Erzeugende  Binormale   der   Strictionslinie  bq.     Nach  61.  (6) 

(10)  ist 

8tt         .  ttdo 

voraoB  nach  Elimination  von  u: 


/« 


222  MiaeelUn. 

Fragt  man  nun  nach  dem  Bereiche  der  eine  gegebene  Curve  s 

begleitenden   Geraden,  welche  eine   Binonnalenfläche  erzengen,   so 

Bind  a,  h,  c  gesncht.    Geht  man  von  einem  Punkte  der  Linie  s  in 

der  Richtung  (abe)  um  die  Strecke  u  bis  zum  Centralpunkt  (Xi^^)j 

80  ist  der  Endpunkt: 

xq  =-  z-l-au;    etc. 

u ^ ds  (22) 

woraus  durch  Differentiation: 

/qBsq  ^^  fds-^adu'\-uda\    etc. 
Bedingung  fttr  a,  &,  c  ist 

das  ist  nach  der  vorigen  Gleichung: 

Setzt  man  den  Wert  (22)  far  u  ein,  so  erhält  man  Gl.  (21).  Folg- 
lich genügen  alle  Systeme  a,  6,  c,  welche  Gl.  (21)  erfüllen,  der  Auf- 
gabe. Von  den  3  Unbekannten  kann  man  eine,  z.  B.  a,  als  will- 
kürliche Function  ansehen,  die  dritte  c  durch  a  und  b  ausdrücken 
und  b  durch  Gl.  (21)  bestimmen. 

Statt  der  Lage  der  Erzeugenden  im  Baume  wollen  wir  jedoch 
ihre  relative  Lage  zur  Curve  als  gesucht  betrachten  und  diese  ge- 
mäss Gl.  (6)  (7)  durch  x,  q>  ausdrücken.    Gl.  (21)  zerlegen  wir  in 

/9a-|-.  .  .^  ^     ,  Bit  ^^^^ 

— ^2—  3'  -  «;  /«+  •  •  •  =  är  (23) 

Da  eine  der  gesuchten  Functionen  willkürlich  bleibt,  so  sei  dies  te; 

dann  ist  nach  Gl.  (6) 

Bfc 

C08X=:  ö" 

os 
lässt  sich  also  »  als  bekannt  betrachten,  femer  nach  Gl.  (7a) 

/3a+  . . .  =  — {Bit-i-Bx cos (p)An% 
und  nach  Gl.  (7b) 

8t,«  =  (Sx + St  cos  g>)* + [8t  cos  «  sin  g)  —  (Bq> + 8^)  sin  «]« 
Beides  in  die  erste  Gl.  (23)  gesetzt  gibt: 
/8x  ,  ar         \   .       ,      /8x  ,   8t         X« 

/8t                     Bw+Bd-  .     \* 
+  «  (g-cosxsin^) ■W — smxl  =0      (24) 
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016  DifferentialgleichaDg  1.  Ordnung,  algebraisch  darstellbar,  welche 
9  bestimmt. 

Hierdarch  ist  das  Bereich  der  eine  beliebige  Carve  «  begleiten- 
des Binormalenflächen  in  folgender  Weise  gegeben.  Die  Erzeugende 
ist  in  beliebigem  Winkelabstande  %  Ton  der  Tangente  an  #  zn 
sehmeii:  ihre  Lage  aber  auf  dem  so  bestimmten  Rotationskegel  um 
äe  Tangente  wird  durch  den  Winkel  tp  mittelst  Integration  der  61. 
!^)  gefiinden. 

Die  Binormale  von  s  selbst  bildet  eine  singulare  LOsung. 

Die  Curve,  deren  Binormale  die  Erzeugende  ist,  findet  man  als 
Strictionalinie  der  Regelfläche.  61.  (7a)  gibt  die  Strecke  t«  an,  um 
Teiche  man  längs  der  Erzeugenden  bis  zur  Strictionslinie  fortzu- 
gelien  hat. 

Die  Untersuchung  der  begleitenden  Tangenten-  und  Binormalen- 
liichen  legt  die  Frage  nach  den  begleitenden  Hauptnormalenfiächen 
Bähe.  Zunächst  sind  hier  die  Werte  von  d^f  und  dm  zn  suchen. 
Der  Centralpunkt  der  Hauptnormalen,  d.  i.  laufende  Punkt  der 
Strictionslinie,  ist,  wenn  der  Index  1  die  Beziehung  zur  Urcurve  der 

Haoptnormale  bezeichnet, 

jj 

«b  =  «1  +/i '  ^  cos»  i, ;    etc.  (25) 

wo  die  Bedeutung  von  X  ans   dr  =  dtf  cosA;   80  «  8asin  il   erhellt. 
Dies  differentürt  gibt: 

Bt^  -=  fj  3«! sin* Aj  +/i'3  (g^  cos*Ai  J  +^1 8«i Bin A|  cos A^ 

Ftr  die  Ton  der  Hauptnormale  erzeugte  Fläche  ist  nun 

^■'/i'»    a' =«  iiSinAj— /icosAi:    Oi  »/iSinA^-l-^cosA^    (26) 

alflo 

Sx^  »  a3  f  K-^  cos^AjJ  +aiS«i  sinAjL 
folglich  ist 

^  «  ^  C08*A,;    8(0  -  8#,  sinAi  (27) 

Fragt  man  nun  nach  den  begleitenden  Regelflächen  einer  ge- 
gebenen Gurve  «,  welche  überhaupt  Hauptnormalenflächen  sind,  d.  h. 
deren  Erzeugende  als  Hauptnormalen  irgend  welchen  andern  Gurren 
*!  zQgehören,  so  hat  man  3  Gurven  auf  einer  gesuchten  Regelfläche 
^11  Betrachtung  zu  ziehen,  nämlich  ausser  a  und  «i  die  ihre  Be- 
dang yermittelnde  Strictionslinie  sq.  Sind  u,  ui  die  Strecken  von 
')«!  big  sq  längs  der  Erzeugenden,  so  hat  man: 
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ipQ  ■- xi-j-ötti  ■"  **^~^**J    etc  (28) 

nnd  zwar 

a  «  // ;     etc.  (26) 

also 

dv^^da*+db*+dc^^da^*    oder    r  =  tfj  (29) 

ferner 

de 
**»""*  «^g^cosili  (30) 

t*  = 8^7^^* doi*     -sinxgg  (31) 

Die  61.  (28)  differentiirt  geben  mit  Anwendung  von  Gl.  (2): 

«=  /8«-f-a  8tt  -|-  a'  tt  dCi ;    etc. 

Mnltiplicirt  man  einzeln  mit  a,  a',  a^  nnd  addirt  jedesmal  die  3 
Analogen,  so  kommt  einerseits: 

0  «  -  ds^ cos Xi  +  uidsi     ;  (32) 

8(0=      8«|SinAj  ' 

andrerseits: 

d^a  d«cosx-{-8u  \ 

0  — (/a'+...)a«+t*aj|     I  (33) 

Die  61.  (32)  enthalten  nnr  die  Relationen  (30)  (27) ,  welche  als  be- 
kannt voraus  gesetzt  waren.  In  den  61.  (33),  welche  %  und  g)  be- 
stimmen, sind  die  Werte  (8)  (10)  (13),  einzuführen,  nach  welchen 

8« 
u=  g— sinxsinc 

/"a'-f- ...  —  — sinxsin£;    /«i-f-  ...  —  —  siuKCOSfi 
8jc-f-8TCOSg) 


sine 


Bai 


Diejenigen  unter  den  6rö8sen  «|,  »i,   tfi,    Xi,   ^,    c»,   x,   «,  welche 
durch  diese  10  Relationen  nicht  bestimmt  sind ,  bleiben  willkürlich. 

R.  Hoppe. 
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XU. 

Ueber  Variationeo  und  Combinationen  zu 

bestimmten  Summen. 

Von 

Karl  Reich. 


Einleltang. 

1)  Bekanntlich  ist,  wenn  k  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

'n\        n(n  —  1)  ...  (n  — k  -\-  1) 


C) 


1.2  .. .  k 


Im  folgenden   wird    vorausgesetzt,   dass   n   und   k  in  der  Formel 
[j  ganze  Zahlen  sind.    Die  Gleichung 

\k)  '^  [n^kj 
soll  allgemein,  ohne  Ausnahme,  zu  Recht  bestehn.    Ferner  sei 


(=0 


0 


0/-1 


wenn   n  >  ifc  >  0.    Endlich  soll 

sein  fflr  alle  n. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  die  Gleichung 

Aick.  d.  lUth.  a.  Phy»,    2  Beihe,  T.  XI.  15 


L 
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(:)+(4x)=(50 

allgemein  gilt.    Wegen 

ist  sie  füF    X;  =  0    und  vermöge  ihrer  gebräuchlichen  Ableitung  für 
Ä:  >  0  richtig.  —  Wenn  A;  <;  — 1,  so  ist 

\k)  +  \k+\)  =  („  -  J  +  (n-Ll)  "  (n- fc)  "  (fc+l) 
nicht  nur,  wenn  n  — X:^0,  sondern  auch,  wenn  n  ^X;,  weil  alsdann 

(4.)  - » 

ist   und    (,  jf  (».Ti )    gleichzeitig  1  oder  0  sind.    —   Ist  endlich 
A;  «  — 1,  so  ist  auch 


wenn 


(     - 1  =  0,    also    n  ^  —  1    ist. 
Demnach  ist  die  Gleichung 

(y+(*:+l)=(Ä:+l) 

richtig  für  beliebige  n  und  k  mit  Ausnahme  des  einzigen 
Falles,  wenn    ««—*:  =  — 1    ist. 

Tatsächlich  ergiebt  sich  die  in  Rede  stehende  Gleichung  aus  der 
für  nicht  negative  k  geltenden 

(S')-(4.)(«)+(:)(r)+G:,)(r)+-.+ 

+ C)  (4.) 

wenn  m  -»  1  gesetzt  wird.  Die  letztere  Gleichung  gilt  auch  für 
^  —  —  1 ;  jedoch  reducirt  sich  dann,  ihre  rechte  Seite  auf  das 
einzige  Glied 

00- 


23? 

2)  Bei  negatiTen  n  findea  die  folgenden  mei  (fflr  beliebige  a 
Recht  bestehenden)  Oleichangen  Anwendung: 


Wean  l:  C.  D,  so  ist 

wenn  <;  <  0,  bo  ist 

Beweis.    Wenn  ib>*>0,  so  ist 

""  1.2  ...  ib 

Diese  Gleichung  ist  augenscheinlich  auch  fflr  1;  —  0  richtig. 

Wenn  dagegen  it<:^0,  so  erhält  man  bei  Benutzang  des  soeben 
gefundenen  Besultats 


wenn  n—  1;  ^  0  ist.     Die  Gleichung  (b)  gilt  aber  auch  f Or  n  <  i: 

(slso  fbr  beliebige  n),  weil  dann  f^J  und  T .  J    gleichzeitig 

soll  sind.  — 

Bei  nicht  negativen  n  sind  (a)  und  (b)  fOr  beliebige  h 
richtig.  Wenn  nämlich  n  >  -- 1  und  i:  <  0  ist,  so  werden  beide 
Seiten  der  Gleichung  (a)  null;  ebenso  überzeugt  man  sich  leicht, 
dasa  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  (b)  gleiche  Werte  annehmen, 
Vena  •  nnd  h  nicht  negativ  sind. 

Dagegen  haben  bei  negatiy.en  n  die  rechten  Seiten  der  Gfet- 
chuDgen  (a)  und  (b)  entgegengesetzt  gleiche  Werte,  weil, 
wenn  n  <  0«  nadi  (a) 


3)  Mit  Benutzung  der  Gleichung  (b)  sind  wir  im  Stande,  eine 
der  Gleichung 

15* 
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et") ={:)(„")+(A)(r)+ ••+©(:) 

analoge  Gleichung  für  negative  .7   zu  finden.    Es  ist  nämlich,  wenn 
n,  Ä,  *  >  0  sind, 

(_.i;+.)-<-.)-HH.  (»+!-) 

_,_.,.H.«[(;i;)(V)+e-)C:M+... 


•■•+(V)a)] 


Nnn  ist 


=<-«■♦'"*■  (-"ir')G) 

folglich  ist  bei  positiven  h  und  k 

ui:+o=G)(:;)+(^na) 

+(-_r)a)+... +(;;)(::) 

n  darf  hier  beliebig  sein;  denn  falls  n  ^  0,  so  werden  beide  Seiten 
der  Gleichung  null. 

Schreibt  man  anstatt  n,  ä,  k  bzhw.  — n,  2,  fc— 1,  so  erhält  man 
wie  früher 

(-y  +  UA-l)"  W+l) 

wo  jedoch  k — 1  >0  sein  muss,  also  ^\>  1,  aber  nicht  =  1    sein 
darf. 

4)  Wenn  ä  —  O  und  überdies  fc  <0  oder  >  ä  — 1,  so  ist 

w-, . « -  (3  -  G)  (T*) + G)  cn  -  -  a)  w 

Es  ist  nämlich 
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,.,M,-ö-[.+(V')](T') 

+[Cr')+(r)](TO-- 
-(::!) -Cr')(::D+Cr')(:i!)-- 

. . .  «  g>far— 1,  ^•-l,  Ä— 1) 

-  9(«— 2,  iL- -2,  Ä— 2)  «...  —  <p(a;— Ä,  Ä:— Ä,  0) 

Wenn  hingegen   (ä  >  0   und)  0  __  fc  ^  A  — 1,  so  ist 

<p(x,  A:,  Ä)  -  0  (d) 

Man  findet  nämlich 

,(x,  k,h)  =  v (x-k,  0,h-k)  =  l-  (*-*)  +  (*-*)  -  (*-*) 

+  ...  -  0 
5)  Wenn  0  „  i  _  Ä-1  und  *  ^  0,  so  ist 

■'".'.«-(:)- G)(V)+Q)('7^)- - 

■•+<-»-e)(:)-<-')'«G::ii)    <»> 

Es  ist  nämlich,   wenn  yorläufig  x  ^k  voransgesetzt  wird, 

/'-•  ^^*)-t;)- er  )(:-!>(  V)  Cid-- 

—  f(x-2,  k-  2,  A— 2)  =  .  .  .  =/(«—*:,  0,  h-k) 

—cr)+ er)- •+(-'-'(:::) 

wobei  die  Glieder 

'-"-C:')ö.  <-'-«(-.)■■■■ 
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da  dieselben  niill    sind,    der  Reihe   nach   vernaclilAesigt    werden 
konnten.    Nnn  ist 

'-Ö-(*7'). -G)+C)- ("TV  (;)-(";')• 

•••• -C)+(;)-- +<-"*© -<-K"T') 

folglich 

n. ». .)  -  <-«-crr')  -  <-«-(Jil-:!) 

Jetzt  kann  man  die  yorlftnfige  Beschränknng 

fallen  lassen,  da,  wenn   a;  <  A:,    nicht  nur  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung (e),  sondern  auch  ihre  rechte  Seite  nnll  wird  wegen 


nnd 


Ä— t— 1^0 


Tariatienen. 

1)  Unter  Gombinationen  znr  Summe  %  sollen  im  folgen- 
den, wenn  nicht  ansdrDcklich  das  Gegenteil  betont  ist,  stets  solche 
mit  Wiederholungen  Terstauden  sein. 

Variationen  zur  Summe  n  sind  alle  Permutationen  der 
Combinationen  zur  Summe  n.    Beispiel: 


Combinationen  z.  S.  6. 

Variationen  z.  S.  6 

6   3111 

6  15 

114 

1113 

11112  111111 

51   222 

51 

141 

1131 

11121 

42   2211 

24 

411 

1311 

11211 

411  21111 

42 

123 

3111 

12111 

33   111111 

33 

132 

1122 

21111 

321 

213 
231 
312 
321 
222 

1212 
1221 
2112 
2121 
2211 
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Die  Anzahl  der   r  zahligen  Variationen    z.  S.  n  ist 
ie  Anzahl  all«r  Variationen  z.  S.  n  ist  2**'^. 


n)-  - 


Beweise.    Die  Anzahl   der  r  zahligen  Variationen   z.  S.  n  ist 
der  GoefBcient  von  a^  in  der  Entwickelnng  yon 

(«+««+*»+  ...)•'  =r  a' (!—«)-< 
tlso  der  CoefficieBt  von  ä»"^  in  (!—«)-%  d.  i. 

Oder:  Fflr 

r-  l 

ist  die  erste  Behauptung  richtig;  denn  es  gieht  eine  einzahlige 
Yariation  z.  S.  n.  W^nii  r  >  1  ist,  so  bemwke  man,  dass  die  r 
zahligen  Variationen  z.  S.  n  die  Zahlen  1,  2,  . .. ,  n  — (r  — 1)  nod 
keine  anderen  enthalten.  Las  st  man  also  bei  diesen  Variationen  die 
«rste  Zahl  weg,  so  bleiben  alle  r— 1  zahligen  Variationen  zn 
den  Summen  n — 1,  n— 2,  .  . . ,  r — 1.  Besteht  die  erste  Behauptung 
fflr  die  1,  2,  ... ,  n— 1   zahligen  Variationen  zu  den  Summen  1,  2, 

,  n— 1  zu  Recht,  so  erhält  man  für  die  Anzahl  der  r  zahligen 

Variationen  z.  S.  n  die  Formel 

(d)+(:^)+ ■■■+«=(:=;) 

Der  aufgestellte  Satz  gilt  dann  auch  für  1,2,...,  n  zahlige  Va- 
ri^Tonen  z.  S.  n.  Der  Satz  ist  aber  für  ein-  und  zweizahlige  Va- 
riationen zu  den  Summen  1  und  2  und  daher  allgemein  richtig. 

Die  Anzahl  aller  Variationen  z.  S.  n  ist  demnach 

CöV  ("7')+ ■•+(::;)=- 

Oder:  Es  gicbt  1  einzahlige  Variation  z.  S.  n.  Die  zwei-  und 
mehrzahligen  beginnen  mit  einer  der  Zahlen  1,  2,  .  . . ,  n — 1.  Lftsst 
man  also  bei  den  zwei-  und  mehrzahligen  Variationen  die  erste 
Zahl  weg,  so  bleiben  alle  Variationen  zu  den  Summen  n — 1,  n— 2, 
. . . ,  1.  Gilt  die  zweite  Behauptung  für  die  Variationen  zu  den 
Sununen  1,  2,  ... ,  n— 1,  so  ist  die  Anzahl  der  Variationen  z.  S.  n 

l  +  2«+2^+  . . .  +2~-2  «  2—1 

Der  Satz  ist  aber  fflr  4ie  Variationen  zu  den  Summen  1  und  2  und 
fol^ieh  allgemm  richtig. 
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Wegen 

giebt  es  eben  so  viel  n  —  r-^-l  zahlige  als  r  zahlige  Variationen  z. 
S.  n. 

2)  Die  Anzahl  an,p  der  Variationen  z.  S.  n,  welche  die  Zahlen 
1,  2,  . .  . ,  29  nicht  enthalten,  ist 

»"=("x')+rt-')+r?"')+- 


r=l 


Die  Glieder  dieser  Summe  bedeuten  der  Reihe  nach  die  Anzahlen 
der  1,  2,  3,  .  .  .  zahligen  Variationen  z.  S.  n,  welche  die  Zahlen  1, 

2,  .  . . ,  i>  nicht  enthalten.       —r^^     bedeutet    die    grösste  in    dem 

Quotienten       .      enthaltene  ganze  Zahl. 

Beweise.  Die  Anzahl  der  r  zahligen  Variationen,  welche  die 
Zahlen  1,  2,  ...,;?  nicht  euthalten,  ist  der  Coefficient  Ton  x^  in 
der  nach  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreitenden  Entwicklung  von 

also  der  Coefficient  von  «»-?»'-»'  in  der  Entwicklung   von  (1—«)-»" 

Diese  Formel  gilt  aber  gemäss  ihrer  Ableitung  nur  für  positive  r, 
welche  der  Bedingung 

n — pr  —  r  ^  0 

genügen,  woraus 

folgt.    Die  Anzahl  der  r  zahligen  Variationen  z.  S.  n,  welche  1,  2, 


.  .  . ,  |)  nicht  enthalten,  ist  null,  wenn  r  > 


n 


p+1 


Oder:    Wenn  man  alle  Elemente  der  r  zahligen  Variationen  z. 
S.  n,  welche  die  Zahlen  1,  2,  . .  .  ,  p  nicht  enthalten,  um  die  Grösse 
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p  Termindert,  so  entstehen  alle  r  zahligen  Variationen  z.  S.  n^rp. 
Die  Anzahl  der  letzteren  ist  aber  (       ^       V 

Der  Ausdruck  für  on.p  gilt  auch,  wenn 

1?  —  0 
ist   Ferner  ist 

oi,p  ==  ^2,p  =  .  .  .  «  ap.p  =a  0    und     ap+^,p  —  1 

Einen  recursiven  Ansdruck  für  ctm.p,  wennn^-p-l-^  ^^^  erhält 
man  auf  nachfolgende  Art.  Bezeichnen  r,  und  r^'  die  grösston 
Werte,  welche  die  r  hzhw.  in  den  Formeln  für  On-i^p  und  OM-p-i.p 
annehmen,  so  ist 

also 

wenn  -j-^  keine  ganze  Zahl  ist     Aber  auch  dann,  wenn 

n^Hp  +  1) 

sod  k  eine  ganze  Zahl,  also 

rj'  —  Äj  - 1 
ist,  darf  man 

r,  «V  +  l-Ä 
wählen  anstatt 

/ife— 2\ 
«eil  das  in  der  Formel  fttran— i,p  so  hinznkommende  Glied  (>._]) 

onll  ist  wegen  I:  >  1.    Es  ist  mithin 

/n-p-2\  ,    (n-2p-2\   ,    /n-3  p— 2\ 


...+  (---) 


^-F-1.P  = 


rV'O+c^'rv-- 


■  ■  ■ + c-:-V) 


*0 


~  Lp+iJ 
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Reich:  Utbmr  Vanaüamm  wnd  Combinationen 


Ouroh  Addition  ethSM  man 

Mit  HflUB  der  ßleichnng 

an,p  —  ai»-i,p+a»-^-i,p     oder 

-vermaig  man  die  Werte  von  an,f  anch  fQr  negative  n  zn  bestimmen. 


n 


a».l 


On^ 


a»,s 


On.« 


.'  .  -  8,    —  7,    —  6,    —5,    -4,    —3,    —2,    —1 

0,    1,    2,    3,    4,    li,    6,    7,    8,    .    . 


34,    —21,        13,     -8,        5,    -3,        2,-1 

1,    0,  1,    1,    2,    3,    5,    8,  13,  . 

0,  -2,        1,        1,    ^1,      0 
1,    0,  0,    1,    1,    1,    2,    3,      4,    . 

1,  0,        1,    ^1,        0,        O 
1,    0,  0,    0,    1,    1,    1,    1,      2,    . 

0,       1,    -1,        0,        0,        0, 

1,    0,    0,    0,    0,    1,    I,    1,  1,    . 


-2,  3, 


1,    -2, 


1,  0, 


Man  ttberzeagt  sich  leicht,  dass 


wo  h  nnd  k—l  die  Werte  0,  1,  2,  . .  .  ,  />  annehmen  dtkrfen.  Hieven 
ausgenommen  ist  nur 

d.  i.  0  oder  2,  je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade  ist. 
3)  I.    Wein  man  in  der  Gleichung 

On,p  =  On-l.p  +  flu— j»— l.p 

der  Reihe  nac^  n,  n— 1,  n— 2,  .  . . ,  n— s-f-1  anstatt  n  setzt  and 
aus  den  so  gebildeten  z  Gleichungen  s— 1  Grössen  eliminirt,  so  er- 
hält man  eine  Relation  zwischen  irgend  welchen  p+2  Grössen 
ßs^f  as^i,fy  , . .    Es  ist  also 


835 


¥0  die  Coeffidenten  a,  «i,  • .  .  von  x  anabhängig  sind.  Folglich  ist 
die  DetermiMDte  ]»+  2  iem  Grades 


««•f 


^»+»'.p 


^+*1>P  •      •   ^-f*^^.l9P 


««+*'  +  *!,#  •      •  «*+*'+*p^pF 


=  0 


a,+A(Ff  i),p        a«+*t^*>+A,.j» .   .  a«+»^+*^4*p^.i,r 


n.    Wir  wollen  nun  die  Beziehung  zwischen  den   (homologen) 
Detennamuiten  p-j-lten  Grades 


/(«)- 


^*p 


ö*+*i.F 


ö*+Ai.P 


•     •  <'*+A^  9 


«»+»i+Ai.P  •     •  «*+*.+ V 


««+»,.  P 


«»+*p+*i'f  •    •  ««+*p+*p.P 


vsd  /(y)  aafsnchen.    Wenn 

««•j»+«i»*l*i.P+  •  •  •  +op«»+»^.P  —  0 

ist  ffir  beliebige  x^  so  sind  beide  Determinanten  nnll,  nnd  man  kann 
lie  als  gleich  oder  entgegengesetzt  gleich  betrachten.  Dieser  Fall 
mU  im  folgenden  ausgeschlossen  sein.  Anch  soll  der  kürzeren 
Schreibweise  wegen  der  zweite  Index  p  fortgelassen  werden. 


Es  ist 


f(x)  -  (-l)^(f-)/(y) 


Beweis  1.    Wenn 
so  ist  nach  unserer  Behaoptaag 


/(«)- 


-  (-'l)y'f(y) 


Wir  brauchen  augenscheinlich  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  bloss 


a  beweisen.    Vmk  i|t 
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Wegen 


ist  ansserdem 

R 
also 

oder 


a«fA-|-i  -»  r'ax-\-s'ax\h^     ax^h^2  —  R'  ax-^-S*  ax\h 

RS  !r     #     «_  ;    r«  +r'*        #r  +*'* 

Ä'    S'    "  i'r'    s'  I  ""  i  rr'  -|-r'«'      *r'+*'« 

ax+2  =  a»+i  +  Os 

r  +  1,     S««,     i2'==r',     iS'«*'+l 
r  +  1 


'•+1 


r     « 


Diese  vier  Glcichnngca  sind  identisch  mit  den  zwei  Gleichangen 

r+#'  -1 

(Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  auch  umgekehrt,  wenn  diese  zwei  Be- 
dingungen erfüllt  sind,  die  Gleichung  besteht 


Folglich  ist 


Wenn 


r    s 


r+1         8 
r'       s'+l 


)■ 


f(x  +  l)  = 


r    i 
r'   *' 


/(x)=   -/(«) 


80  ist  zu  beweisen,  dass 


f{x)  = 


ax  ö«+*i  ^*+A» 


f(x  +  l) 


Weil  /"(x)  von  null  verschieden  ist,  so  können  wir  setzen 

ax-i-Aj+i   ="  r'ax+«'a«fAi +<'«*+ A, 
Ox  *  A,+i  «»  r"  a,  +  «"  a,+Ä ,  +  i  "a^+A  » 

a«+2         =  -Ra«  +  'S'a«+A.  +  2'ax+A, 
ax+A,4.2  =  ß'a«  +  5'a,+A,  +  2"aj+A, 
a*+A,+2   -  Ä"  a,+  5"a,+A,  +  ^"a*+A, 


zu  hestimmten  Summen. 
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p"  Oz  +  o"  ax+Ä  1  +  ^'  a,+Aa 


Za  bemerken  ist  jedoch,  dass  das  Ä;te  Element  der  tton  Zeile  von 
f^xri  .  .)*  gebildet  wird  durch  Composition  der  Ä;ton  Colonne 
Ton  (Z±r/  .  .)*-i  mit  der  iten  Zeile  Ton  £  +  rs'  , . .    Nun  ist 


ax+z 

«»+*l+8 

Dabei  ist 

a«+»,+s 

also 


((>  -  Ä  ~  1)  ax  +  (<T  -  iS)  a,^.A,  +  (t  —  T) a,+*,  =  0 


Weil/(x)  Yon  null  verschieden  ist,  so  sind  die  in  diesen  drei  Glei- 
changen  auftretenden  Coefficienten  null.    Die  9  Gleichungen 

redndren  sich  aber  auf  folgende  3  Gleichungen: 


—  1 


^'ebenbel  sei  bemerkt,  dass  man  auch  umgekehrt,  wenn  diese  drei 
Bedingungen  erfüllt  sind,  bei  der  Bildung  von  (2^±r*'0*  ^^  der 
oben  angegebenen  Weise  zu  der  Determinante 


r 

t 

t 

r' 

,' 

f 

r" 

«" 

t" 

i2+l        ^^ 

T 

12'       Ä'+l         T' 

gelangt) 

Ä"          S"     T"4-l 

Folglich  ist 

r    8    t 

f{x+l)-- 

r*    •'   i' 

nx)  -  / 

r"  •"  t" 

Man  sieht  leicht,  wie  der  Beweis  für 


28Ö  n$tch:  CTeftiT  VmriatUmm  md  i^mbiniUioMn 

in  ähnlicher  Weise  dnrchzafühiw  Ist  wie  für 

Von  einem  allgemein  gehalteaen  Beweiie  nach  der  hier  angewandten 
Methode  habe  ich  jedoch  wegen  der  zwar  nicht  schwierigen,  aber 
amständKchen  Rechnungen  abgesehen. 

Beweis  2,    Dersdbe  gilt  für  beliebige  ^    Wenn  (I) 

ist  für  beliebig»  »,  so  ist  (wegen  f(x)  ^  0)Ai  nnd  daher  anch  minde- 
stens ein  CoefBcient  a»  Ton  null  y erschieden,  nnd  man  erhält  durch 

Addition  der  mit  ^*  ^i  -  -  -  multiplicirten  anderen  Colonnen  zur 
mten  CokMitte 


«x  a,+»,         .    .  a*+*^^_j        .  öx+i  ^»f*m+i 


«'+V 


a*+*i     ajr+fti+A,  •    •  ^f*i +*«,«!     o*+»i+l   *'*+»i+*«4.i 


•    •  ö«+»i+*. 


Wenn  femer 


so  ist  B^  und  (weil  auch  /(a:+l)  ^0)  mindestens   ein  Coefficient 
ßn  von  null  yerschieden.    Bemnach  ist 

WO  D  eine  Determinante  bedeutet,  welche  entsteht,   wenn  man  in 
/(ae)  die  Elemente  derm+lten  Colonne  durch  Ojr+i/  0,4.*,  ^r,  .  . 
und  jene  der   n+lten  Colonne   durch   a^^k^^i^  ^*+»i+*i+i»   •  -  - 
ersetzt   Fährt  man  iu  dieser  Weise'fort,  so  ergiobt  sich  schliesslich 

/W  =  i/(«+l) 


29» 


wobei  -  ein  endlicher,  von  nnll  yenchiedener  und  von  x  nnabhän- 
giger  Coefficient  ist    Es  ist  also 


-^/^(«^+2>- 


Die  DHerminanteii  .  .  . ,  /(— 2),  /(—!>,  /(O),  /(l),  /(Ä»), . .  .  bilden 
dne  geometrische  Progression,  deren  Quotient  q  ist  Weil  aber  alle 
Glieder  dieser  Progression  als  Determinanten  mit  darchwegs  ganz- 
ahligen  Elementen  ganze  Zahlen  sind,  so  kann  q  nnr  -^1  oder 
-1  sein. 

Ein  diesem  ähnlicher  Beweis,  welcher  auch  das  Vorzeichen  von 
q  bestimmen  lehrt,  ist  der  folgende.  Man  wandle  znnftchst  die 
Determinante  ji  4~  1  ten  Grades 


d  = 


Oo  a, 


•    •    •    • 


ap  Of^i .  .  Q^ 


1  0.   .00 

0  0-   .0  1 
0  0.   .11 

Ol.   .11 


=  (-1) 


aof  demselben  Wege  wie  oben  durch  snccessive  Ersetzung  zunächst 
der  Colonnen  und  dann  der  Zeilen  um  in 


d=C.A») 


Ii  gleicher  Weise  findet  man 


ist 
sHo  auch 


«1        «s 


<V+1      <Vf2 


^+1 


-  (-1)    ^     =C/(»+l) 


(-I)F* 


/(«+1) -(-!)'/(*) 


nL    Ich  fthre  noch  zwei  Sätze  ohne  Beweis  an. 

Die  homologen  Determinanten  pten  Grades  bilden  Reihen,  die 
ein  Gesetz  befolgeu^  welches  dem  der  Origitaireibe  ähnlich  ist 

Eine  Determinante  2»-|-lten  Gradea  ist  das   Product   zweier 
Dctonninanten.    Es  ist  nämlich 
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Reich:   lieber    VaritUionen  und  Combinatiönen 


as 


«'+*] 


.  a 


'+*. 


^'f*l      <»«+*i+*i   .     .   öx+ii+Ap 


Ox+kp      °x+i^+A,   .    .    flx+i^i*^ 


=  + 


«x 


öx+A, 


Ox+A, 


«x+l     ax^A,^.i  .    .  flx+jL  4.1 


ßx+p     aj+*i+p  •    .  <^+*p+p 


Ox+A, 


^*+*. 


flx+l      flx+Aj+l  .     .  öx+lk  +1 


^+P      ö*+»i+P  •     •  Ox+t^+P 


Insbesondere  ist  die  symmetrische  Determinante  p-|-lten  Grades 


ax         ox+Ai  ax+*, 

ax+*i     ax+2*i  ßx-|^*i4Aa 

ax4-Aa      <Zjr4.A,4.Ai      ax-f-SA« 


Ox  «x+Ai  Ox+As 

Oor+l     ax+ A ,  +1     a,^A,^i 
öj+2     Ox+A  1-1-2     ax-hAt+2 


4)  Betrachtet  man  die  einzelnen  Variationen  zur  S.  n  als  Pro- 
dncte  ihrer  Elemente  und  bezeichnet  die  Summe  dieser  Pro- 
ducte  mit  Cn,i^^\  so  ist 


_  'S  C"+^n 


a2H+l,i 


Die  Glieder  dieser  Summe  sind  der  Reihe  nach  die  Summen  der  als 
Producte  ihrer  Elemente  angesehenen  n,  >— 1,  . . .  zahligen  Va- 
riationen z.  S.  n. 

Die  Summe  der  als  Producte  betrachteten  r  zahligen  Variationen 
z.  S.  n  ist  nämlich  der  Coefficient  von  x^  in  der  Entwicklung  von 


d.  i. 


(x+2x^+dx^  -f.  .  .  .)r  _  xr(l^x)-^r 

(-'..-'(:!:)  -  et;') 


tu  beatimmien  Summen. 
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Sefzt  man 
so  ^ird 


n-^r  '^  W  —  1 


r=l    \     n—r  )         ^.^1  \  r'— 1  } 


a^n-fl.l 


Ein  allgemeinerer  Satz  ist  der  folgende :  Man  schreibe  bei  den 
f  zaUigen  Variationen  znr  S.  n  anstatt  der  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  .  die 

^^^°  \v)'  \  V  )  \v  r  '"'  ^^^^^^^  ^^®  8®  gebildeten 
Tomplexionen  als  Prodncte  ihrer  Elemente  und  bilde  endlich  die 
Summe  dieser  Prodncte.  Dieselbe  ist  der  Coefficient  von  «*  in  der 
Entwickelnng  von 


iL 


(-«-(T-TO-CtC) 


Bildet  man  in  der  angegebenen  Weise  aus  allen  Variationen  z.  S. 
n  neue  Complexionen,  betrachtet  dieselben  als  Prodncte  ihrer  Ele- 
mente nnd  bezeichnet  die  Summe  dieser  Prodncte  mit   C«.p(P+i),   so 

ist 

r=l    \     n-^r     J 

Setzt  man  hier  wieder 

n  —  r  =-  r' —  1 
60  wird 


~4,    -3,     -2,  -1,0,     1,    2,-    3,        4, 


5. 


Om») 

.    .-21, 

-8, 

-3, 

-1,0, 

1,    3,      8, 

21, 

55  .   . 

(ij!(8) 

.   .       5, 

3, 

1, 

0,0, 

1,    4,    13, 

41, 

129.   . 

Co") 

•       •              ^J 

-1, 

0, 

0,0, 

1,    5,    19, 

69, 

250.   . 

et«») 

•    *     • 

•   ■       1, 

•      •      •      .      • 

0, 

... 

0, 

0,0, 

1,    6,    26, 

106, 

•      •      • 

431  .   . 

.   .   «   . 

Zur  recursiven  Berechnung  der  Grössen  Cm^p^p^^^  kann  man  sich 
zweier  Formeln  bedienen,  denen  ich  jedoch  sofort  eine  allgemeinere 
Fassung  geben  will.  Definirt  man  nämlich  Cn,^^^  durch  die  Gleichung 


ii«k.  d.  MAth.  n.  PlijB.    2.  Reihe,  T.  II. 
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WO  k  irgend  eine  Zahl  des  in  Bezug  auf  den  Modul  p-^-l  vollstän- 
digen Restsystems  1,  2,  .  . .  ,  p-|~^  bedeuten  kann,  so  ist 

•  • -i-t-i)'^J)^-p-i.p<*>         (1) 

Die  Gleichung  (1)  gilt  für  beliebige,  die  Gleichung  (2)  für  positive  n. 

Um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  will  ich  die  Beweise  dieser 
Gleichungen  bloss  andeuten  und  überdies  bemerken,  dass  manche 
der  in  der  Einleitung  entwickelten  Sätze  hier  ihre  Anwendung 
finden. 

Beweis  der  Gleichung  (1).  Man  multiplicire  von  den 
p(p+l)+l  Gleichungen 

a(p+l)n+*-2,p  —  a(p+i)H+»-»,p  +  a(p+i)ii4»-p-s,p 


«(P+ 1)1» +*-?•-!»- 1,P  =  otH-l)*+*-P»-i»-2.p 

+  a(p+i)H+*-p*-2p-9,p 
die  ersten  P'\-l  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

(P\      (P—^\  /P'-P\ 

\o;'   V  0  7'  •  •  • '  V  0  ; 

die  zweiten  p+l  Gleichungen  mit 

^  (l)'     ""(   1    )'•••'""(  1   /'••   • 
die  pten  p-f-l  Gleichungen  mit 

die  letzte  Gleichung  mit 
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and  addire  hierauf  alle  GloichnngeD. 

Beweis  der    Gleichung  (2).     Wir  woUbd  zunächst  zeigen, 
dass  die  Gleichung  richtig  ist  für 

wenn  sie  fftr 

zu  Recht  besteht    Wegen 

o-hält  man  aus  den  Gleichungen 

C^l-t»  -  C.-,,,l-+l)+  C^')  «._,,,(-+.!+  . . . 

darch  Sabtraction 

Ausserdem  ist 

(b) 

was  sofort  klar  wird,   wenn  man  für  die  Coefficienten   links   vom 
Gleidiheitszeichen  die  bekannten  Formeln  anwendet 

und  überdies  berücksichtigt,  dass 

16* 


,p(m) 
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Aus  (a)  und  (b)  folgt  aber 


Wir  haben  nanmebr  zu  beweisen,  dass  die  Gleichnng  (2)  richtig 

ist  für 

k^p  +  1 

Zn  diesem  Zwecke  maltiplicire  man  die  n  Gleichungen ,   welche  aus 

hervorgehen,  wenn  man 

anstatt  x  setzt,  der  Reihe  nach  mit 

ocn cv) 

und    addire   alsdann   dieselben.       Hiebei   ist   neben   Anderem   die 
Gleichung 

CU.pCPf  1)  =  (-l)P  Q^     (Ä  -  0,  1,  2,  . . . ,  p) 
zu  berücksichtigen. 

In  gleicher  Weise  wie  die  Formel  für  cn,p<''+^)  kann  man  auch 
unmittelbar  die  allgemeinere  Formel  für  cn,p(^)  ableiten,  wenn  man 
die  Gleichung 

a.*.p(»)  «(-l)»-i  (^^^  ^)     (Ä  =  0,  1,  2,  . . .  ,  p) 

(ausgenommen  C-p,p*  «=  1  — (— IW  und  die  Gleichung  (e)  der  Ein- 
1  eitung  benutzt. 

5)  Wir  wollen  jetzt  die  Häufigkeit  des  Vorkommens 
irgend  einer  Zahl  z  in  den  Variationen  z.  S.  n  bestimmen. 

Die  Zahl   n  kommt   einmal  Tor,  nämlich   in   der  einen   ein* 
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zahligen  YariatioD  n.  Wir  schliesaen  diesen  Fall  aus  und  nehmen 
ilso  ao,  dass  0  <Cz  <^n  ist.  Bedeuten  alsdann  Ah,m^^^  und  Jn^  die 
Zihlen,  welche  angeben,  wie  oft  die  Zahl  z  bzhw.  in  den  r  zahligen 
ond  in  allen  Variationen  z.  S.  n  auftritt,  so  ist 

Ana  -  (n  — a4-3)2«-*-a  —  2~-«  +  (n  — «-l)2"-*-a 

Beweis.    An,M^^^  ist  gleich  der  Häufigkeit  des  Vorkommens   von 
<7,  iu  dem  Cocfficienten,  welchen  x^  in  der  Entwicklung  von 

besitzt,  also  gleich  dem  Coefficienten  von  x^  in  der  Entwicklung  von 

wenn  man  in  dieser 
setzt.    Nun  ist 

a  1 

Wf  Jai=a«=...=l 

—  rx'ix+x^+  .  .  0''"^  —  r«*i»'-l(l— »)-»'+l 
folglich 

Femer  ist 


K.  -2  A^'  -  2  (-;-')  +3  CTO  +  •  •  ■ 

n — z — r 


-  }(«-.+3)  [('-^-^) + CT  0 + •  •  • 

Anmerkung.     Die   Anzahl   aller   Zahlen  in   den  r   zahligen 
Variationen  ist 

A'Cr-r)-'[C:D+CrD+- ■ 

■■■+CiD]-'C:0 
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folglich  ist  die  Anzahl  der  r  zahligen  Variationen 

=CiD 

6)  Die   Anzahl   An  aller  Zahlen  in  allen  Variationen  z.  S 
n  ist  (n  +  l)2"— 2.  ^^nn  es  ist  entweder 

•••+.CiD-«.+i)[CöO+C70+ ■■ 
■■+C-D] 

oder  anch 

2=1 

An^l+     2    4^,,  =  i-f(2  +  0.2-i)-|-(2«  +  1.20)+... 
««»n — 1 

.  .  .  +(2*»-i+(n  — 2)2"-3)  «  2~-l  +  (l  +  2.2+3.2«+  . .  . 

.  .  .  +(n-2)2»«-3)  =  (n+l)2"-2 


Oombinationen. 

1)    Die  im   folgenden   dargelegten,  anf  Oombinationen  zu  be- 
stimmten Snmmen  Bezug  habenden  Sätze  warden  von  mir  schon  vor 
geraumer  Zeit  selbständig   gefanden.     Ein    späteres    Stndinm    der 
Enler'schen    ,^inleitung   in    die    Analysis    des    Unend- 
ichen^'   belehrte   mich   neuerdings,   dass   ich  zu  der  Erkenntniss 
vieler   hieher   gehörigen  Wahrheiten   auf  einem    weit   mühelosereu 
Wege   als    dem    der    eigenen    Forschung   hätte    gelangen   können. 
Gleichwol  reute  mich  die  einmal  getane  Arbeit  nicht,   da  ich  die 
meisten  der  von  Euler  in  dem  angeführten  Werke  (Buch  1,  Cap.  16} 
vorgetragenen  Lehrsätze  aus  anderen  Gründen  gewonnen  und  ausser- 
dem mancherlei  Neues  auf  diesem  Gebiete  erkannt  hatte. 

Die  Anzahl  der  Oombinationen  z.  S.  n  (mit  Wieder- 
holung) soll  stets  mit  kn  bezeichnet  werden  Zur  recursiven  Berech- 
nung  von  kn  dient  die  Gleichung 

kn  •=  kn-l'{-kn-2  —  ^n-ö  — Än-7+Ä;n-12  +  A;„-15  — Ä;»_22— A;h-2Ö  +  ... 

Das  Gesetz,   nach  welchem  diese  Reihe   fotschreitet,   bedarf  keiner 
Erläuterung.    Zu  bemerken  ist  nur,  dass 

k^  ^  1     und    k-i  —  Ä:-2  «».•.■««  0    ist 
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Bei  der  Eutwlckelaog  jener  Formel  sei  Ealer's  Vorgang  be- 
folgt nnd  nor  der  ans  naheliegenden  Gründen  bei  Euler  fehlende 
Beweis  hinzugefügt. 

Bezeichnet  man  das  nuendliche  Prodnct  (1— a:)(l— «*)(1— «•) ... 
mit  17(1— £*),  so  ist  klar,  dass 

Xonniehr  ist  erforderlich,  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

II(l-a:*)  =  l  — aj -««+«»+«7-0;«  — «"+  ... 

ZB  beweisen.    Zu  dem  Behufe  setze  man  in  der  aus  der  Lehre  Ton 
den  ^-Functionen  bekannten  Gleichung 

(1-«««)    (l-«*c«)    (l-**e«)      ..,\ 
d-x«-«)  (1— ««e-«)  (!—«*«-«)    .  .  .J 

xt  anstatt  a;  und  a — ^log«  anstatt  a.    Dann  geht  über 
a>-V  in    a:»»»-V 

d-x»)  „     (1-«»*) 

3w»— n 
2 

3n«+n 
2 

Folglich  nimmt  die  letzte  Gleichung  die  Gestalt  an 

(l— X€«)     (1  — X*««)     (1— «V)       . .  .) 

(1— A-«)(l— «*Ä-«)(1— «»6-«)    . .  .' 

_  1  ri— are«     +«««20    — a;i«c»«  +a;«V«    —  •  •  •] 

*~  i7(l— «3Äj  [  ^a.s^-a^aj^g-ga-ajiÖÄ-'^+x^^e-'*«—  .  .  .J 

Setzt  man  hier 

«  «  0 

so  erb&lt  man  den  gesuchten  Ausdruck  für  i7(l— a:*). 


tfw*-t.     £«  JA    -i«^  «^  1  —  i,.      "»"^ox  Diu  :e:t»r  «rzelnen 

ii?r.#»n'ji!*a  l'im.i'nariiOHa»  -v^iiin**  i\it  Z.  •    r<«  -piii»!  t-^i-  :  e  Zahl 
jr  «uiiidb.  »««uLiän.  *!   -»any-toiia  1.L1  I  .ai.:i-Uk'.u i^a  1.  S   » — ^x.  jede 


lest  Axw^üirixr  n."%Er  >_ü.::ixnr  i^.kTn    sas  xa  der 


i^    I/jt  AriA";    JL  il-ir  Zli. :a  itr  0:3l':  ij.:i':i*a  z   S.  ■   ist 


>■•  ^^      •*     M^Ji    ^™^    *» fc^^— **•— i  — t  » — 1  -»«■♦ — •  — *•— ^     t^*»« — « 

i— « 

Ä— 1 

vo  #*  d.«  Asnhl  der  I>rüv7&a  t>2  &  ;«c.  il«o 

#*  — («-rl.  .<J-rl    7-rl;  -  •  • 
wen 

d>;  TcncLicdenen  io  Ä  aiiiztrhe:;deii  PrlxiAhlea  sind.     Demnach  ist 

4)     Die  Summe  ailer  io  den  Combinationen  z.  S.  n  auftreten- 
den Zahlen  ist  eioerseiU  nX:»,  andererseits  Äm,\'\-*2An.t-\-^AHji-\' 
Folglich  ist 

A— l 
WO  5a  die  Summe  aller  Divisoren  der  Zahl  h  bedentet,  also 

a  —  1  o —  1       ... 

wenn  wie  früher 

h  =-  a^bß  .  .  .    ist. 

Durch  Addition  der  Gleichungen 
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-logd-«)   -  j  +2    +3    +4    +5-+- 


—  log(l-a:»)  — 
-log(l-x»)- 
-log(l-«*)- 

-logd-«»)- 


_ 

r 


+ 


2 


_ 
1 


+  . 


+  • 
1  ^' 


erhält  man 

—  log(l— « — x*-\-x^-\-x'' — .   .   .) 


-S.«+^x«  +  f«»  +  i^x*+. 


folglich  ist 


—  —  ^log(l— «— aj*+a;*+aj^— .    .    .) 


oder 


wie  oben. 

Ans  der  Gleichnng 

folgt  fQr  jSh  der  Ausdruck 


•    •    • 


5)    Ans  der  Gleichnng 


—  «,x4-«,**4-»jx'4-  • 


wo 


gesetzt  wurde,  oder 


.) 


•    •    • 
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ergiebt  sich  leicht  der    Satz:   Das   arithmetische   Mittel  zwischen 
den  kn  Werten,  welche  die  Formel 

0|  !    «2  I  .     .     .  tfn ! 

anzunehmen  vermag,  wenn  man  für  die  Grössen  a*  ganze  und  nicht 
negative  Zahlen  setzt,  welche  der  Bedingung 

genügen,  ist  eins. 

Ebenso  findet  man  leicht,  dass  wegen 

— «1« — «jflj*— #,»' — ... 


1— a;  — x*+**+«^""  •    .    .  — « 

die  Summe 

.  ttn  I 

den  Wert  1  oder  —1  oder  0  hat,  je  nachdem  24n+l  auf  die  Form 
(12« +  1)*  oder  auf  die  Form  (12x^5)*  oder  auf  keine  von  diesen 
beiden  Formen  sich  bringen  lässt. 

6)  Unter  den  hinsichtlich  der  Aufeinanderfolge  ihrer  Elemente 
fallend  geordneten  Combinationen  z.  S.  n  giebt  es  genau  soviol 
r  zahlige  als  es  Combinationen  giebt,   die  mit  der  Zahl  r  anfangen. 

Beweis.  Irgend  einer  r  zahligou  Cuinbination  a^a^  .  .  .  «r 
entspricht  eine  bestimmte  Combination,  welche  aus  or  Zahlen  r, 
flr-i — üf  Zahlen  r  — 1,  ar-2 — <'r-i  Zahlen  r— 2,  .  .  .  besteht, 
denn  es  ist 

(öi-«2)  +  2(as  — 03)+ •    •    . +(r— l)(flr-l  — ar)  +  rar 

—  aj-f-o,-}-.    .    . -j-Of  «  n 

Umgekehrt  lässt  sich  aus  irgend  einer  mit  der  Zahl  r  beginnenden 
Combination  eine  und  nur  eine  r  'zahlige  Combination  ableiten; 
welcher  in  dem  soeben  angegebenen  Sinne  wieder  die  nämliche  mit 
r  beginnende  Combination  entspricht.    Also  stimmt  die  Anzahl  kn,r 
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der  r  zahligen  Combinatiouen  überein  mit  der  Anzahl  der  mit  r 
beginnenden  Gombinationen. 

Dieser  Satz  ist  ein  specieller  Fall  des  allgemei- 
neren: Unter  den  Äten  Elementen  der  fallend  geordneten  Gom- 
binationen z.  S.  n  giebt  es  genau  so  viele  Zahlen  r  als  es  unter 
den  Complexionen,  welche  aus  den  Gombinationen  z.  S.  n  durch 
Uinweglassung  der  Elemente  1,  2, .  .  .  ,  A  — 1  entstehen,  r  zahligo 
giebt. 

Beweis.  Man  stelle  aus  einer  bestimmten  r  zahligen  (und 
keine  kleinere  als  die  Zahl  h  enthaltenden)  Gomplexionen  a^a^  ..  Or 
durch  eventuelle  Hinzufügung  der  erforderlichen  aus  der  Reiho  1, 
2,  .  .  .  ,  A  —  1  entnommenen  Elemente  wieder  jene  Gombinatiou 
a|0,  .  .  .  orOr-^i  •  .  •  (h^y  zur  Summo  n  her,  aus  welcher  die  Gom- 
plexion  Oj  %  .  .  .  or  entstanden  ist.  Man  leite  jetzt  wie  früher  von 
der  Combination  a|  o,  .  .  .  Or^y  eine  neue  Gombinatiou  z  S.  n  ab, 
welche  aus  or+y  Zahlen  r-{-y.  (v+^-i  —  0,.^.^  Zahlen  r+y— 1,  .  .  . 
besteht.    Wegen 

ar+g  +  (Or+y-l  —  ar-{-y)  +  .     •     •  +(ar+l  -  ar-\^2)  ^  «r+l 
'»i^+y  +  C^r+g-l — ör+y)+  •     •     •  +(ar  —  Or+l)  =-  ar 

nimmt  die  Zahl  r  in  der  abgeleiteten  Gombinatiou  or — or-fi  Stellen 
ein,  n-  zw.  die  or+i-f-lte,  ar+i-f-2te,  .  .  .  Or  — Ite  und  arte,  also 
gewiss   auch  die  hie  Stelle,  weil 

ist.  —  Umgekehrt  entspricht  einer  bestimmten  Gombinatiou  z.  8.  n 
deren  Ates  Element  die  Zahl  r  ist,  eine  bestimmte  r  zahligc  und 
keine  Ideinere  als  die  Zahl  h  enthaltende  Gomplexion  a^  oj  .  .  .  ar. 
Hieraus  folgt  die  Richtigkeit  des  aufgestellten  Satzes. 

Um  also  die  Häufigkeit  des  Vorkommens  der  Zahl  r  in  den 
Gombinationen  z.  S.  n  zu  finden,  hat  man  blos  unter  den  Gom- 
plexionen, welche  man  erhält,  wenn  man  aus  allen  Gombinationen 
der  Reihe  nach  zuerst  kein  Element,  dann  das  Element  1,  hierauf 
die  Elemente  1  und  2,  u.  s  w.  weglässt,  die  Anzahl  der  r  zahligen 
zn  bestimmen.  Man  bemerkt  leicht,  dass  eine  Gombinatiou  zur 
Bildung  von  so  vielen  r  zahligen  Gomplexionen  beiträgt,  als  die 
Differenz  zwischen  ihrem  rten  und  r-f-lten  Elemente  Einheiten 
enthält  Bezeichnet  also  Sn.*  die  Summe  der  hten  Elemente  alier 
Gombinationen  z.  S.  n,  so  ist 
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An,r  =  ®>i,r  —  ©w.r+l 

An     =      S  (@n.r  —  @H,r+l)  =  @«.l 
r=l 

Wenn  hingegen  jede  einzelne  der  Combinationen  z.  S.  n  hin- 
sichtlich der  Aufeinanderfolge  ihrer  Elemente  steigend  geordnet 
wird,  80  kömmt  das  Element  1  an  der  Aten  Stelle  für  beliebige  A, 
das  Element  r  >  1  an  der  Ateu  Stelle,  wenn 

'^^  2 

in  allen  Combinationen  ^H-r-A-f^i  mal  vor.  Vermindert  man  näm- 
lich in  allen  jenen  Combinationen,  welche  an  der  7iten  Stelle  die 
Zahl  r  haben ,  die  Elemente  an  den  ersten  A  —  1  Stollen  um  je  1 
und  lässt  obendrein  die  Zahl  r  an  der  Ateu  Stelle  weg,  so  erhält 
man  Combinationen  z  S.  n  —  r — ä+I,  jedoch,  wenn  r  >  1,  nur 
dann  alle  diese  Combinationen,  wenn  keine  derselben  mehr  als 
h — 1  zahlig  ist.    Also  muss,  wenn  r  >  1  ist, 


d.  i. 


mitbin 


«- 

-r-Ä  + 

l^Ä- 

•1 

*i^- 

2 

Ai 

n 
2 

sein,  wenn  der  in  Rede  stehende  Satz  bei  beliebigen  r  gelten  soll. 

7)    Wenn  mau  jede  von  den  r  zaiiligcu  Combinationen  z.  S.  n' 
hinsichtlich  ihrer  Elemente   steigend    ordnet. und  hierauf  zu  den 
einzelnen  Elementen  jeder  solchen  Combination  die  Zahlen  0,  1,  2, 
.   .   .    r— -1  bzhw.  addirt,   so  erhält  man  alle  r  zahligen  Combi- 
nationen Cm,t  z.  S. 


n-»'+G) 


ohne  Wiederholung.    Die   Anzahl   der  Combinationen    Cn,r  werde 
mit  hn,r  bezeichnet. 
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n 

1,    2,    3,    4,    5,    6,    7,    8,    9,    10,    11,    12,    13,    14 

15,    16,     17,    18,    19,    20,    21  .    . 

I^A 

1,    1,    1,     1,     1,    1,    1,    1,    1,     1,      1,      1,      1,      1 

hnji 


hnj^ 


^A 


tn^ 


i«.e 


1,      1,  1,  1,  1,  1,  1    .    . 

O,    0,    1,    1,    2,    2,    3,    3,  4,  4,  5,  5,  6,      6 

7,      7,  8,      8,      9,      9,  10.   . 

O,    0,    0,    0,    0,    1,    1,    2,  3,  4,  5,  7,  8,    10 

12,    14,  16,  19,  21,  24,  27.   . 

0,    0,    0,    0,    0,    0,    0,    0,  0,  1,  1,  2.  3,      6 

6,      9,  11,  15,  18,  23,  27.   . 

0,    0,    Ü,    0,    0,    0,    0,    0,  0,  0,  0,  0,  0,      0 

1,      1,  2,  3,  5,  7,  10.   . 

0,    0,    0,    0,    0,    0,    0,    0,  0,  0,  0,  0,  0,      0 

0,      0,  0,  0,  0,  0,  1    .   . 


Es  ist  Ä;»,!  -»1  für  alle  n.  Um  recorsive  Formeln  für  kn,r  zu 
finden,  wenn  r  >  1,  bemerke  man,  dass  darch  Verminderung  aller 
Elemente  nm  je  1  aus  jenen  Combinationen  Cn,ry  welche  mit  1  an- 
fangen, alle  Combinationen  Cn-r^r^i  und  aus  den  anderen  Combi- 
nationen Cn,r  alle  C'n.r^r  entstehen.    Folglich  ist 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man  eine  zweite, 
n&mlich 

fei.r  =»  A:M-r,r-l+^-2r,r-l+Aj«-8r.r-l+  .     .    . 

X 


kn,i  ist  der  Coefficient  von  x*^  in  der  Entwicklung  von 


—  Femer  ist 


1-x" 


fc«,2  =  ^-2,l  +  ^«-4,l  +  •    •    • 


Nun  ist  kn-i,!  der  Coefficient  von  «»-2  ju 


1— X 


oder   von    a^    in 


;  ebenso  ist  kn^4A  der  Coefficient  von  «*  in  :; — z?    «•  s.  w. 


1-» 

üso  ist  in,i  der  Coefficient  von  x**  in 

1— X  "  "■ 


1-x' 


X* 


(l-^)(l-a:«) 
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Ist  hn.r-'i  der  Goefficient  von  x^  in 

G) 

«  :(l-a;)(l— »«}  .    .    .(l-a;»-l) 

80  ist  kn-hr^r-i  der  Goefficient  von  a;"  in 

X  :  (1— aj)(l— a;«)  .    .    .  (1  -  a»-!) 

und  fei,r  wegen 

der  Goefficient  von  x^  in 

fl?  -f-a;  T"*  r"  •    •    • 

(1— »)(1— «»).     .     .(1— «C«-!) 

■r+1- 


CT) 


o; 


~"  (1— a;)(l— ««)  .    .    .(1— a;0 

Folglich  ist  (Eni er) 
Z^(l  +  xz)(l+x*z)(l+xh)  .   .   . 

^^l-aj*^(l-aj)(l-««)''  ^(l-a;)(l— «^)(l-x8)*^  •  •   • 


8)    Setzt  man 

•■+G),' 

80  kann  man  für  die  Werte  von  Kn,r  die  folgende  Tabelle  bilden , 
welche  sich  von  jener  für  kn,r  nnr  durch  eine  entsprechende  Ver- 
schiebung der  Zeilen  unterscheidet. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie, 

Fletsch,  C,  Katechismus  der  Feldmesskunst.  5.  Afl.  Leif 
J.  J.  Weber.    Geb.  1  Mk.  50  Pf. 


Meehanlk. 

Jansen,  W.»  die  Ereiselbewegungs-Untersachung  der  Rota 
V.  Körpern,  welche  In  e.  Punkte  od.  gar  nicht  nntcrstützt  .s 
Berlin,  Lackhardt    1  Mk.  80  Pf. 

Ott,  £.,  Elemente  der  Mechanik.  2.  Afl.  ZOrich,  Schnitt 
4  Mk. 

Schmid,  C,  Statik  u.  Festigkeitslehre.  Lehrheft  nebst  vi 
Beispielen  elementar  behandelt  f.  den  Oebranch  an  der  Schul 
in  der  Praxis.    Stuttgart,  Metzler'sche  Buchh.,  Verl.    4  Mk. 

Technik. 

Becker,  W.,  die  Absteckung  v.  Strassen-  u.  Eisenbahncui 
m.  u.  ohne  Benutzung  e.  Winkelinstrumentes.  2.  Asg.  Wien,  S] 
hagen  &  Seh.    1  Mk.  60  Pf. 

Bibliothek,  elektrotechnische.  2.  Bd.  3.  Afl.  Wien,  Hartlel 
3  Mk.;  geb.  4  Mk. 

Central-Anzeiger  f.  d.  gesammte  Elektrotechnik.  Jahrg.  II 
Kr.  17.    Frankfurt,  Gebr.  Enauer.    Halbjährl.  1  Mk. 

Gorsepius,  M.,  Leitfaden  z  Gonstruction  y.  Dynamomas 
nen  u.  zur  Berechnung  v.  elektrischen  Leitungen.  Berlin,  Sprin 
2  Mk. 

Echo,  elektrotechnisches.  Chefred.:  W.  Krieg.  4.  Jahrg.  II 
27.  Hft.    Leipzig,  Leiner.    Vierteljährl.  3  Mk.  75  Pf. 

Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Hrsg.  v.  K.  Strecker.  4.  Ja 
Das  Jahr  1891.    1.  Heft.    Berlin,  Springer.    6  Mk. 

Früchtenicht,  H.,  die  Gezeiten.  LehrmitteL  (2  ovale  ' 
fein  m.  Drehvorrichtung.)    Halle,  Reichardt.    75  Pf. 

Weiler,  W.,  der  praktische  Elektriker.  Populäre  Anleitg. 
Selbstanfertigg.  elektr.  Apparate  u.  zur  Anstellg.  zugehör.  Tersu 
nebst  Schlussfolgergn.,  Regeln  u.  Gesetzen.    Leipzig,  Schäfer.  5 

Wolffberg,  diagnostischer  Farbenapparat.  3.  Afl.  N 
Erläutergn.  u.  Gebrauchsanweisg.    Breslau,  Preuss  &  J.    4  Mk. 


Optik,  Akustik  und  Elastteittt. 

Breuer,  A.,  übersichtliche  Darstellung  der  mathematisc 
Theorie  üb.  die  Dispersion  d.  Lichtes.  IL  Tl.  Anomale  Dispers 
Erfurt,  Bodo  Bacmeister.    2  Mk. 
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aj  L    2    J  '  L2  J 


X* 


(1— a;;(l-^«*)  .    .    .(i^xn        (1   'x)(i—x^).    .    .(l  — «»•) 

Es  ist  also 
und 


•        •        • 


Ferner  ist  (Eni er) 

Z» l 11 ?_, 

(1— »«)(!  — «»«)(!-«»«)  .    .    .    ""^"^1— oj 

Aas  der  Bedeutung  von  kn^r  and  KH,r  und  daraus,  dass  der  Coef- 
ficient  von  a;"  in 

«*:(1  — «)(1  — ««).   .   .(l-«0 

ttberoinstimmt  mit  dem  Coefficienten  von  a:»«-*  in 

1  :(1— «)(!— ««)  .   .   .  (1— «O 

«(l  +  a:+a;«  +  .    .    .  )(l4.a:«  +  aj4+ ...)...(!+«''  +  «**•+..  ) 

ergeben  sich  die  Euler 'sehen  Sätze:  „Eine  jede  Zahl  n  Iftsst  sich 
auf   so  viele  Arten   in   r   ungleiche   Teile   teilen,     als  die    Zahl 

n—  TT    1  aus  den  Zahlen  1,  2,  3, .   .   .  ,   r  durch  die  Addition 

hervorgebracht  werden  kann.  „Eine  jede  Zahl  n  lässt  sich  auf  so 
viele  Arten  in  r  gleiche  oder  ungleiche  Teile  teilen,  als  die  Zahl 
n^r  aus  den  Zahlen  1,  2,  3, .  .  .  ,  r  durch  die  Addition  hervor- 
gebracht werden  kann/^    U.  s.  w. 


9)    Wenn  man  in  der  Gleichung 

«  »  1  setzt ,  so  wird  der  Coefficient  von  a^  auf  der  rechten  Seite 
»  ^rW«  d  1*  <li6  Anzahl  der  Combinationen  z.  S.  n  ohne  Wieder- 
holung.   Wegen 
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(I+X)  (!+««)  (1+0=3).     .     ,  ^  __.^.___^__.—. 

ist  also 

Diese  Gleichang  dient  zor  BerecbouDg  der  Anzahl  der  Gombiaationen 
1  S.  n  ohne  Wiederholung. 

Setzt  man  dagegen  in  (a) 

z 1 

so  wird 

Hieraas  folgt,  dass  die  Snmme 

den  Wert  1  oder  ~1  oder  0  hat,  je  nachdem  24n+l  auf  die  Form 
(12x±l)*  oder  auf  die  Form  (12x±5)*  oder  auf  keine  von  diesen 
beiden  Formen  sich  bringen  lässt. 

Wenn  man  die  Gleichung  (a)  nach  z  logarithmisch  differentiirt, 
so  erh&lt  man 


"T  i_i_^3i^H"  iJ_^»"r  •  •  • — 


1— g"^(l— g)(l— a^j'^Cl— rcXl-g^Kl-g^)"^  t-    -  - 
X  sfi  x^ 

Setzt  man  hier 

a«  — 1 
und  beracksichtigt,  dass 

X  X*  x^ 

10  er^^ebt  sich 

Ank.  d.  lUth.  v.  Phyi.    2.  Reihe,  T.  XI.  1 7 


(b) 
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Än,l  ~  2kn,2  +  ^K.Z  -  4Ä:«,4  -)-  .     .     . 

Diese  Gleicbang  köunte  zur  recursiven  Berechaang  von  Ch  dienen. 
Man  überzeugt  sich  leicht,  dass 

wobei 

(yA'«HA+l)(«+l)(j8H-l).   .   . 
wenn 

h  —  S^a^Ä/» 

and  a,  &  .   .    .die  verschiedenen  in  h  aufgehenden  Primzahlen  sind. 
Insbesondere  ist 

ff2Af  l'  «==  Ä2A-|.l      und      ^2(2*41)'  •=-  0 

Wenn  man  also  in  der  Gleichung  (b) 

setzt,  so  erhält  man 
X  2x^  3x^ 


1-«"'"  (1— a:)(l— »«)  "^  (l-a;)(l— a;2)(l— «») 
^  {l-j^X.Hkir-i-X^.  lk2,r'{'X^.£h,r'\'  '    .     •) 

X{a^'x+a^'x^  +  a^'x^+.   .   .) 
folglich  ist 

k=n — 1 
«         Z        kh  (ffn-//— <yn-A-2'  —  a«-A-,4'+  On  -A-lo' 
ifc— 0 

-|-  Cn—h-U  —  .     .     -    ) 

10)    Da  kn,r  der  GoefQcient  von  a:^  in  der  Entwicklung  von 

arV    r    J 


(1— a;)(l— «2;  .    .    .  (l— aO 
.    .    .  (a:»-  +  x2'-fa:3r+  .    .    .  ) 

so  ist  hn,r  nicht  bloss  die  Anzahl  der  r  zahligen  Combinationen  z. 
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S.  flohne  Wiederholang  and  die  der  r  zahligen  Combinationen  z. 

S.  «i»«.!^     I   mit  Wiederholang,   sondern  aach  die  Anzahl 

jener  r  zahligen  Combinationen  z.  S.  n,  von  denen  jede  ein- 
lebe die  Eigenschaft  hat ,  dass  ihr  erstes  Element  darch  1 ,  ihr 
zweites  darch  2,  ihr  drittes  darch  3,  a.  s.  w.  teilbar  ist  Von  den 
letztgenannten  Combinationen  mQssen  jedoch  nicht  alle  materiell 
Terschieden  sein;  so  sind  z.  B.  anter  der  5  dreizahligen  Combi- 
nationen dieser  Art  z  S.  11  die  3  materiell  nicht  verschiedenen 
263,  326,  623. 

Die  Samme  aller  Elemente  von  allen  r  zahligen  Combinationen 
dieser  Art  z.  S.  n  ist  kn.r-  Wir  stellen  ans  jetzt  die  Aafgabe,  die 
Sonune  der  Aten  Elemente  allein  za  finden.  Dieselbe  ist  aagen- 
scheinlich  der  Coefficient  von  2**  in  dem  Prodacte 

(i-fxH-^+-   •).   .  («*-i+«2(A-i)^  .   .  )(hs^+2hx^+^hu^  +  .   .) 

X  (xHl-|-A2(*+l)+  .     .  )  .     .  {x^+r^r^sfir^  .     .  ) 

"■  f^  •    •     •  l-x*-l  "  (F^*  '  1— a:*+l  •    •    •  r^» 

xCtO 

'  (1 -x)(l-x«)  .    .    .  (1-«-,  ^(1+^+^+ •    •    •) 

also  h{k^,r+kn-k,r+hn^ik,r-{- .  .  .  )•  FolgHch  ist  die  Samme 
liier  Elemente 

-{-  2(Ä^,r-j-Ä:«_2.rH-Ä;M-4,r+  •     •    •  ) 

+ 

Hieraas  erhftlt  man 

U-  f     T  J  \kn,r  «  (A:n-l,r-|-fei-2,r  +  *«-3.r+  •     •     •  ) 

-|-2(i'n-2,r  +  ^M-4,f-|-A;M-6,r-|-  •     •     •  ) 


-f-r  (Ä:n-r,r  +  A?M-2r,r  +Ä?n-3r.r  +  •    •    •  ) 

17* 
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Ein  specieller  Fall  dieser  Gleichnng  ist  die  schon  früher  gefandene 
11)    Wenn  man  in  der  Gleichung 


«• 


(1— a;«)(l— a;*8)(l— »8«)  ...    ^^  +l-aj*+'(l— a;)(l— a?*)'*"^  "'  ^^^ 
«  »  1  setzt,  so  erhält  man 

Setzt  man  hingegen    «  ^  —  1,    so  wird 


(l-faj)(l+a:«)(l4-a;»)  .    .    . 


a         •         • 


demnach  ist  2r(—iyKn,r  der  Coefficlent  von  «c**  in  der  Entwicklang 
des  Prodnctes  (1  —  a:)(l  — a:8)(l— a«^)  .   .    . 

Wenn  man  die  Gleichung  (c)  nach  z  logarithmisch  differentiirt, 
so  erhält  man 


,—xz  "^  1—  xh  "^  1  — »»«  ■*■ 


•   •    • 


_»_  ,  2«»  ,   3«^ ,  , 

l_a,-r(l_a,)(l-x«)*T"(l— «)(l-z«){l-«»)'  T"-    • 


«  sr* 


.    .   (d) 


^+l-aj*+(l-»)(l-aj»)**+-    •    • 
Setzt  man  hier    s  »  1,    so  wird' 


X  2x^  3a;» ^ 

l-a.+  (l-_a;){l-a;«)"*'(l-»)(l-aj«Kl-«')"^'    '    ' 

=  i4ia;  +  -4ja;*-f-i43a;»+ •    •    • 

wo  An  wie  früher  die  Anzahl  der  in  den  Combinationen  znr  Samme 
n  auftretenden  Zahlen  bedeutet. 
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Diese  drei  die  Grössen  Kn,r  betreffenden  S&tze  ergeben  sich 
weh  anmittelbar,  wenn  man  erwägt,  dass  Kn^r  die  Anzahl  der  r 
xahligen  Combinationen  z.  S.  n  bedeutet. 

Setzt  man  in  (d) 
80  erb&lt  man 

WO  Jr(— l)*-^^rJrM,r  die  Differenz  der  Anzahlen  der  in  den  nngerad- 
und  geradzahligen  Combinationen  z.  S.  na  aoftretenden  Zahlen  be- 
deatet 
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XIII. 


Lösung  des  Problems  über  den  Schnitt  von 

Curven  2ter  Ordnung. 

BeductioD  einiger  Aufgaben  auf  die  Lösung  dieses  Problems. 


Von 

Carl  Laab. 


In  der  nachfolgenden  Abhandlang  habe  ich  es  mir  zur  Aufgabe 
gemacht  eine  graphische  genaue  Lösung,  d.  h.  eine  Lösung  mit 
Cirkel  und  Lineal,  von  Curven  2ter  Ordnung  in  allgemeiner  Lage 
dnrchzuführen.  Nach  der  analytischen  Berechnung  stossen  wir  bei 
der  Lösung  dieses  Problems  auf  eine  Gleichung  3ten  oder  4ten 
Grades,  —  ausgenommen,  es  sind  die  zu  untersuchenden  Curven  in 
einer  derartigen  gegenseitigen  Lage,  dass  die  analytische  Berechnung 
eine  Gleichnng  2ten  oder  4ten  Grades,  welch'  letztere  sich  jedoch 
auf  eine  Gleichung  2ten  Grades  zurückführen  l&sst,  ergiebt.  —  Es 
erscheint  daher  die  graphische  genaue  Lösung  dieses  Problems 
nicht  leicht  denkbar  und  dennoch  eröffnet  uns  die  Lösung  dieses 
Problems  eine  Unzahl  Aufgaben,  die  gelöst  werden  können,  trotzdem 
sie,  analytisch  berechnet,  eine  Gleichung  höheren  Grades  geben. 
Sie  lassen  sich  nämlich  auf  den  Schnitt  von  Curven  9.ter  Ordnung 
zurückführen.  Im  Anschlüsse  an  diese  Abhandlung  will  ich  einige 
solcher   Aufgaben  lösen  und  zwar: 

1.  Die  Dreiteilung  des  Winkels 

2.  Aus  dem  Ausdrucke 


das  X  construiren. 


3  


von  Curwen  2Ur  Ordnung. 
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3.  Eine  allgemeine,  erweiterte  Ld8ang  des  Bertthrangsproblems 
TOB  Apollonins  und  Pappns. 

Bevor  ich  zur  Lösung  des  Problems  über  den  Schnitt  von  Carven 
2ter  Ordnang  übergehe,  will  ich  einige  Sätze  vor  Augen  führen, 
die  zum  Teil  bekannt  sind ,  auf  die  ich  zum  andern  Teil  gekommen 
bin.  — 

I.  Nach  Desargues  ist  der  geometrische  Ort  aller  Mittelpunkte 
Ton  Curven  2ter  Ordnung,  welche  durch  4  gemeinsame  Punkte 
gehen,  wieder  eine  Curve  2ter  Ordnung.  Wir  wollen  diese  Gurve 
Mittelpanktscurve  nennen. 

Dieser  Satz  ist  allgemein  bekannt,  ich  brauche  ihn  daher  nicht 
erst  zu  beweisen. 

Ich  will  jedoch  an  dieser  Stelle  einige  allgemeine  Bezeichnungen 
durch  Bachstaben  erklären,  an  die  ich  mich  in  der  ganzen  Abhand- 
lung halten  will,  die  dazu  dienen,  um  mich  klar  und  schnell  ver- 
ständlich za  machen. 

U  '^  0  sei  das  Symbol  der  Gleichung  einer  Curve,  wobei  jedes- 
mal unter   U  zu  verstehen  ist: 


oder 


U^  «n «*+ 2ai8 «y +2a,3 05 +a„y*  + 20,3^+083  =  0 


wenn  wir  uns  unter 


'2U=gx+hi/+i^0 


Ferner  sei: 

Determinante 
A  « 


^=-2(a,iaj+ai,y+a,3) 

»  —  2(aj3«+ 0,3^+033)    vorstellen. 


«11      ^2      ^18 

ö|«    «t«    ^ 

^13     ^     ^ 


—  Discriminante  der  Curve   f/  =«  0 


Determinante  Ai^  = 


^18 


<hi 

ÖJ8 

«18 

«38 

^S 

fl» 

«la 

«w 

»11 


u.  s.  w. 


ö«      «»8 

aj3    033 


Die  Gleichung  der  Polare  zu  dem  Punkte  xj  |  yi  in  Bezug  auf  die 
Curve     17  =  0    lautet: 


9i^  +  hy+H  =  0 
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i^obei  ^1,  Ai,  t,  dieselben  Gleichungen  haben  wie  g^  h^  »,  nnr  sind 
statt  der  veränderlichen  Goordinaten  x  \  y,  die  Goordinaten  x^  \  yi 
zu  setzen. 

Da   die  anendlich  ferne   Gerade  die  Polare  des  Mittelpunktes 
der  Gurve    £7=0    ist,  so  lautet  ihre  Gleichung : 


9i  =Äj 


0 


und  es  ist  der  Mittelpunkt  Xi  \  yi  der  Gurve  gegeben  durch  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen: 


daher: 


9i  =  2(aij  «1+ 012^1 +  «j8)  =  0 
Äi  =  2(o,,«'i  +  a,,yi4-a,8)  =  0 


«1  = 


Sind 


«11      »M 

«18      ««8 

<»1S      «IS 

=  -^«  „  -  - 

"^38 

«U      «1« 

fljl       Oj, 

«11      «IS 

a,s     Ofi 

«1«      «M 

üi  —  0    und 

ü, -0 

—  —  -^28 
-^88* 


die  Gleichungen  zweier  Gurven,  welche  durch  4  gemeinsame  Punkte 
gehen,  so  ist: 

ebenfalls  die  Gleichung  einer  Gurve,  welche  durch  dieselben  4  Punkte 
geht,  und  je  nach  der  Verschiedenheit  von  X  auch  verschieden  ist. 

Selbstverständlich  setze  ich  in  der  ganzen  Abhandlung  recht- 
winkelige PunktcoOrdinaten  voraus. 

IL  Die  Schnittpunkte  zweier  gleichartiger,  gemeinschaftlicher 
Tangenten  an  2  gegebene  Gurven  2ter  Ordnung  liegen  in  der  Mittel- 
punk tscurve. 

Es  sei  in  Fig.  I.  (siehe  Tabelle),  die  Gurve 
die  Gleichung  der  einen  Gurve  mit  dem  Mittelpunkt  Oj  und 

die  Gleichung  der  andern  Gurve  mit  dem  Mittelpunkte  O^,  femer  u 
die  Mittelpunktscurve  und  L^,  L^,  L^^  L^  je  2  Tangenten  an  die 
Gurven,  welche  sich  in  den  Punkten  Af| ,  M^  der  Mittelpunktscurve 
schneiden. 


von  Curven  2ter  Ordnung. 
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Es  ist  die  Gleichung  der  Curve 

oAch  dem  früher  Gesagten.    Daher  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
dieser  Curve; 


X  = 


und 


y  = 


(«i  s'—  Ai  «13")     («23'  -~  K  öjs") 


(aii'-A,ai/0     (a,,| -Ai  a,/') 
(ajj'  —  A^  ai  2")     (a««'  —  Aj  a^*) 


Die  Gleichungen  der  Tangenten  L^  und  X^  sind: 

I^  =  (i7.'- A,i^i>+(Ä,'-A,Ä,")y+(»i'-Ain")  -  0 

i4  =  (i7,'  -  X, g^')xMh'  -h  V) y + (^' -  A,  h")  «  0 

wobei  in  ^,'.  ^]",  ^s',  ^s"  statt  der  Veränderlichen  2;  |  2^  die  Coordi- 
naten der  Berührungspunkte  1  und  2  der  Tangenten  L^  und  L^  ein- 
zosetzen  sind. 

Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  Mi  von  den  Tangenten  Zj 
und  X>4  sind  daher: 


«) 


» 


(V- 


(9i' 


•A|A«") 
■Aii7i") 


\(9>- 


J^9t") 
k9t) 


(A, 


•*.V'); 

■A,V')I 


Nun  ist  aber  M^  ebenfalls  der  Mittelpunkt  irgend  einer  Cnrre, 
welche  durch  die  4  Schnittpunkte  von 


geht. 


ü'-ijt/"  — 0    und    ü'— A,ü"  — 0 


Ich  kann  annehmen,  dass  M^  der  Mittelpunkt  der  Curve  U  —  0 
nad  M,  der  Mittelpunkt  der  Curve  V"  =  0  sei,  daher  sind  die 
Coordinaten  von  M^: 
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ß)       ^ 


i«ir 


hi 


l«l«        «M 


and 


die  Coordinaten  des  Panktes  Af«: 


2 


X 


«12 
«22 


r/ 


// 


a 


// 


18 


/f 


23 


// 


«Jl  «J2 


/f 


a 


ff 


12  «22 


rf 


und     y  « 


«13        «11 
«2S'      «12' 


«II        «12 

«12'    «22' 


«18 

«61 
«12" 

«1." 

«12 

«12" 
«22" 

Da  in  den  Gleichungen  a)  und  ß)  die  Coordinaten  dieselben  sind, 
so  können  sich  die  einzelnen  Glieder  der  Determinanten  in  o)  tod 
denen  in  ß)  nur  durch  einen  Factor  z.  B.  q  unterscheiden. 

Es  ist  daher 


e«i2 

P«22' 

?  •  «is' 


Al  ^")  • 

■Aii7i") 


9««28 
P«ll' 


Nach  diesem  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Tangenten  2^,  I^,  i^, 
I>4,  wie  folgt,  aufschreiben: 

L^  =  aj/'«  +  aiA+  «13"  =  0 
ij  =  a„"aJ  +  a,,'V  +  «28"  «  0 

^3  =  «ii'*+«i2'y +«13'  «"-o 

Z4  =  Ois'a'  +«22^  +«23'  =  0 

Sollen  die  Tangenten  an  beide  Curven 

ü'  — A^I7"«0    und     C7'--A,C7"  =  0 

gemeinschaftlich  sein,  so  muss  L^  mit  i/3  und  L^  mit  Z4  zusammen- 
fallen. £s  kann  sich  daher  L^  von  Z3,  ferner  Zi^  von  L  4  nur  durch 
einen  Factor  z.  B.  fi  unterscheiden.  Es  treten  daher  folgende  Glei- 
chungen in  Kraft: 

JDj — f*i4  =  0 
oder 

(«11'  —  f*  «11 ") «  +  («12'  -  f*  «12")  y  +  («13*  —  f*  «13")  ■=  0 

(«12'— f*«12")a5  +  («22'  — f*«22")y+(«2s'  — f*«2s")  ^  0 

Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  dieser  beiden  gemeinschaft* 
liehen  Tangenten  lauten 
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•(a„'-,ia„")     (a„'-(ia„") 


»  = 


»«hl")  («1»' 


*»«,i") 


(«jt' 


fWl.") 

»^") 
-fwii") 


(««' 
{««' 


f«i«")     («^'-JWn") 


Und  diese  sind  nichts  anders   als  die  Mittelpunktscoordinatcii  der 

Corve:' 

(g'-lig")x+(,h'-iih")y-{-{t^-lif')  -  0 

Diese  Glcichnog  stellt  ans  eine  Cnnre  dar,  die  durch  die  4  gemein- 
schafUichen  Schnittpunkte  der  Curren 


U- 


0    und     ü"  — 0 


geht.  Daher  muss  ihr  Mittelpunkt  in  der  Mittelpnnktscnrre  u  liegen. 
Weil  derselbe  mit  dem  Schnittpunkte  der  beiden  gemeinschaftlichen 
Tangenten  an  beide  Curven  identisch  ist,  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

IIL  Zieht  man  zu  einem  gegebenen  Paukte  die  Polaren  in 
Bezng  anf  alle  Curven,  welche  durch  4  gemeinschaftliche  l'unktc 
gehen,  so  schneiden  sich  dieselben  in  ein  und  demselben  Ponkte. 

Es  seien 

U'  —  0,    U"  =  0,    17'"=  U'—kU"  =  0 

die  Gleichungen  dreier  Curven,  welche  durch  4  gemeinscliaftlicho 
Punkte  gehen,  femer  Pg  von  den  Coordinaten  »g  |  y«  der  gogubonc 
Ponkt,  p\  p'\  .p"  die  Polaren  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die  Curven 


so  ist: 


ü'  _  0,     U"  —  0,     ü"  =  0 


0 


2U'  =  g'x-\-h'y^f  ■ 

2ü"=/'*+Ä"y+."  =  0 

2  ü*  =  2(  ü'  -  i  ü")  =  ig'—  lg")x  +  (A'  -  U")y + (t'  -  i»")  •=  0 

p'=  {g'  -  A/')«,+  (Ä'-AA")yo+(»'-- AO  -  0 
p'=  a?'«,+A'y,+»')-%"«o+VVo+»")  =  0 
wobei  yo't  V>  H)'«  9o*>  Vi  V  dieselbe  Bedentang  haben,  wie  g',  : ', 
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»"5  9\  Ä",  t",  nur  sind  statt  der  variablen  Grössen  x  \  y,   die  Coor- 
dinaten  xq  |  yQ  des  Punktes  Pq  eingesetzt. 

Durch  Yertauschung  der  Indices: 

Diese  Gldichung  stellt  ein  Strablenbüschel  dar,  daher  der  Satz  be* 
wiesen  ist. 

IV.  Zieht  man  an  2  gegebene  Curven  2ter  Ordnung  2  gleich- 
artige, gemeinschaftliche  Tangenten  und  verbindet  man  die  zu  einer 
Curve  gehörigen  Berührungspunkte  mittelst  Geraden,  so  geht  durch 
den  Schnittpunkt  derselben  die  Verbindungsgerade  zweier  gemein- 
schaftlichen Schnittpunkte  dieser  Curven. 

Bezeichnen  wir  in  Fig.  II.  der  Tabelle  die  Schnittpunkte  der  3 
Geraden  L^^  2^,  L^  untereinander  mit  den  Ziffern  1,4,  7,  femer 
die  Schnittpunkte  derselben  Geraden  mit  der  Curve  mit  den  Ziffern 
2,  3,  5,  6,  8,  9,  dann  zur  Vereinfachung  des  Beweises  das  Verh&lt- 

niss  der  Strecke  12  zur  Strecke  42  mit  dem  Symbol  (142),   weiter 

das  Verhältniss  von  13  zu  43  mit  (143)  also: 

4|-  =  (142)      ^  -  (143)    u.  8.  w. 

SO  ist  nach  Carnot: 

(142) .  (143) .  (475) .  (476) .  (718) .  (719)  «  1 

Bedeuten  in  Fig.  III  der  Tabelle  L^  und  L^  die  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  an  die  Curen  Z7'  und  ü",  femer  die  Punkte  2,  7, 
8,  9  die  Berührungspunkte  derselben,  die  Punkte  4  und  5  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Curven,  dann  die  Punkte  3  und  6  die  Schnitt- 
punkte der  Verbindungsgeraden  von  4  und  5  mit  den  Tangenten  L^ 
und  Xs,  und  bezeichnen  wir  wie  früher  mit  dem  Symbol  z.  B.  (132) 

das  Verhältniss  der  Strecke  l2  zur  Strecke  32 ,  so  haben  nach  der 
Relation  von  Carnot  folgende  Gleichungen  Giltigkeit: 

(132) .  (132) .  (364) .  (365) .  (617) .  (617)  -  1 
(138) .  (138) .  (364) .  (365) .  (619) .  (619)  -  1     * 

durch  Division: 

[(132)]«.  [(617)]«  -  [(138)]«. [(619)]« 
oder 
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(132) .  (617)  «  (138) .  (619) 
daher: 

(132)       (619) 
(138)  "  (617) 

Daraus  ersieht  man,  dass  die  Doppelverhältnisse   der  Punkte  1,  2, 

3,  8,   und  der  Punkte  1,  7,  6,  9  einander  gleich  sind,   woraus  er- 
hellt, dass  die  Strahlen,  welche  durch  die  Punkte  7,  2,  ferner  durch 

4,  5,  und  durch  8,  9  gehen,  sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen. 

Y.  Zieht  man  von  Punkten  einer  Geraden  die  Polaren  in  Be- 
zug auf  2  gegebene  Curven,  so  liegen  die  Schnittpunkte  dieser,  je 
2  zasammengehOrigen  Polaren,  wieder  in  einer  Geraden.  Durch 
diese  Schnittpunkte  gehen  selbstverständlich  nach  Satz  III.  auch  die 
zu  den  Punkten  der  Geraden  gehörigen  Polaren  aller  Curven,  welche 
durch  die  4  Schnittpunkte  der  gegebenen  Curven  gehen. 

Es  wären  2  Curven  C7',  •  U"  und  eine  Gerade  L  gegeben.  Wir 
nehmen  3  Punkte  P|,  P^,  F^  in  dieser  Geraden  an.  Die  zu  den 
Punkten  gehörigen  Polaren  in  Bezug  auf  die  Curven  ü*  und  U" 
bezeichnen  wir  mit  pi\  pg',  p^*  und  pi\  p^\  p^\  Die  Coordinaten 
der  Punkte  P,  seien  a-i,  ^j,  von  Pg,  x^^  y^,  von  Ps,  x^^  y^. 

Da  Ps  auf  der  Yerbindungsgeraden  von  P,  und  Pg  liegt,  so 
unterli^en  seine  Coordinaten  folgender  Relation: 

''»"'     1-A  ,       ^»~    1-A 
wobei  l  ein  veränderlicher  Parameter  ist. 
Es  ist 

Für  x^  und  y^  die  oben  gefundenen  Werte  eingesetzt: 
Ps 


P3 

Ps 
Pz 


=  j,'(«,  — A«,)+Ä'(yi-Ay,)  +  t'(l-A)  =  0 


270  La  ab:  L9mng  des  Problems  über  den  Schnitt 

Pa"  =  <7o"(i,  -  iUr,)+ V'(yi  -  *y«)  +»■"(!  -  A)  -  0 
Pa"  =  i7"a:,+Ä"y,+.'"-A(A«H-A"y*4-«'")  =  0 
vi'  =  g,"x+h,"y+ii'-  l(<7,"x+ V'y+4")  =  0 

P,"  =  (?,"- W)«+(Äi"-AA,")y+(h"-JiV')  -  0 

Die  Gleichung  einer  Geraden  M,  welche  dnrch  den  Schnittpunkt 
von  pa   und  pg"  hindurchgeht,  lautet: 

M=pt'—9p,"-0 

vohei  (f  ein  veränderlicher  Parameter  iüt 

Die  Werte    fttr  p,'  und  pj"  in  diese  Gleichung   eingesetzt  er- 
geben : 

+  (A,"-iA,")y+(h"- V)]  -  0 

+[(h'-iii')-e(»."-ii»")l  -  0 

M  =  [(i7,'-Wi";-A(ff,'  -  w/')l«+C(Ax'-(l»i")-i{A»'-pÄ«")]y 
+  [(h'-(fh")-U<'f-QH")']  =  0 

■M"=  (?i'-Wi'')H-(Ai'-e*i")y+(h*-<>»i")-A[(p»'  -m'> 
+  {h'-9K)y-HW  -  e^")]  =  o 

Nun  ist  aber 
p,'=j,,'a;-fVy+»i'-="0 

p,'-  «,,"=  (i7,'-  Wx>+(Ai'-(>*i")y+(«i'-  Ph")  -  0 

Pj'  =  jrg'fe+Äj'y+V  =  0 
p,"  =  j/,"«+A,"y+»»"=0 

Pt'-HP^'  =  07a'-W*>  +  (V-pV')y+(»s'-P4")  -  0 
Diese  Werte  in  die  obere  Gleichung  eingesetzt,  ergeben: 

M=  (p/-pp,")-A(p,'-  cp,")  =  0 

Da  sich  in  dieser  Gleichung  die   Gerade   (pi'-^j"),    welche 
dnrch  den  Schnittpunkt  von  p,'  und  p,"   hindurchgeht,  von    der 
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Geraden  (p^*  —  gpf")  welche  durch  den  Schnittpunkt  von  p,'  und  p^' 
hiodnrchgeht  nur  durch  den  Factor  A  von  einander  unterscheidet,  so 
können  die  Geraden  (jPi—QPi")  und  iPt—Qp^')  our  entweder  parallel 
sein  oder  sie  müssen  zusammenfallen.  Der  erste  Fall  ist  nicht 
möglich,  da  beide  Gerade  laut  Annahme  der  Geraden  M  durch  den 
Schnittpunkt  von  p^'  und  p^'  hindurchgehen  mQssen.  Infolgedessen 
mass  der  zweite  Fall  eintreten,  die  Punkte  Pi,  P^  und  P,  liegen  in 
einer  Geraden  laut  Annahme,  die  Schnittpunkte  der  zusammen- 
gehörigen Polaren  nach  eben  erbrachten  Beweise  ebenfalls. 


Schnitt  zweier  Curren. 

Es  wftren  in  Fig.  IV.  die*  beiden  Curven  U*  (Kreis)  und  U" 
(Hyperbel)  gegeben  mit  ihren  Mittelpunkten  O'  und  O".  Die  Schnitt- 
ponkte  dieser  beiden  Curven  wftren  zu  suchen. 

Indem  ich  die  früher  ausgesprochenen  Sfttze  ins  Auge  fasse, 
nehme  ich  einen  Punkt  der  Mittelpunktscnrve  an,  hier  am  besten 
den  Punkt  W  (sonst  müsste  ich  mir  einen  Punkt  der  Mittnlpunkts 
cnrre  errechnen,  was  sehr  leicht  geschieht,  wie  später  gezeigt 
wird). 

Von  diesem  Punkte  O'  ziehe  ich  mir  an  die  Hyperbel  die  Tan* 
genten  7^  und  2^,  welche  dieselbe  in  den  Punkten  1  und  2  be- 
rabren.  Nun  brauche  ich  die  Berührungspunkte  jener  Curve,  welche 
dnrch  die  4  Schnittpunkte  von  U'  und  V"  hindurchgehen  und  die 
Geraden  T|  und  T^  berührt  Diese  Forderung  ist  möglich  und 
zwar  nach  dem  Satze  Nr.  III.  und  deshalb,  weil  jede  Curve  2ter 
Ordnung  durch  5  Stücke  vollkommen  bestimmt  ist. 

Ich  finde  diesen  Berührungspunkt  folgendermassen. 

Ich  ziehe  vom  Punkte  1  die  Polare  in  Bezug  auf  den  Kreis  r/'; 
wo  diese  Polare  die  Tangente  7\  schneidet,  also  im  Punkte  I.,  liegt 
der  Berührungspunkt  der  geforderten  Curve. 

Die  Begründung  hiefür  liegt  im  Folgenden.    Es  ist 

wenn  der  Pol  von  7^,  also  der  Punkt  1,-  die  Coordinaten  x^y^  hat 

(7, — Ip^')  ist  aber  die   Polare  des  Punktes  1  in  Bezug  auf  die 
Curve   (Ü'  —  IU**).     Da   aber  der  Punkt   1    in  der  Polare  2\  des 
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• 

des  Punktes  I.  in  Bezug  auf  die  Curve  (ü'—XU")  liegt,  so  muss 
die  Polare  des  Punktes  1  in  Bezug  auf  die  Curve  {U'—  lu"),  also 
(Ti — lpi)y  änrch  den  Bertthrungspunkt  der  zu  suchenden  Gurre 
gehen.  Nun  ist  aber  (^i— ilp/)  nichts  anderes  als  das  Symbol 
einer  Geraden,  welche  durch  den  Schnittpunkt  von  T^  und  pi  hin- 
durch geht,  also  durch  den  Punkt  L,  daher  I.  der  Bertthrungspunkt 
der  zu  suchenden  Curve. 

Mit  dem  Punkte  2  mache  ich  dasselbe  und  bekomme  durch  den 
Schnitt  von  P2'  ^^^  T^s  den  Berührungspunkt  der  zu  suchenden  Curve 
also  II. 

Durch  den  Schnitt  der  Verbindungslinien  von  den  Punkten  1 
und  2,  sowie  von  I.  und  II.  bekomme  ich  nach  dem  Satze  Nr.  lY. 
den  Punkt  A,  ein  Punkt  jener  Geraden,  welche  durch  2  gemein- 
schaftliche Schnittpunkte  der  Curven  ü'  und  U"  hindurch  geht 

Es  handelt  sich  nun  darum  einen  2ten  Punkt  der  Geraden  zu 
bekommen. 

Dies  geschieht  dadurch,  dass  ich  mir  zum  Punkte  O"  die  Polare 
P  in  Bezug  auf  den  Kreis  U*  construire,  sodann  mache  ich  An- 
wendung vom  Satze  Nr.  V.,  —  da  ich  keine  Tangenten  ziehen, 
somit  auch  nicht  deren  Berührungspunkte  in  der  Polaren  F  finden 
kann  —  und  nehme  mir  2  beliebige  Punkte  in  der  Polaren  P  an, 
also  3  und  4 ;  zu  diesen  Punkten  ziehe  ich  mir  die  Polaren  in  Bezug 
auf  die  Curven  U'  und  U" ;  ich  nenne  diese  Polaren  ps,\  p^\  p^\ 
Pi".  Der  Schnittpunkt  von  p^'  und  p^"  ist  iV,  der  von  p^*  und  p^" 
ist  M.  Die  Verbindungsgerade  von  M  und  N  schneidet  die  Polare 
P  Jm  Punkte  /?,  welcher  ein  zweiter  Punkt  jener  Geraden  ist, 
welche  durch  2  Schnittpunkte  der  Curven. ü"'  und  ü"  hindurchgeht 
Die  Verbindung  von  A  und  B  geht  durch  2  Schnittpunkte  der 
Curven  ü'  und  ü". 

Natürlich  muss  mau  bei  einer  derartigen  Lage  der  Curven 
gleich  vom  Anfang  so  construireu,  dass  man  2  gleichnamige  Punkte 
A  und  B  erhält,  d  h.  dass  die  Punkte  A  und  B  für  ein  und  die- 
selben 2  Schnittpunkte  der  Curven  U'  und  U"  erhalten  sind.  Dies 
wird  aber  durch  die  soeben  dargestellte  Construction  kaum,  d.  h. 
bei  dieser  speciellen  Lage  der  Curven  gar  nicht  möglich  sein,  weil 
die  Construction  des  Punktes  O"  und  der  Polaren  P  für  die  Schnitt- 
punkte des  linken  Hyperbelastes,  während  die  Construction  des 
Punktes  A  für  die  beiden  Schnittpunkte  der  rechten  Hyperbelastes 
giltig  sind. 

Man  wird  daher  zur  Construction  des  Punktes  B  ein  anderes 
Verfahren  einschlagen 
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Man  constroirt  sich  einen  gttnstigen  Pankt  der  Mittelpnnkts- 
canre  und  verfährt  dann  gerade  80,  wie  mit  der  Constmction  vom 
Pnnkte  O*  ans,  n.  s.  w. 

Die  Constmction  des  Punktes  der  Mittelpnnktscnrve  oder  der 
Mittelpnnktscnrve  selbst,  kann  im  vorliegenden,  sowie  in  allen  ähn- 
b'chen  Fällen  dnrch  Rechnung  sehr  leicht  gefanden  werden  und 
zwar: 

Es  sei  die  Gleichung  der  Hyperbel 

wobei  X,  p  die  Variablen  und  x^^  y^  zwei  beliebige  Constanten  be- 
deuten, and  die  Gleichung  des  Kreises 

wobei  sßy  y  die  Variablen  und  r  den  Radius  des  Kreises  bedeutet. 

Um  nun  einen  Punkt  der  Mittelpunktscurve  zu  rechnen,  brauche 

Ich  nar 

gx  ^  hx  ^  0 

ZB  setzen ,  wobei  gx  und  hx  die  schon  anfangs  erwähnte  Bedeutung 
laben;  daraus  rechnet  man  die  Variabein  x  und  y  und  hat  schon 
die  Coordinaten  für  einen  Punkt  der  Mittelpunktscurve. 

Für  den  Mittelpunkt  einer  Curve,  welche  durch  die  4  Schnitt- 
punkte von  V  und  U"  hindurchgeht,  also  für  die  Curve  (t/'  — Af7"), 
ist: 

F=  ig'— lg')  =  (a,i'-Aan>+(ai2 -^«i2>+(«i8'-^«i8")  -  0 

£/*   .    .    -  öji'  — »  «22'  =  033'  =•  0    Oj^'  ==  1 

^13   =="  —  2  '    ^S  ~  i"  2" 

'»33     — ^ 


1  kann    verschiedene   Werte    annehmen.     Ich  nehme  hier    A  =  1 

aa,  somit  ist 

g  =  2x'-2y  +  yi  «0 

k  =  2x  —  2y  +  xi  «0 

Diese  beiden  Geraden  sind  parallel,  haben  daher  ihren  Schnittpunkt 
Unendlichen;    wir  haben   es   daher    mit   dem   unendlich   fernen 

Axdk.  d.  Katli.  n.  Fbys.    2.  Seihe,  T.  XI.  1 8 
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Pankte  der  Mittelpanktscnrve  za  tan,  and  es  ist  dieRichtang  dieser 
beiden  Geraden  aach  gleichzeitig  die  Richtang  der  Asymptote. 


Setzen  wir 

X  —  2,  so  ergiebt  sich: 

^  =  4aj  — 2y+yi  =0 

daraus  folgt 

Ä  =  2a;— 4y  +  jr|  —  0 

• 

2yi— «,              2*,-yi 
*■=•"    6      '    *^        6 

als  Coordinaten  eines  Pauktes  der  Mittelpanktscnrve.  Von  diesem 
Pankte  aas  wird  nan  die  Gonstraction ,  wie  schon  früher  erwähnt, 
durchgeführt. 

Es  ist  interessant,   die  Lage   der  Mittelpnnktscarve   selbst   za 
kennen,  W3il  man  ans  derselben  verschiedene  Schlüsse  machen  kann. 

Wir  berechnen  die  Gleichung  derselben  folgeudcrmassen: 

Die   Gleichangen    des    Mittelqauktes   einer   Curve   {V  —  Xü") 
lauten: 


X  = 


(o,,'— Aa,i")(<i«'-Aa„") 
(«„'-Aa„")(a„'-Aa„") 


y  = 


//\ 


(«„•-ia„")(«i«'-Ao„") 


(a,/-ia„")  (a„'-*a„") 


Die  Werte  eingesetzt: 

(0-il)  (l— iO) 


*    2  2 


(1— AO)  (0-n) 

(O-Xl)   (l-AO) 


rr^ä  2(1 -A«/^^"^»^ 


y  = 


(1— AO)  (0-Al) 


(1— AO)  (0-Al) 
(O-U)  (l-AO) 


1-A« 


2(1-A») 


(«,— Ay,) 


•  Cuntm  Sitr  Ordnung. 


Ml-.-'».) 


Dnrtk  EtimiDation  Ton  il  erhalteo  wir  eine  Oleichang  mit  den  Yer- 
iDderliehen  x  and  y,  welclie  ans  die  GieicliuDg  der  Hittejpanlitf 
eine  daratellL 


(ff  1  +»yi)(^iH-'yi) 
'ty+'Sft 


ii(»»,-ji) 


("i+wiK'ig+xyi)  =  '(*!*— yi*) 


ni-i')'-"'    ""'"    -2(»'-y-K»,'-.,"X»i*+'y.) 


-y") 
2(»'— ■)  -  «».-l-y»! 

y'-l'.-.'+Jx 

Die  letzte  Qleichnng  iat  aber  die  Gleichung  einer  gleichseiligDo 
Hyperbel,  deren  Coordinatenaxen  parallel  zu  den  aDgeDomnieneD 
Coordinttenaxen  der  Hyperbel  U"  (also  zu  den  Asymptoten  der  nr- 
•ptlBglichen  Hyperbel  U")  sind.  Der  Mittolponkt  dieser  Mittel- 
j  liegt  in  O",  wobei 
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ist,  die  Axen  dieser  Carve  liegen  in  den  Parallelen  dnrch  €F  zn  den 
Asymptoten  der  nrsprflnglicben  Hyperbel  IJ*\  Die  Lage  dieser 
Mittelpnnktsbyperbel  ist  in  Fig.  IV.  durch  die  Carve  V^  ersicbtiich 
gemacht.    Die  Axe  a  derselben  ist 

Die  Cnrve  TJ'^  giebt  ans  aach  darüber  Aafschlass,  welcher  Teil 
der  Hyperbel  Tf'  genommen  werden  mnss,  um  darin  Punkte  anzu- 
nehmen, von  welchen  aus  die  Gonstruction  durchgeführt  werden 
kann ,  damit  man  Punkte  jener  Oeraden  erhalte ,  welche  durch  ein 
und  dieselben  Schnittpunkte  der  Curven  ü'  und  V"  hindurchgeht. 


Die  Dreiteilung  des  Winkels. 

Es  wäre  in  Fig.  V.,  ein  Kreis  gegeben  mit  dem  Mittelpunkte  0, 
ferner  der  Punkt  1  der  Peripherie.    Der  Winkel  1,  0,  6  wäre  gleich 

a  und  der  Winkel  3,  0,  5  »  ä.    Verbinde  ich  den  Punkt  1  mit  dem 

Punkte  3  und  verlängere  die  Verbindnngsgerade,  bis  sie  die  Axe  x 
im  Punkte  4  durchschneidet,  so  ist  offenbar  die  Länge  der  Geraden 

34  gleich  r,  dem  Radius  des  Kreises.  Denn  der  Winkel  a  ist  gleich 
der  Summe  der  Winkel  bei  den  Punkten  1  und  4,  der  Winkel  beim 
Punkte  0  ist  gleich  der  Summe  der  Winkel  bei  0  und  4,  das  Drei- 
eck 1,  0,  3  ist  gleichschenklig,  daher  der  Winkel  bei  1  gleich  dem 

bei  3,  der  Winkel  bei  0  ist  g,  daher  muss  der  Winkel  bei  4  eben- 
falls ö  sein,  das  Dreieck  0,  3,  4,  muss  infolgedessen  auch  gleich- 
schenklig sein,  deshalb  03  gleich  34  gleich  dem  Radius  des  Kreises. 

•  • 

Die  Goordinaten  der  Punkte  1,  2,  3   u.  s.  w.   wären  x^  I  y^^ 

^  I  y«»  *s  I  ys  ^-  8.  w. 


Es  ist: 


daher 


«4  =  2«3 


von  Otrven  2Ur  Ordnung, 
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Aas  dieser  Gleicbang  folgt,  dass  die  Gerade  34  gleich  ist  der  Ge- 
raden 23  gleich  dem  Radius  des  Kreises. 

Nun  handelt  es  sich  darum,  eine  Curve  2ter  Ordnung  zu  er- 
rechnen, welche  durch  den  Punkt  3  hindurchgeht;  ist  dies  gelungen, 
so  ist  die  ganze  Aufgabe  auf  den  Schnitt  zweier  Gurven  zurück- 
geführt, welche  nach  dem  früher  Gesagten  durchgeführt  werden 
kann,  da  der  Punkt  3  genau  ermittelt  ist ,  und  somit  der  Winkel  1, 
0,  6,  in  3  Teile  geteilt  wird. 

ir  wollen  nun  eine  solche  Curve  erreehnen. 


da 


^1^3   "•   '-^li^3+''3yi  — 2Z;^3 

Nehmen  wir  statt  ^3  |  y^  die  allgemeinen   Coordinaten   x 

halten  wir: 

^lU  =  2'^iy+^yi  — 2ry 

Da  aber  x^  in  diesem  Falle  negativ  ist,  so  wird 


so  er- 


Das  ist  dieselbe  Gleichung,  die  ich  früher  beim  Schnitt  der 
Curven  U'  und  ü"  in  Fig.  IV.  angenommen  habe.  Es  ist  die  Glei- 
chung einer  Hyperbel,  bezogen  auf  Coordinatenaxen ,  die  zu  ihren 
Asymptoten  parallel  sind.  Der  Mittelpunkt  0"  l&sst  sich  nach  der 
bekannten  Art  sehr  schnell  rechnen,  ebenso  durch  Transformation 
der  Coordinaten,  die  Axen  der  Hyperbel,  und  es  ist  somit  die  ganze 
Construction  genau  so  durchzuführen,  wie  es  in  Fig.  IV.  durch- 
geführt wurde. 


278  La  ab:  Lösung  des  Problems  über  den  Schnitt 

Es  ist  aas  den   Strecken  a,  6,  und   c  das  x    za  construiren, 
welches  der  Gleichung  genügt, 

3  

X  =  yahc 

Wenn  ich  diese  Gleichung  in  Proportionen  zerlege  und  dabei 
noch  eine  Unbekannte  y  einführe,  so  erhalte  ich: 

I)  X  :  a  -a  y  :  sc ac*  =»  ay 

TT\  r  ^^ 

V 

daher 

sc'  ■■  ahc 

Die  Gleichung  I)  drückt  aber  die  Scheitelgleichung  einer  Parabel 
aus,  bezogen  auf  ein  rechtwinkeliges  Goordinatensystem,  dessen  y 
Aze  mit  der  Parabelaxe  zusammenföllt,  während  die  Gleichung  II) 
eine  Hyperbel  und  zwar  eine  gleichseitige  Hyperbel  darstellt ,  deren 
Asymptoten  mit  den  Coordinatenaxen  zusammenfallen.  Die  Axe 
dieser  gleichseitigen  Hyperbel  ergiebt  sich  aus  ihrer  Gleichung 

Xy  »  le 

und  ist  daher  2V^bc,  der  Parameter  der  Parabel  resultirt  aus  seiner 
Gleichung 

X«  »  ay 
und  ist  gleich  a. 


Die  Lage  dieser  beiden  Curven  ist  daher  vollkommen  bestimmt. 
Man  kann  daher  nach  dem  allgemeinen  Verfahren  den  Schnitt  dieser 
beiden  Curven  bestimmen  \  die  Abscisse  des  einzigen  reellen  Schnitt- 
punktes giebt  den  Wert,  welcher  der  Gleichung 


genügt. 


13 


Da  die  Mittelpunkte  dieser  beiden  Curven  eine  ungünstige  Lage 
haben,  so  wird  es  notwendig  sein,  sich  2  Punkte  der  Mittelpunkts- 
curve  zu  rechnen  und  zu  construiren,  um  von  diesen  aus  den  Schnitt 
der  Curven  nach  der  bekannten  Art  und  Weise  durchzuführen. 

Wie  die  Rechnung  eines  solchen  Punktes  der  Mittelpunktscurve 
geschieht,  ist  bereits  früher  gezeigt  worden.    Also: 


VQK   Ciirm  Sttr  Ordnung. 


,;'=i 


V-lü"  =  i'-oj,  — l(ry— ftc)  =  0 
t-it'"  =  x'  — a^f  — ij:y-f  iie  =  Ü 

Durch  die  verschiedenen  Werte  von  1  erhalte  ich  Terschiedeoe 
PDikle  der  Blittelpanktscurre,  wenn  ich  ans  der  Gleichung  (U'—lll") 
«Elche  mir  ebenfolls  eine  Cnrve  darstellt,  die  durch  die  4  Scbnitt- 
pukle  von  ü'  und  U"  hindurchgeht,  die  Coordinaton  ihres  Mittel- 
pukies  errechne. 

Ich  erhalte  für  die  Coordinaten  des  Hittelponktos  einer  Cnrve 
IC'—IlU")  (identisch  mit  einem  Punkte  der  Mittolpanktscorve) 
folgende  Werte: 

|(a„'  -  ka,f")(ati'  —  katt")\ 

(o,j'— Aa,a")(g^'  — ^g,,") 

'"    |(<i„'— i<i„")(a„'  — U„"j| 

'.(a,,'—).a,t")(att'  —  katt")\ 

"-         I(a„'-Aa,/')  («i.'-i-»«")! 
\(a,t'  -lo,,")  <atf'~ia„")\ 

POr  einen  bestimmten  Punkt  setze  ich    1  —  1.      Somit  ist: 

_    \iajt'—<h3"i  (.'Ha—<^")\ 
'""    [(«ii'— "n")(«ii'— "w")] 

_     (a,/— o,,")  {a,j'-0|j")' 

("■»'-'■■3")(''«.'^«m")' 

*  ^  !(a„'-a„")  (a„'-a„'0; 

:(a„'-a„")  (o„'— a,j"), 

Die  den  fileicbnngen  für     ü'  und  0"  entsprechenden  Werte  einge- 
Ntit,  ergehen: 
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-i 

0 

0 

a 
""2 

1 

-4 

0 

1 

0 


-4 


a 


1 

■i 


i 

0 


-i 


—  a 


-i 


2a 


Somit  wäre  ein  Pankt  der  Mittelpunktscarve  bestimmt  Setze 
ich  für  l  einen  andern  Wert,  so  erhalte  ich  einen  zweiten  Pnnkt, 
nnd  es  kann  die  bekannte  Gonstruction  des  Schnittes  dieser  beiden 
Gnrven  tadellos  durchgeführt  werden. 


Bas  Berühmngs-Problem  des  Pappns. 

Die  allgemeine  Aufgabe  dieses  Problems  lautet: 

„Wenn  Punkte,  Gerade  und  Kreise,  im  ganzen  2  Elemente  ge- 
geben sind.  Kreise  von  gegebenem  Radius  zu  construiren,  welche 
durch  die  gegebenen  Punkte  gehen  und  die  gegebenen  Geraden  oder 
Kreise  berühren". 

Nach  dem  bisher  Gesagten  kann  man  dieses  Problem  allgemein 
mittelst  Schnitten  von  Curven  2ter  Ordnung  durchführen  und  es 
lässt  Isich  auch  in  Anbetracht  dessen  dieses  Problem  folgender- 
massen  erweitern: 

„Wenn  Punkte,  Gerade,  Kreise  oder  überhaupt  Curven  2ter 
Ordnung,  im  ganzen  2  Elemente  gegeben  sind,  Kreise  von  gegebenem 
Radius  zu  construiren,  welche  durch  die  gegebenen  Punkte  gehen, 
und  die  gegebenen  Geraden,  Kreise  oder  Curven  2ter  Ordnung  be- 
rühren*'. 

Zur  Erläuterung  will  ich  eine  Aufgabe  kurz  besprechen. 

Es  wären  2  Curven  2ter  Ordnung  r//  und  Uj"  gegeben.  Man 
soll  nun  einen  Kreis  von  gegebenem  Radius  construiren,  welcher 
die  beiden  Curven  berührt. 

Man  construirt  sich  den  geometrischen  Ort  aller  Kreismittel- 
punkte, von  welchem  ans  man  mit  dem  gegebenen  Radius  berührende 
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Kreise  an  die  Gorve  11^  zeicbnea  kann.  Dieser  geometriscfae  Ort 
wird  eine  zni  Corve  ü^'  ähnliche  Cnrre  sein,  welche  leicht  nnd 
kIukII  conitniirt  werden  kann.  Ich  nenne  diese  CnrTe  L^'.  Das- 
KJbe  tae  ich  bei  der  Cnrre  I7i"  nnd  erhalte  als  geometrischen  Ort 
die  Coire  U,",  Die  Schnittpunkte  von  ü^'  and  ü,",  welche  sich 
nach  der  bekannten  Gonatniction  finden  lassen,  sind  die  geforderten 
Kreismittelpnnkte 


JHa  BerSlmiigB-Problem  des  ApoUonlns. 

Die  allgemeine  Anigabe  desselben  lantet: 

„Wenn  Punkt«,   Gerade   nnd   Ereiss,   im  ganzen 
{egeben  sind,    Kreise  in  constmiren,   welche  darch   die  gegebenen 
Punkte  gehen  nnd  die  gegebenen  Geraden  nnd  Kreise  berBbren". 

Dieses  Problem  kann  nach  dem  bisher  Gesagten  eben&lls  all- 
gemein mittelst  Schnitten  von  Cnrven  2ter  Ordnnng  gelCst  werden. 

Es  ist  allgemein  bekannt,  dass  der  geometrische  Ort  aller  Kreis- 
mittelpnnkte,  Ton  welchen  ans  berUbrende  Kreise  an  2  Kreise,  oder 
in  einen  Kreis  nnd  einen  Pnnkt  gezogen  werden  können,  eine  Cnrve 
2ter  Ordnung  ist,  welche  sich  in  den  beispielsweise  genannten  F&llen, 
ih  ETperbeJ,  Parabel  repräsentirt. 

Indem  ich  non  zn  je  2  der  gegebenen  Elemente  den  geometri- 
sdien  Ort  alter  Hittelpnnkte  der  sie  berührenden  Kreise  constrnire, 
erhalte  ich  3  Cnrven  2  ter  Ordnung,  welche  untereinander  geschnitten, 
Üe  geforderten  Kreismittelpnnkte  ergeben. 

Der  Schnitt  je  zweier  solchen  Cnrven  lässt  sich  nach  der  be- 
bnnten  Conetmction  leicht  durcbfllhren. 

Uebrigens  lässt  sich  auch  dieses  Problem  erweitem.  Bevor  ich 
jedoch  die  erweiterte  Aufgabe  niederschreibe,  muss  ich  noch  einen 
liieni  wichtigen  und  notwendigen  Satz  beweisen,  nnd  zwar: 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpnnkte  aller  Kreise,  welche  2 
gegebene  Cnrven  2  ter  Ordnung  berühren,  ist  wieder  eine  Carve  2tcr 
Oidnnng,  welche  durch  die  4  Schnittpunkte  der  beiden  gegebenen 
Cnrven  hin  durchgeht. 

Die  beiden  gegebenen  Cnrven  hiessen  Ui'  und  U^".  Ich  con- 
itniire  mir  zn  Vi'  den  geometrischen  Ort  aller  Mittelpunkte  der 
Sreise  von  einem  bestimmten  Radius  it,  welche  U,'  beritbren.     Ich 
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nenne  diese  Garve  ^'.  Dasselbe  mache  ich  in  Bezog  auf  die  Gnrre 
I7i"y  und  erhalte  die  Cnrve  U^".  Der  Schnitt  der  Curven  U^'  und 
f^t"  geben  mir  den  Mittelpunkt  des  Kreises  yom  Radius  R^  welcher 
sowol  die  Gurve  17/  als  auch  Ui"  berührt. 

Die  Gleichungen  der  Curven  lauten: 

U,'  =  fl,/iCi«+2a,,'ary  +  2a,8'x  +  a„y4-2Vy+aM'  -  0 

Da  die  Gurve  17,'  der  Gurve  £7/  ähnlich  ist,  so  kann  sich  die  Glei- 
chung von  ü^'  von  der  von  17,'  nur  durch  das  letzte  Glied  unter- 
scheiden.   Es  ist  somit 

17,'  =  ai/a?,  +  2aj,xy-f  2a„'a;+a„'y«+2a„'y+TO'  =  0 

desgleichen  ist: 

^/'  =  a,i"aj*+2a„"iry+2a„"x  +  a„"y,+2a„"y+a3,"  =  0 

und 

17,"  =  ai,"«*+2a„"a:y+2a,3"aj+a„^y«-|-2Vy  +m"  -  0 

Die  Gleichung  der  Gurve,  welche  durch  die  4  Schnittpunkte  von 
Uf   und  17,"  hindurchgeht,  lautet: 

17,  =  r7,'-Aü,"  =  «- Aa„")y*+2(V  •  Aa„")«y 
+  2(0,,'  -  ^a„'OaJ  +  (fl„'-  Aa„")y* 
+  2(0,/  -  Xa^^")  y+  (m'^Xm")  -  0 

Die  Gleichung  der  Gurve,  welche  durch  die  4  Schnittpunkte  von 
Ui'  und  Ui"  hindurchgeht,  ist: 

U,  =  17/- ADi"  =  (fl,/-  Aa,/')»«+2(a,/-Aa„")*y 
+  2(a,/  -  A«,/') » + {a„'  -  Xa„")y* 
+  2«-AV0y+(«M'- WO  -  0 

Man  sieht,  dass  sich  die  beiden  Gleichungen  U^  und  17,  nur 
das  letzte  Glied  von  einander  unterscheiden.  Daraus  folgt,  dass 
die  Gurven  U^  und  17,  einander  ähnlich  sein  müssen,  oder  sie  müssen 
dentisch  sein.  Der  erstere  Fall  kann  nicht  eintreten,  denn  die 
Gurve  17,  muss  auch  durch  die  4  Schnittpunkte  von  üt  und  17^" 
hindurchgehen,  weil  dieselben  auch  Kreismittelpunkte  darstellen  far 
jene  berührende   Kreise,  welche  einen  unendlich  kleinen  Radius 
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haben.    Die   Carveo    Ut    und    ü^   mDggen  daher  ein   nnd   dieselbe 
Cure  danteilen,  womit  der  Satz  bewiesen  ist 

Nfteh  diesem  kann  ich  dem  Probleme  des  Apollonivs  einen  all- 
gemeiDen  Charakter  geben  nnd  es  folgendermasBen  aussprechen: 

„Wenn  Punkte,  Gerade,  Kreise  oder  überhaupt  Carren  3ter 
OrdoDog,  im  ganzen  3  Elemente  gegeben  sind,  Kreise  za  constnüren, 
«elcbe  dnrch  die  gegebenen  Punkte  gehen  und  die  übrigen  Elemente 
berübreD." 


Mach  dieser  kurzen  Abhandlung  glaube  ich  einen  kleinen  Ein- 
blick iu  ein  Gebiet  gegeben  zn  haben,  in  welchem  sich  die  mannig- 
fsltigstcu  nnd  schönsten  Aufgaben  der  analytischen  Geometrie  lösen 


Wien,  am  20.  März  1892. 
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XIV. 


Einige  Aufgaben  aus  der  Gombinatorik. 


Von 


Alfred  Hoitze, 

Gymnasiallehrer  in  Naumburg  a.  S. 


Yorbemerkang.  Die  nachfolgenden  Abhandinngen  sind  ohne 
vorheriges  Qnellenstndinm  entstanden.  Es  mag  das  der  Arbeit  znm 
Vorwurf  goreichen  oder  nicht  —  jedenfalls  vermag  ich  nicht  zu  ent- 
scheiden, wieweit  die  Resultate  oder  vielleicht  gar  die  Fragen  neu 
sind.  Um  so  wahrscheinlicher  ist  es,  dass  ich  in  der  Art  der  Be- 
handlung von  etwaigen  Vorarbeiten  hier  und  da  abweiche.  Neuheit 
des  Gegenstandes  vermute  ich  für  die  Frage  I,  vielleicht  auch  V, 
sowie  für  die  Resultate  im  letzten  und  hauptsächlichen  Teile  von 
III,  der  von  den  Combinationen  (im  engeren  Sinne)  handelt. 

I.    Aufgabe  ans  der  Theorie  der  Permutationen. 

Stellung  der  Frage.  Man  denke  sich  aus  der  voUständigen 
Tabelle  der  Permutationen  von  n  Elementen  alle  diejenigen  Gom- 
plexioncn  gestrichen ,  in  denen  das  Element  o^  den  Platz  p^  oder 
das  Element  a^  den  Platz  p,  u.  s.  w.  oder  endlich  das  Element  au 
den  Platz  pu  inne  hat.  Dabei  werden  die  Plätze  PiPt  >  •  •  pu  (ebenso 
die  Elemente  a^a^  .  .  .au)  als  verschieden  vorausgesetzt  Wieviel 
Gomplexionen  bleiben  ttbrig? 

Durchführung.  Nennen  wir  die  gesuchte,  übrig  bleibende 
Zahl  J7ib,  so  haben  wir: 

i?t  ■—  fll  —  05 
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wob«  X  die  Zolil  derjenigeo  ComplexioneD  bezeichnet ,  worin  eot- 
reder  o^  den  Platz  pi  oder  a,  den  Platz  pt  a.  s.  w.  einnimmt,  oder 
Dehrere  dieser   Falle   gleichzeitig    eintreten.     Wir    berechnen   zu- 

gicbst  t. 

Wird  ein  beliebiges  Element  aaf  beliebigem  Platze  festgehalten, 
N  bleiben  noch  (»— 1)!  Complexionen  raOglich,   d.  h.   der  nte  Teil 

ier  früheren  Gesamtzahl  n\  —  Z,    also  -  . Z. 

Werden  gleichzeitig  zwei  Elemente  an  feste  Pl&tze  gebannt,  so  bleiben 


od  entsprechend  fOr  k  festgehaltene  Elemente: 


Complexionen  möglich.  Um  aber  x  zn  berechnen ,  haben  wir  die  k 
Elemente  a^  .   .   .  at  nicht  gleichzeitig,   sondern   nach   einander  auf 

ibren  Pl&lzen  festzuhalten.    Es  scheinen  so  -  der  frfiheren  Gesamt- 

ic 
ahl,  also  - .  Z  Complexionen  möglicli  zn  bleiben.    Bei    dieser  Zahl 

iber  sind  alle  diejenigen  Complexionen  doppelt  gezahlt,  also  einmal 
■ieder  in  Abzog  zn  bringen ,  bei  welchen  gleichzeitig  zwei  Elemente 
itire  festen  Platze  einnehmen.  Je  eine  solche  Ambe  (z.  B.  gleich- 
intig  oy  auf  p^  nnd  a^  anf  p^  bedingt  die  Snbtraction  von 

«giebt  aber  solcher  Amben  J?!;   nnser    vorläufiges  Resultat   lantet 

ilso: 

Du  Resultat  ist  noch  kein  endgOltiges:  denn  diejenigen  Complexionen 
in  denen  sich  gleichzeiüg  z.  B.  a,  anf  p,,  a^  auf  pt  nnd  a,  anf  p^ 
Iwfiiiden,  sind  zuerst  3  mal  goz&blt,  dann  3,  '^  3  mal  in  Abzug  ge- 
Wht  worden :  sie  sind  also  noch  einmal  hinzuznfUgca.  Dasselbe 
pl(  ntr  jede  andre  Terne  von  Elementen,  die  gleichzeitig  ihre  Platze 
iane  haben;  also  erhalten  wir  jetzt: 


(*- 


^^ 
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So  Bchliesst  man  weiter:  Complexionen  mit  gleichzeitig  richtig  an- 
geordneten 4  Elementen  sind  bis  jetzt  4i  — 4s-}-43  «>  2  mal  ge- 
zählt worden;  zieht  man  sie  also  einmal  wieder  ab,  so  erhält  man: 

/fc_      ^        t  ^8 h \    y 

\n       n(n—  1)  "^  n(n— 1)(«-2)       n(n— 1)(«  -  2)  (n— 3)/  ' 

Um  zn  zeigen,  dass  das  Bildangsgesetz  in  dieser  Form  weiter 
geht,  nehmen  wir  an,  es  habe  sich  wie  bereits  für  Amben,  Ternea 
nnd  Qoaternen  schon  für  diejenigen  Complexionen  als  richtig  er- 
wiesen, in  denen  gleichzeitig  (2Z— 1)  Elemente  ihre  festen  Plätze 
inne  haben.  Wir  prflfen  jetzt  diejenigen  Complexionen,  in  denen 
eben  dasselbe  für  21  Elemente  gilt.    Diese  sind  bisher  gezählt  worden 

(2/),-(2Z),+(203 — h.   .   . +(2öiM-i  =  2  mal 

[man  vergleiche  die  binomische  Entwicklung  von  (1—1)^'];  also  sind 
sie  einmal  in  Abzug  zu  bringen,  und  unser  Bildungsgesetz  hat  sich 
einen  Schritt  weiter  bestätigt.  Man  prüfe  endlich  die  Complexionen, 
worin  gleichzeitig  (2^-|-l)  Elemente  ihre  festen  Plätze  einnehmen: 
diese  sind  bisher 

(2/+l)i-(2/+l),+{2Z-fl)3 — h.   .   .-(2i+l)«-0mal 

gezählt  worden,  müssen  also  einmal  wieder  hinzugefügt  werden. 
Hiernach  ist  unser  Bildungsgesetz  abermals  einen  Schritt  weiter  und 
somit  allgemein  als  richtig  bewiesen,  und  wir  erhalten  endgültig: 


X 


'^Mn         n(n— 1)  "•"  n(n-l)(n— 2)       '^  '    '    ' 


Hiermit  ist  auch 

Rk  «=  n!  —  X 
allgemein  gefunden. 

Specialisirung.  Am  interessantesten  ist  der  Fall  k  ^^  n^ 
wobei  also  jedem  Elemente  ein  bestimmter  Platz  versagt  ist,  näm- 
lich jedem  wieder  ein  anderer.    Wir  erhalten  dann: 

^       ^'Y      »  ^n{n-.l)       n(n-l)(n-2)^         '    '    ' 


.  ..  +  (-1)".;-} 


(«) 


Es  ist  aber 
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Fugen  wir  Dan  in  dem  Aasdrock  (<■)  far  It^  noch  die  Glieder  hieza : 
u  iit  derea  absolnter  Betrag  gleich 


Jene  Zaaatzglieder  halten  sich  also  inocrhalh  der  Grenzen  +)  ^^^ 
~l  derart,  dass  diese  Grenzen  selbst  aasgeschlossen  sind.  Bezeichnen 

vir  nan  durch  i>i-)  die  dem  Brache  -zn nächst  liegende  ganze 

Zihl,  wobei  wir  über  den  zweifelhaften  Fall,  dass  -  eine  ganze  Zahl 
plu  t  ist,  hier  hinweggehen  dürfen,  so  haben  wir: 

A,  —  i'(— )  ■   ■   ■  oder  in  Worten  : 

„Es  giebt   ^(~ )  solcher  Complezionen,  in  welchen  jedem  Elemente 
ein  beaümmter  Platz  versagt  ist,  n&mlich  jedem  wieder  ein  anderer." 


ispiele.     n-  1    giebt    -P(^)-0 


n  =  2      „      i*  M  —  1    (nAmlich  ba,  wenn  dem 

a  der  Ite,  dem  b  der  2te  Platz 
versagt  ist) 

n-3       „       p(j^  =2- 2.1  (6c«,  <ai) 

„_4  „  p(^)-9  — 3.3  ibade,beda, 
bdae;  eadb,  cdab,  edba;  dabe, 
deab,  deba) 
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n  =  5  giebt  PQ^)  =  44  -  4. 11 
n  =  6       „      p(^)«  265  =  5.53 
n«7       „      P(-^j  «  1854  «6.309 
n  -  8      „      P(^^)  -  14833  -  7 . 2119 
n  «  9       „      P  (p^"^  «  133496  «  8 .  16687 

n«10    „      p(?^^^)  =1334961-9.148 329 

Lehrsatz.    ^,Rn  ist  stets  teilbar  durch  (n— ly^ 

Es  ist  Dämlich  nach  Oleichung  (a): 

Ä„  =  n!— n!  +  [n(n-l)  .    .    .  4.3]  -  [fi(n -1)  .    .    .5.4] 
+  [n(n-l)  .    .    .6.5J-+.    .    . 
+  (— l)~-l.{n(n--l)(n  — 2)-n(f.  — l)  +  n— 1} 

Die  Teilbarkeit  durch  (n— 1)  leuchtet  ein,  wenn  man  die  beiden 
letzten  Posten  des  Aggregats  n  und  —1  zu  (n— 1)  zusammen fasst. 
Aber  auch  a  priori .  liess  sich  diese  Teilbarkeit  erkennen.  Man 
fahre  neue  Bezeichnungen  für  die  Elemente  ein  derart,  dass  dasjenige 
Element,  dem  der  Ite  Platz  versagt  ist,  a  heisst;  ebenso  sei  der 
2te  Platz  dem  2»,  der  3te  dem  c  versagt  u.  s.  f.  Die  Aufgabe  lautete 
dann:  „Wieviel  Permutationen  giebt  es,  worin  weder  a  den  Iten 
noch  b  den  2ten  Platz  u.  s.  w.  einnimmt?"  Teilt  mau,  wie  üblich, 
die  fertige  Permutationstabelle  in  Ordnungen  ein,  so  f&Ut  far  unser 
Problem  die  Ordnung  a  ganz  aus.  In  der  Ordnung  b  fallen  die  Be- 
dingungen fttr  die  Elemente  a  und  b  fort,  denn  in  ihr  nimmt  a  nicht 
den  Iten  und  b  nicht  den  2ten  Platz  ein;  es  bleiben  nur  die  Be- 
dingungen für  die  {n—2)  übrigen  Elemente  bestehen.  Dasselbe  gilt 
auch  dann  noch,  wenn  b  als  Kopf  der  Ordnung  consequent  gestrichen 
wird:  dann  ist  diese  ihres  Kopfs  beraubte  Ordnung  eine  geschlossene 
Permutationstabelle  von  (n—l)  Elementen,  welche  (n — 2)  der  be- 
kannten Bedingungen  zu  erfüllen  haben;  der  Numerus  dieser  Ord- 
nung ist  also  ein  [22*]"="-"^     Genau    dieselbe    Ueberlegung    lässt 

il;=w-2 

sich  aber  auch  an  den  übrigen  Ordnungen  vornehmen:  für  die  Ord- 
nung c  fallen  die  Bedingungen  fort,  denen  sonst  a  und  c  zu  genügen 
haben;   nach   Streichung   des  Ordnungskopfes  e  erh&lt  man  wieder 
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eine  Tabelle  mit  [ilt]"^"''  Complexionen.    Selbst  wena   onn  diese 

Ht  uDbekaDDt  sind,  mQssen  sie  doch,  weil  bloss  voii.(>t— 1)  and 
(n— 2)  abhängig,  einander  gleich  seio;  es  zerfallt  also  das  io  Rede 
stehende  R.  in  (n — 1)  gleichgrosse  Grappen,  ist  also  durch  (n  — 1) 
teilbar.    Man  vei^Ietche  das  oben  durchgeführte  Beispiel  n  =  4. 

Recnrsionsformel  zur  Berechnung  der  Rn- 
WeU 

i..  =  i*(^)    und    n.^,  =  if^) 

•0  mass  Rn+i  ungefähr  (n-f  Dmal  so  gross  sein  als  F„.  Ein  Blick 
lat  die  gegebeneu  Beispiele  bestätigt  dies  nnd  zeigt,  dass  der  Unter- 
schied zwischen  Bni-i  und  (n-|-l)if.  immer  nur  ±1  betr&gt.  Es 
lisat  sieb  dies  leicht  allgemein  beweisen. 

Der  absolute  Wert  der  zum  ursprQnglicben  Ausdruck  von   Hn 
zum  Zweck   der  Einfllhmng  des  e   hinzngefilgten  Glieder  ist,   wie 

oben  gesagt,  <  —r^-    Unterscheiden    wir   zwischen    geradem    oud 

and  ongeradem  n,  ao  haben  wir: 


i?S.  =  (2n)!    l--  +  2-,-  +  . 


(2n)  If 
-TTT,    also ; 


Daher  ist: 


.,..-p(!?^) 


t2«+l)Ä2«  =  -    y^'+t:  -  ganze  Zahl 
■nd  aüdererseits : 

^Rk.  4.  Mitk.  ■.  Fhji-    3-  neihB,  T.  SI. 


290  Holtze:  Einige  Aufgaben  euit  der  Comhinatorik. 

(2n+l)!  r  ^^„^^  7  , , 

Ä2n+i 1^^^^  -  ganze  Zahl. 

Da  t  und  ö~jl2  ^®^^®  positiv  und  <  1  sind,  so  mflssen  (2n-|-l)i22ii 

und  /Zsn+i  benachbarte  ganze  Zahlen  sein,  und  zwar  ist  Bsn^i 
die  kleinere,  also: 

Entsprechend  folgt  ans 

(2n+2)Ä2»+i  =^— ^-^•— J-  -  ganze  Zahl 

und 

(2n  +  2)!  ,       r 
/22«+2  = 1-  2n+3  **  ^^°^®  ^***^' 

dass 

Ä2n+2  =  (2n  +  2)Ä2«+i  + 1    ist. 

Die  gefundenen  Resultate  lassen  sich  zusammenfassen,  nämlich: 

(ß)  /2n  -  n  Ä„_i  4.  (— 1)»,    also    =  (—1)«  (mod  «) 

und  zugleich  nach  dem  Früheren  

=  0  (mcdn  —  l) 

Nach  der  gefundenen  Formel  {ß)  lassen  sich  die  En  leicht  berechnen. 

Noch  eine  zweite  Becursionsformel  lässt  sich  herleiten.     Es  ist 
nach  Gleichung  (ß): 

J^  =  0  ^    also,  indem  wir  snmmiren: 

R^  =  2Ä1+1  i  2n  2n— 1 

Ä» --3^,-1  j       ^)    f^-     f    (•+1)Ä+1    oder 

A4 « 4i23+l  I  2n-l 

-»6  =  5Ä4— 1  I  Ä2n  —       -S      »Ä+l      Z.  B. 

1 

Äe  -  l+i?i+2Ä8+31?s+4Ä4+5Ä5 

Ä2n  -  2nÄ2n-l+l  l  b)^'*^^  Ä.-  -     5(»+l)Ä,     odor 

i22nfl  -  (2n+l)Ä2«-l     1  1  1 

2n 
Ä2Hfi  «  £  iRi     z.  B. 
1 

j        Rj  =  i?i+2Ä84-3Ä8+4Ä4+5Ä5+GÄ6 
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Vill  man  zasammenfaaseo,  so  kann  man  scbreiben: 


n.    Darstellnn;  des  klelnateii  ^emelnsobaftUebeD  Tielbehen 
gegebener  Zahlen. 

Um  kürzer  sprecben  zn  kOnnen,  betrachten  wir  die  gegebenen 
Ziblen  als  Nenner  TOn  Brflcben:  dann  haben  wir  es  mit  der  Aof- 
uchang  dee  [kleinaten}  „GeueralnenDera"  zn  tnn.  Zwei  Nenner  A 
und  B,  die  relativ  prim  sind,  haben  ihr  Prodnct  AH  znm  Geaeral- 
Himer.    Besitzen  A  nnd  B  einen  gemeinsamen  Divisor,  sodass  man 

A=-fa,     B  —fb 
Htzen  darf,  wobei  a  und  h  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  ihr  Ge- 
neralnenner fab  oder  --    —    Wir  gehen  zn  drei  Zahlen  Ober.    In 

dem  Beispiel 

il  — 3.6,    2f-3.7,    C-5.7 

iit  der  Generalnenner 

»=3.6.7,    d.h.    iV-^ 

man  bat  also  das  Prodnct  ABC  durch  das  Prodnct  der  gemein- 
Khaftlichen  Divisoren  (3)  von  A  nnd  B,  (5)  von  A  nnd  C  nnd  (7) 
TOD  B  nnd  C  zn  dividiren.  Diese  Regel  ist  aber  keineswegs  all- 
gemein  gQItig.    Die  Zahlen 

.ä  =  2.3.5,    5=2.3.7,    (7=2.5.7 
ergeben 

iV-2.3.5.7 

uch  obigem  Terfabreu  behandelt  worden  sie  das  falsche  Resnltat 

2».  3«.  5».  7» 


2.3.2.5.2.7 


-3.5.7 


n^eben ;  es  mnss  also  im  Zähler  noch  der  gemeinschaftliche  Divisor 
liier  drei  Zahlen  A,  B,  C,  der  im  ersten  Beispiel  —  1  war,  binio- 
EefQgt  werden. 

Qass  das  roodificirte  Verfahren  bei  drei  Nennern  stets  zum 
ncbügen  Besnltat  fahrt,  kann  leicht  bewiesen  werden.  A,  B,  C 
mögen  den  ihnen  allen  gemi^insamen  grfissten  Divisor  /  besitzen,  also: 
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Die  Grössen  A'^  B\  C  alle  drei  können  nan  keinen  gemeinschaft- 
lichen Factor  mehr  besitzen,  wol  aber  die  aus  ihnen  gebildeten 
Combinationen  zu  je  zweien:  so  mögen  A*  und  B\  A'  und  C",  B 
und  C '  bezüglich  die  grössten  gemeinsamen  Factoren  g^^  g^^  g% 
haben:  dann  sind  die  Grössen  g^  jede  zu  jeder  anderen,  relative 
Primzahlen,  weil  anderenfalls  der  Factor  f  zu  klein,  also  falsch  ge- 
wählt worden  wäre.  Daher  muss  in  A*  sowol  der  Factor  g^  als  der 
Factor  g^  enthalten  sein  u.  s  w.,  also: 

Wir  behaupten  nun:  der  Generalnenner  von  A\  B\  C'  ist 

und  folglich  der  von  -/l,  i?,   C: 

N  =  fN'  ^fg^g^g^ahc 

Erstens  nämlich  ist  N'  überhaupt  ein   gemeinschaftliches  Viel- 

N'    N'    N' 
faches  von  A\  B\  C\  und  die  Quotienten  -7*  — ,,  -^  sind: 

Qi  =*  9^  *^j     Qg  =  9i  «<?»     Qs  =  9i  ^ 

Um  zweitens  zu  zeigen,  dass  N*  die  kleinste  Zahl  dieser  Art 
ist,  beweisen  wir,  dass  die  drei  Quotienten  Q  keinen  gemeinschaft- 
lichen Factor   mehr    besitzen.    Nach   der  Definition    der  Grössen  g 

dl  Di  AI  r^t        D'  r^f 

müssen   -    und    -  relativ  prim  sein,  ebenso  —  und  —*    -  und  —  ; 
9\  9x  9t  92     9$  93 

also  ist 

1)    g^a  zu  g^b^        2)    gio  zu  g^c^        3)    gib  zu  g^c 

relativ  prim. 

Nun  ist: 

Ol  ^  ?      gpb^ 

Qi^  c  '  g^a 

folglich  nach  1)  c  grösster  gemeinsamer  Teiler  von  Q|  und  Q^. 
Dieser  aber  ist  relativ  prim  zu 

Q3  =  gi  ab 

weil  er  es  einzeln  zu  ^],  zu  a  und  zu  b  ist  nach  2),  2),  3).  Also 
ist  wirklich  N'  der  Generalnenner  zu  ^',  B'^  C'  und  folglich  N  der 
zu  -4,  -ö,  C. 
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Andrerseits  ergiebt  das  bcschriebeDe  YcrfahrcQ  den  Ausdruck: 


f9\ '  fü^  •  fy^ 


Xf  =  fgigi93(t^c,  d.  h.  N 


In  gleicher  Weise  findet  man  den  Generalnenner  zu  vier  gegebenen 
Nennern  -4,  iJ,  C,  D  durch  die  Formel: 

ABCD^ndf^ 

Dabei  bezeichnen  die  d'\  die  d!"  und  d!^'^  die  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisoren  von  je  zweien,  von  je  drei  und  von  der  Gesamtheit 
der  vier  Zahlen.  Zunächst  nämlich  mögen  die  Zahlen  A^  B^  C,  D 
den  grössten  gemeinsamen  Divisor  f  besitzen: 

A  =  fA\    B  =  fB\     C  —  fC\     D  ^fD' 

Die  grössten  gemeinsamen  Divisoren  von 

ÄWC\     A'B'D\    A'C'D\    B'C'D' 

seien  bezüglich 

gu  g^f   i/3i   gA 

Die  Grössen  g  sind,  paarweis  zusammengestellt,  relative  Primzahlen, 
weil  anderenfalls  f  zu  klein,  also  falsch  gewählt  worden  wäre.  Daher 
muss  z.  B.  A*  sowol  den  Factor  gi  als  g^  als  «73  enthalten,  also : 

A'  —  gi  g^gsA''^    B'  =  gxg^g^B" ;     C  =  g^  g^giC"-,    D'  =  g^g^g^D" 

Endlich   mögen    die   grössten  gemeiuschaftlichcu    Divisoren  der 
Zahlenpaare 

A^B^',    A"C",     Ä'D'\     B''C'\     B^'iy\     C"  Ü' 


sein: 


Aj,    Äjj»    K^    Kl    ^5?   K 


Auch  die  Grössen  A  sind,  paarweis  zusammengestellt,  relativ 
prim.  Denn  hätten  z.  B.  A|  und  A^  oder  aber  \  und  \  noch  einen 
gemeinschaftlichen  Factor ,  so  wäre  im  einen  Falle  g^ ,  im  anderen 
/  ZQ  klein  gewählt  worden.  Daher  enthält  z  B.  Ä*  neben  einander 
die  Factoren  Aj,  A^,  A3,  und  wir  erhalten  die  Ansätze: 

A'  =3  ÄiAgÄa«;     Bf*  —  A1A4A5A ;     C"  ==  AjA4A6C-,     l>"  —  h^Ji^^ 

Also  ist  nun: 


^  ^  fgig^g^^hh^^ 
^  ■=  fg\g%g\KKH^ 


Wir  behaupten  nun:  der  Generalnenner  von  A^  B^  C,  D  ist 
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^  ■■  f 9x9^29 ^^i^tK^J^b'^^^^  «=  /.  ^  .  JTÄ .  abod 

Offenbar  ist  N  überhaupt  teilbar  durch  A^  B^  C,  D,  Dass  aber  N 
die  kleinste  Zahl  dieser  Art  ist,  beweisen  wir,  indem  wir  zeigen, 
dass  die  ?ier  Quotienten 


Qi 


-7,       0« 


N 
B' 


% 


N 


04  = 


N 
D 


keinen  Factor  gemeinschaftlich  haben.    Es  ist: 


und 


Qs  ^  h^     9t  hh  ^ 
Ö4        hiäb  '  gjh^h^c 


Nun  dürfen  nach  der  Definition  von  ^1  die  drei  Quotienten 

A'  B'  C 

9i  9i  9i 

keinen  Factor  mehr  gemeinschaftlich  haben;  Factoren,  die  zweien 
dieser  Quotienten  gemeinsam  sind,  müssen  also  zum  jedesmaligen 
dritten  relativ  prim  sein.  So  erhalten  wir:  g^j^  ist  relativ  prim  zu 
g^^h^hJißC  u.  s.  w.  Aehnliche  Bedingungen  ergeben  sich  aus  der 
Definition  von  ^g,  ^3  und  g^.  -—  Ferner  müssen  nach  der  Definition 
von  hl  die  Quotienten 

-—  =  ÄjÄgfl   und    r-  -=  ^4^5^ 

relativ  prim  sein  u.  s.  f.  Stellt  man  so  sämtliche  Bedingungen  auf, 
so  erhält  man  folgende  Tabelle,  in  der  die  relativen  Primzahlen 
bloss  durch  einen  zwischengesetzten  Strich  als  solche  bezeichnet 
worden  sind: 


92^1 

9s94hKK^ 

9ih 

g^^hihji^b 

94^4 

9^z  hhh  ö 

9ih 

9994.hKh^ 

9ih 

9i94hhh^ 

94,h 

9i9i^hh  « 

9ih 

9294hhh^ 

9th 

9\9ihKhc 

94h 

9\9%^\^Jh^ 

9x^4 

^2<78^S^5^6^ 

9%h 

9\9zhKh  ö 

9zh 

9\9%^'iKh^ 

hji^a 

hji^b 

hih^a 

hji^c 

hji^a 

kji^d 

Khb 

hf^  c 

h^h^b 

hji^d 

hfjl^  c 

h^k^d 

Ans  der  Tabelle  folgt  (was  man  teilweise  schon  weiss):  1)  alle  g 
sind  unter  einander  relativ  prim ;  2)  ebenso  alle  h ;  3)  ebenso  a,  &, 
e,  d  unter  einander ;  ausserdem  aber  4)  (bei  derselben  Schreibweise 
wie  soeben): 
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*Si  *M  *«i  ^ 

A«  K,  K  c 

A,,  A«,  Aj,  6 

A„  A,,  Aa,  a 


3».  ff*,  *.  d 


ffi,  ff*.  6,  « 

ff»,  ffsi  ".  (^ 

ffi.  ffa,  o.  c 

A<  I  ffi.  ff»i  <»,  6 


ff*,   A4,  Aj,   Ag 

ffs,  A»,  Aj,  Ä, 

ffj.  Aj,  Aj,  Aj 

ffi,    A],  A,,     Aj 


Bienacb  erkennen  vir  oan,  dass  die  in  den  Quotienten 
TorkommeDden  Brüche  — ;-.-^  "'"1 


_9i 


nokOribar    giiid, 


und  ; 


.  '-'l^^  und  "^  ■ 
ffa*«"»«  ffi"«",  , 

(tut  also  die  Producte  h^cd  und  Ajofi  die   grOssten  gemeingcbaft- 

licben  Teiler  von   fj,  nad  Q^,    von  Q,  and    Q«   darstellen.     Diese 

beiden  Producte  sind   aber  nach   der  obigen  Tabelle   relativ  prim. 

Daher  haben  die  vier  Qaotienten  keinerlei  Factoren  gemeinsam,  and 

-V  ist  wirklich   das   kleiaste   gemeinschaftliche  Vielfache  von   A, 

a,  c,  D. 

Xaa  behaapteten  wir,  N  lasse  sich  finden  darch  die  Formel: 
ABCD  .  Jirf" 


^<r .  tt'" 

lu  erbilt: 

^' =  f3i9iK  ■  fn3i''t  -  fS^ih  ■  f3^*K  •  f9iS%K  ■  fUsSth 

-  f  ■  (■>»)■ 

.ak 

:,d!--f,,.f„.fs,.fs,-f'.,. 

d""  -  f 
blllich: 

ABCD  .  «d-      f.  (^5)' .  (»«" .  „htd 

Atigemein  gilt  fOr  m  Nenner  ABC. 
nenhienner  ist 


/ .  irg  .  nk  .  abed,  d.  h.   =  N 

.  .  £  das  Gesetz,  dasa  ihr  Ge- 


B  .    .    .  L  .  ndl'  .  ad"  .    , 
,  Jtd"  .  nd'"  .  nd"'  .    .    . 


(1) 


Dieae  Formel,  die  natarlich  bloss  fOr  die  Theorie,  nicht  aach 
flr  die  Rechenprazis  Bedentang  besitzt,  beweisen  wir  folgender- 
nuBen.  Die  Primzahlen,  die  in  den  Grössen  AB  .  .  ,  L  Überhaupt 
wkonunen,  mi^en  p,p,  .  .  .pk  faeissen.    Dans  können  wir  an- 
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B  —  pj^i  p^ß*  •    •    •  pkßk 


wobei  die  Exponenten   ^  0  sind. 


L  «-  Pi^"|>2^«  .    .    ^  pkh 

Der  Generalnenner  wird  sein: 

iV=-p,*ip/.  .   .   .pk^k  (2) 

wobei  v^  die  grösste  der  Zahlen  a^ß^  .  .  .  A^,  v^  die  grösste  der 
Zahlen  cc^ßi  .   .   .  A^  u.  s.  w.  bezeichnet. 

Die  Gleichung  (1)  wird  also  richtig  sein,   wenn   sich  beweisen 
lässty  dass 

Pi'i  pi""*  .   .   .  prt  «» 

*'i+i^i+  •   •   •  +A|+^(»i*^+-Sa)i''-}"  •   •   •  ...  ... 

Pi rPj ■  y$  *    '   ' 

-So)i"-j-^^cöi^^+  ...  ...  ... 

Pl  'Pi  -Ps  •    •    • 

ist.  Hierbei  bezeichnet  oji'  immer  die  kleinere  von  zwei  nach  Art 
von  Gombinationen  ohne  Wiederholang  aus  der  Reihe  a^ß^  .  .  .  A^ 
herausgegriffenen  Zahlen,  und  falls  solche  zwei  Zahlen  von  gleicher 
Grösse  sind,  eine  derselben;  ebenso  ist  (Oi"'  immer  die  kleinste  von 
drei  solchen  Zahlen  u.  s.  w.  Die  Richtigkeit  der  letzten  Gleichung 
ist  bewiesen,  wenn  sich  die  Exponenten  der  einzelnen  Primzahlen 
beiderseits  als  gleich  gross  herausstellen;  dieser  Nachweis  braucht 
nur  für  einen  beliebigen  Primfactor,  z.  B  für  pt  geführt  zu  wer- 
den.   Die  zu  beweisende  Gleichung  lautet  also: 

Wir  müssen  jetzt  wissen,  iu  welcher  Reihenfolge  die  aißi .  .  .  At 
ihrer  Grösse  nach  auf  einander  folgen.  Wir  setzen  deshalb  voraus, 
dass  die  m  Zahlen  A^  B^  .  .  ,  L  von  vornherein  so  geordnet  worden 
sind,  dass 

>  ^    >        >  >  , 

«»    ^    ßi    =1    yi  z=z  '     '  «  Af 

ist.  Dann  ist  vi «  er,-,  und  die  zu  beweisende  Gleichung  (3)  geht 
über  in 

0  -=  ßi  +  Yi+  .    .    .  +A,—2;a)/+  2€Dr--2aH^^+  -  .    .    .       (4) 

Um  £m"  zu  bilden,  haben  wir  von   folgenden  Zahlen  Verbindungen: 
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mßi,  tt(yty    .    .  «lii,  ßiYi,  ■    ■    ■  ßiU,  YiSt %iU 

jedeimal  'dio  kloinere  Zahl  zn  wählen  ond  alle  diese  kleineren 
Zihlen  zn  addiren.  Sollten  zwei  oder  mehr  benachbarte  GrOssen 
gleich  gross  sein,  z.  B.  ^t,  fi,  flu  so  ist  os  an  sich  gleichgültig,  ob 
wir  bei  Aufstellung  der  Ambea  0<7i,  ßiSi,  ytii  der  gesuchten  Samme 
die  Beitr&ge  ßi  oder  y«  oder  ii  znfuhrea.  Wir  setzen  aber  fest, 
dsss  anch  in  diesen  Fällen  stets  die  als  späteres  Element  angeord- 
aete  Zahl  gewählt  werden  eott ,  also  in  dem  genannten  Beispiel 
fi-\-ii-\-ii.    Sonach  erhalten  wir: 

(    /»*  +  )'*  +  *f+-   ■   ■+^i     \ 

J  +•  .  - 

l  -\-U 

Allgemein  wollen  wir  Jetzt  Ztot**)  bilden,  wobei 


seiü  moss.  Dazu  haben  wir  alle  Combinationen  der  Zahlen  «ißi-li 
lar  Aten  Classe  ohne  Wiederholang  zn  bilden,  aus  jeder  Combi- 
nation  die  kleinste  Zahl  —  oder  besser  !!;esagt:  die  jedesmal  an 
letzter  Stelle  stehende  Zahl  —  herauszugreifen  nod  die  so  gewonno- 
oea  Zahlen  zu  addiren.  Dabei  wird  eine  beliebige  Zahl  &  ro  oft 
in  der  Summe  vorkommen,  als  es  Combinationen  der  Elemente 
■!fif  .  .  .h  zor  /iten  Classe  giebt,  in  denen  £f  das  an  letzter  Stelle 
siebende  Element  ist,  oder  anch :  als  es  Combinationen  der  Elemente 
'ißi  .  .  .  ^'  zu  je  A  giebt,  worin  das  letzte  Element  £.  wirklich 
torkommt.  Ist  nun  n  das  dem  t/  unmittelbar  voraasgehende  Ele- 
ment, so  läsat  sich  unser  Resultat  anch  so  formuliren:  £,  wird  in 
der  Summe  £».''*)  so  oft  vorkommen,  als  es  Combinationen  der 
Elemente  atßi  .  .  .  n  zu  je  A— l  giebt.  Ist  C>  das  rte,  also  c«  das 
(r— l)te  Element,  so  kommt  also  t>  (r— l)*-imal  vor.  Also  er- 
balten  wir: 

Z»iW  -U-ißi +21,-1  ri +31.-1 8(+.   .   .+(r-l)»„it,-|-.   ■   ■ 

Die  Gleichung  (4)  wird  nun  dann  richtig  sein,  wenn  sich  nach- 
«eisen  lEisst,  dass  jede  einzelne  unter  den  Zahlen  ßiyt  .  .  .  k  nach 
der  Znsammen  fassung  verschwindet.  Der  Coefficient  von  £,  in  dieser 
Gleichung  aber  wird; 
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l-(r-l),+(r-l),Mr-l)3+- .    .    . +(~l)m-l(r-l)^.i 

Da  aber 

< 

r  ^^  m 

ist,  ist  dieser  Ansdrack  identisch  mit 

l-(r-l)i+(r-l),-+.    .    .+(-l)»'-i(r^l)r-i-(l-l)»'-l  =  0 

Hiermit  ist  die  Richtigkeit  der  Gleichang  (4)  und  somit  auch 
der  Lehrsatz  (1)  bewiesen.  Schreiben  wir  statt  des  Prodactes  aas 
den  Zahlen  A^  B,  .  .  .  L  der  Gleichförmigkeit  halber  nd\  so  haben 
wir  das  Resultat: 

nd'.nc^  .  ndy  .    .   . 


N 


»d"  .  nd^y  .  nd^^  .    .    . 


Beispiel  znr  Erläuterung  der  Gleichang  (3).  Es  handle  sich 
am  fünf  Zahlen  A^  J9,  .  .  . ,  in  denen  neben  anderen  Prim- 
factoren  die  Primzahl  p  vorkommt  and  zwar  in  den  Potenzen: 

l'^   P^   p\    P^'i    P'    («  entweder  =  1  oder  =  0) 

Wir  ordnen  die  Exponenten  nach  ihrer  Grösse: 

7,    5,    5,    1,    € 

Dann  soll  nach  Gleichang  (3)  sein: 

7  =  (7+5+ö+l+f)-(5+ö+14-€+5+l+£+l+€+0 
+(5+l+£+l+e+€+l+«+€+£)-(l+e+e+€+«)+c 

Dies  bedeutet  fflr    e  «»  0: 

7  «18-18+8  —  1 
und  fflr    6  =  1: 

7  =  19  —  22+14—5+1 
beides  Identitäten. 

Zwei  Beispiele  za  Gleichang  (1). 

I)    ^=2».  5*.  7;    Ä-2.3».7;     C=3«.ll; 

Z>«5.7  .  11 
Die  J'  sind  hier: 

2.7;     1;    5.7-,    3«;    7;    11 
die  d!"  sind 

1;     7;    1;     1 

endlich  ist  d^^  —  1 

Also  wird 
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irf'.g.r        2«  ■  3»  .  5'  ■  7'  ■  11»  X  7 
«(".rf"—    2.3».5.7>.  It  xT" 

=  2» .  3«  .  6«  .  7  .  11,    d.  h.  das  richtige  JV 
U)    ^  =  2. 3». 7»;    Ä  =  3'.5.11;     C=2*.3.7.11; 

D  =  2  .  3*  .  5«  .  7 
Sie  tf  siod  hier : 

3»j     2.3.7;     2.  3'.  7;    3.11;     3*  .  5;     2.3.7 


die  d"  aiod 


Folglich: 


3;     3»;     2.3.7;    3;     endlich  ist 


^  .ad'  _  2«  .  3'°  .  5'  ■  7«  ■  11'  X  2  .  3»  ■  7 
■•i'.d''  a».  3'».  5.  7».  11  X  3 

—  2*  .  3*  .  5*  .  7*  .  11  =  iV 


IlL    AddiHoB  gewisser  ans  den  combinatorlschen  tip«rfttIoiieii 
herTorgehender  Zahlen» 

Stellung  der  Aafgabe.  Gegeben  seien  Elemente,  die  ent- 
*eder  selbst  Zahlen  sind  oder  Zabtenwerte  besitzen.  Diese  Elemente 
Süllen  permntirt,  varürt  oder  corabinirt  werden.  Die  einzelne  Com- 
pkiion  erscheint  in  der  Form  einer  mohrziffrigen  Zahl,  z  B.  die 
Complexion  4073  als  viertaasend  dreinnd siebzig.  Um  indes  die  Anf- 
gibe  etwas  allgemeiner  zu  fassen,  sollen  die  Stellenwerte  der  ein- 
zelnen Elemente  in  einer  Complexion  wie  4073  nicht  anbedingt 
Potenzen  der  10  sein,  anch  nicht  notwendig  Potenzen  einer  anderen 
2M,  sondern  beliebig  gegebene« Werte  AiA^  .  .  .  ,  sodass  der  Com- 
pleiion  4073  der  Wert  iAj-\-7Ai-\-ZAf  znznschreiben  wäre.  Hier- 
nach sind  als  Elemente  anch  mehrziffrige  ganze  Zahlen,  sowie 
Brache,  negative  Zahlen  n.  s.  w.  znlässig.  Die  Complezion  eafgd 
bU  jedenfalls  den  Wert  eAi-\-aAt-\-fAi+gA^-\-dAf,.  Solcher 
Werte  gehen  dnrch  die  vorgeschriebene  Umstellang  der  Elemente 
eine  grosse  Zahl  hervor:  all  diese  Werte  sollen  addirt 
werden. 

Lösnng  für  Permntationen.  Wir  behandeln  sogleich  den 
illgemeinen  Fall,  dass  anter  den  Elementen  anch  gleiche  vorkommen: 
et  seien  a  Elemente  o,  ß  Elemente  b  a.  s.  w.  gegeben,  knrz: 


9  die  Zahl  aller  Elemente  n,  also: 
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n^a+ß  +  y  .    .    . 
Steht  a  an  vorderster  Stelle,  so  hat  es  den  Wert  aA^:  solcher  Com- 
plexionen,  die  mit  a  beginnen,  giebt  es  /  __i\i  a[    1 ;  analog 

sind  die  Ausdrücke  für  &,<;,...      Somit   ist  der  Beitrag  der  an 
vorderster  Stelle  stehenden  Elemente  zu  der  zu  bildenden  Summe: 

r _«(»-::i)J t  bjn^Di  ] 

L(a-l)!  /5!  y!  .    .    .  "*"  a!  {ß-l)\  yl  .    .    .    "^  *    '    *  J  '  ^* 


-^1 


"  al/J!  y!.   .   .  (««+*^+  ..•)«-  a!/3!y!.   .   .     ' 
Hierbei  ist 

q  «  aft-|-jjj-j_cy-|-  .    .    , 

die  „Quersumme^'  der  gegebenen  Complexion. 

Steht  a  an  zweiter  Stelle,  so  hat  es  den  Wert  aA^^  ebenso  an 
dritter    Stelle   den    Wert   aA^   u.    s.    w.      Es    giebt    nun    wieder 

. .  ^. — ^ Complexionen,  worin  a  an  zweiter  Stelle  steht, 

und  ebenso  viele,  worin  es  an  dritter  Stelle  steht  u.  s.  f.  Analoges 
gilt  für  &,(?,.  .  .  ;  daher  erhält  man  als  Ausdruck  der  gesuchten 
Summe: 

^  a\  ß\  y\  .    ,    .    '  "^^ 

Bemerkenswert  ist  bei  diesem  Resultat,   dass   nicht   notwendig 

— r-51 — r~ eine   ganze  Zahl    zu   sein  braucht,    obwol  es  dies 

a\  p\  y\ .   ,   .  °  ' 

z.  B.  immer  ist,  wenn  n  eine  Primzahl  ist:  in  solchen  Fällen  hebt 
dann  der  Factor  q  (denn  £A  kann  jeden  beliebigen  Wert  annehmen, 
z.  B.  auch  den  Wert  1)  den  übrig  bleibenden  Nenner  fort  Bei- 
spiele: 

Für    »  —  6    ist 

ifa"!  •"  I'    ^^®^    4a  +  2i  =  0  (mod  2) 

^j  «  y ,    aber    3a+32»  =  0  (mod  3) 
Für    n  —  8    ist 

—  -7-,    aber    4a+46  =  0  (mod  4) 


41  41        4 
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Die  Ganzzabligkeit  des  Factors  ■  ■  g|     ■ bei    ganzzahligen 

Elementen  a,  b,  e .   .   .    ist  aUo  ein  Nebencrgebuiss. 
Beispiel  zar  obigeo  SnnuseDforiDel: 

SlSBb  -  '^-~  .2:^-66  ZA 

I.  B.  fflr  >!,  =  1000,     At  =  100,     A^  =  11),     ^4  =  1  : 
-  66.1111  =733-26 
for    ^,—1,    ^,  =  ^-.44=0    gleich    66.1=66 
fflr    At  =  At  =  Ai- A^  =  l    gleich    66    4  =  204 
ftlr    SA  —  O    gleich  nnll. 

LdBQDg  für  VariatiODen  ohne  Wiederholung.  Die  n 
Elemente  ahe  .  .  .  n  sollen  z.  B.  zur  sechsten  Ciasse  variircn.  a 
kommt  SD  erster  und  ebenso  an  zweiter,  dritter  Stelle  u.  s.  w. 


Tor.  Hit  Berti cksichlignng  des  Stellenwertes  erhält  man  als  Beitrag 
des  a  zur  gesacbten  Summe: 

(n-l)  (n-2)  .    .    .  (n~5)  .  a  .  £A 

Ganz  dasselbe  gilt  fOr  (,  c  .   .   . ;  also: 

S=(n-lH«-2).    .    .{n-6).,.Z^ 
wobei 

q~a+b  +  c+.    .    .+r. 

allgemeiD  für  Variationen  i:teF  Classe: 

S-(«-l)<n-2).    .    .in-\-l'k).q.ZA 

Der  Specialfall  k  =  n  fuhrt  auf  Permntationen  mit  lantcr  ver- 
schiedenen Elementen  znrack:  man  crhjLlt  in  Uebereinstimmnng  mit 
dem  Obigen 

S  -{n_l)!5.  £A 

Variationen  mit  Wiederholung.  Handelt  es  sich  am  die 
Ite  Classe,  so  tritt  jedes  Element  n*-'mal  an  jedem  Platze  auf, 
daher  erbalt  man: 


Combinationen  ohne  Wiederholung.    Wir  fuhren nnsere 
Betrachtaogen   zanachst  an  einem  Beispiel  durch:   die  8  Elemente 
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abedefgh  mögen  zur  5ten   Glasse   ohne  Wiederholung   combinirt 

werden.    An  vorderster  Stelle  können  die  Elemente  a,  6,  c,  d  stehen 

nnd  zwar  bezüglich  74,  64,  64,  44mal.    Mit  Rücksicht  auf  die  Werte 

der  a&c.   .   .    und  ihren   Stellenwert  erhalten  wir  als  erste  Teil- 

summe: 

I  =  (a  .  74  +  ft  .  64  +  c  .  64  +  d  .  44)i4i 

An  zweiter  Stelle  sind  die  Elemente  &,  o,  d,  e  möglich  und  zwar 
1  .  63,  2  .  5s,  3  .  43,  4  .  33  mal.  Aehnliches  gilt  für  die  späteren 
Stellen.    Man  erhält  also  die  weiteren  Teilsummen: 

II  =-  (6  .  1  .  63  +  tf.  2  .  63  +  d  .  3  .  43  +  «  .  4  .  33)^4, 

III  =  (c  .  2^  .  5,  +  d  .  3,  .  4,  +  «  .  4j  .  Sg  +  / .  5,  .  2^)A^ 

IV  «  (d  .  33  .  4i  +  6  .  43  .  3,  +/•.  63  .  2,  +  flr .  63  .  1,M4 
V  -  (6  .  44  +/ .  54  +  ^  .  64  +  Ä  .  74)^6 

Auf  Summen  von  ähnlicher  Form  stösst  man  nun,  wenn  man 
eine  vollständig  durchgeführt  gedachte  Tabelle  von  Combinationen 
in  bestimmter  Weise  in  Teile  zerlegt  Es  seien  etwa  die  12  Ele- 
mente ab  .  .  .  m  zur  7ten  Glasse  combinirt  und  zwar  ohne  Wieder- 
holung. An  erster  Stelle  sind  die  Elemente  abedef  möglich,  und 
das  Ganze  (I27)  zerlegt  sich  folgendermassen  in  Teile  („Ordnungen") : 

12,  -  ll,+lO,+9e  +  8e+7e+6, 

Ebenso  sind  an  zweiter  Stelle  die  Elemente  2>  .  .  .  ^,  an  dritter 
die  Elemente  c  .  .  .h  möglich,  und  man  erhält,  wenn  man  die 
Häufigkeit  dieser  Fälle  erwägt,  die  ferneren  Formeln: 

127- ij  .106+2i  .95  +  3i  .85-f  4,  .75  +  5,  .Gß-f  6,  .5ß 
=>  2,  .  94  -f  3,  .  84  +  4^  .  74  +  öj  .  64  -f  6,  .  64  -f  7,  .  44 
■=■  33  .  83  -[-  43  .  73  -|-  63  .  63  -f-  63  .  03  -|-  73  .  43  -[-  83  .  83 
=  44  .  7j  -f- .   .   .  wie  oben 

u.  8.  w.  wie  oben. 

Genau  dieselben  Resultate  erhält  man ,  wenn  man  die  6  Elemente 
abedef  2XiT  7ten  Glasse  mit  Wiederholung  combinirt  und  dieselben 
Ueberlegungen  anstellt  wie  soeben.  Die  gefundenen  Formeln  lassen 
sich  allgemein  folgendermassen  ausdrücken: 

Diese  Formel  lässt  sich  nun  zur  Ermittlung  der  oben  gefunde- 
nen Teilsummen  dann  anwenden,  wenn  abc .  .  .h  die  Werte 
123  .       .8  besitzen  oder  ihnen  wenigstens  proportional  sind: 


W 
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a  -■  «,     &  =:  2tt,     c  s=  3u,  .    .    .  A  •»  8tt 

Die  erste  Teilsumme  wird  jetzt: 

(1,  .  74+2i  .  64  +  3i  .  64  +  4,  .  44)^,  u  -  9ßi4,t* 
Die  zweite  Teilsnmme  lässt  sich  schreiben: 

2  .  (2,  .  6s+  3,  .  5j  +  4,  .  4,  +  5,  .  38)^,«  «  2  .  V^i* 
Ebenso  die  dritte: 

3  .  (3,  .  5,  +  4^  .  4,  +  öj  .  3,  +  6s  .  2,)i8«*  -  3  .  Sgi^^u 
0.  8.  w.    Man  erh&lt: 

S  -  9«uMi+2^,+3.l8+4^4+5i5)  -  9ef*  £iÄi  (ß) 

W&hlt  man  z.  B.  u  —  1  nnd  ^^  =  10^,  ^1,  —  10^  n  s.  w.,  so 
hat  man  das  bemerkenswerte  Resultat: 

12345  +  12346  +  .   .   .+ 45678  =  9«  .  12345  -  84  .  12345 

Die  Summe  aller  Combinationszahlen  ist  hier  also  ein  Vielfaches  der 
kleinsten  unter  ihnen. 

Man  erkennt  jetzt  leicht,  welche  erste  Verallgemeinerung  bei 
unserer  Aufgabe  möglich  ist.  Man  wähle  ^die  Elemente  ab  .  .  .  A 
als  Glieder  einer  beliebigen  arithmetischen  Reihe  erster  Ordnung: 

Jede  einzelne  Complexion,  z  B.  bde/h^  mit  den  jetzigen  Werten  der 
Elemente  a  .  .  .  h  abertrifft  die  gleichnamige  Complexion  mit  den 
froheren  Werten  um  vvvw,  d.  h.  um 

Da  wir  im  ganzen  84  Complexionen   zu  addiren  haben,  so  erhalten 

wir: 

S'  —  94  t»  2;i^.  +  85  t;  2Ai  iß*) 

Beispiele: 

23456+23457+.   .   . +56789  -  9«  .  12345+85  .  Hill 
87654+87653+  .   .   .  +54321    giebt  für  u 1,    t^  «  9: 

—  84  .  9  .  11111  —  9«  .  12345  —  6  .  9«  .  Hill  —9c  .  12345 

»  94  .  (66666  - 12345)  -  96  .  54321 

ähnlich  dem  ursprünglichen  Beispiel. 

98765+98764+  .   .   .  +65432  -  9«  .  54321  +85  .  Hill 
76543+76542+  .   .   .  +43210  «  9«  .  54321  -  85  .  Hill 
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Unsere  Betrachtungen  lassen  sich  nun  dahin  verallgemeinern, 
dass  die  Elemente  ab  .  .  .  ^  als  Glieder  einer  beliebigen  arithmeti- 
schen Reihe  höherer  Ordnung  gewählt  werden  können,  und  es  wird 
sich  herausstellen,  dass  die  Aufgabe  hiermit  in  voller  Allgemeinheit 
ihre  Lösung  findet. 

Als  Beispiel  wählen  wir  eine  Reihe  vierter  Ordnung;  es  sei 
nämlich  : 

a,b,c.    .    .  A  —  an*  + jSn»4-yt»«4-Än  +  c     für     n  =  0,  1,  2  .    .    .7 

Um  die  Gleichung  (a)  anwenden  zu  können,  müssen  wir  die  Ele- 
mente a  .  .  .h  auf  eine  andere  Form  bringen.  Man  bestimme  für 
ein  beliebiges  k  die  Coefficienten  xyzuv  derart,  dass  identisch  ist: 

Diese  Bestimmung  ist  stets  möglich  durch  ein  System  linearer  Glei- 
chungen. Im  Falle  einer  arithmetischen  Reihe  zweiter  Ordnung 
z.  B.  erhält  man  die  Identität: 

an«  +  i5n  +  y  =  2a(n4.ifc)g-f  (j3  — a(2^  — l))(n-f-Jt-1), 

+  («(Ä:-i)*-i?(ifc-l)+y) 

Hiemach  wähle  man  (im  obigen  Beispiel)  X:  «->  4  und  allgemein  im 
Falle  einer  arithmetischen  Reihe  rter  Ordnung  A:  =  r.  Da  für  das 
Element  a  n  »  0  ist,  für  2>  n  «  1  u  s.  f.,  so  erhält  man  die 
folgenden  Ausdrücke  für  die  Elemente: 


a««  .    44+^  .  33+«  .  2,4^  .  li-J-t? 

Ä«-»X  .      54-l-y  .  43-I-«  .  3j-|-M  .   2j-{-t7 

c^x  .    64+y  .  ög+a  .  ^g-J-t*  .  3i+» 

d^x  .    74-{-y  .  63+«  .  5j-|-M  .  4i-|-» 

6=«  .    84-}-^  .  73+«  .  6j4-«*  •  5i+» 

/•— X  .     94+y  .  83+a  .  72+tt   •  61+«» 

g=x  .  104+y  .  9s+»  •  8»+«*  •  7i-H 
Ä— »  .  114+y  .  lOs+Ä  .  9,+«*  .  81-f  t; 


Die  beigefügten  5  Factoren-Columnen  sind  den  oben  aufgestellten  Aus- 
drücken für  die  einzelnen  Teilsummen  I  II  III  lY  Y  entsprechend 
gewählt.  Mit  Benutzung  der  vordersten  Factoren-Columne  und  der 
Gleichung  (a)  erhalten  wir  so  als  Beitrag  der  vordersten  Stelle: 


7« 

6* 

1  -6» 

54 

2.5, 

2,  .5j 

4. 

3.48 

3« -4» 

3»  •  4j 

4.3, 

4j.3, 

43.3, 

44 

5,.  2, 

ög.  2, 

5* 
64 
74 

I  =  ^,(!r  .  129  -f  y  .  Hg  +»  .  10,  +  «  .  9«  + 1.  .  8j) 
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Bei  £nnittlai]g  des  Beitrags  der  zweitea  Stalle  schreibe  mxa  statt 
der.Prodncte  a  .  6,  .  1  .  6,,  i .  64  .  2  .  ög,  *  .  7*  .  3  .  4»,  e  .  8^  .  4  .  3, 
die  dunit  identischen  5z  .  5^  .  6,,  5x  .  65  .  &»,  &r .  7)  .  4„  &ir  . 
Sj .  3,  mid  verAtbre  ftholicb  mit  den  Factoren  von  y,  a,  u,  v.  Es 
ergiebt  sich: 

II=^,(5r.l28  +  4y.llB+3ä..l07  +  2tt.9g  +  *.8s) 

Die  dritte  Teilanmme  erfordert  folgende  Umformang: 

»  .  G.  -  2, .  5,  =  ^^x  .  6,  .  5,  _  6^  .  6,  .  5, 

«.74.3,.4,-^i-2i«.7e.4,    n.  s.  w. 
wdus  das  Prodnct,  das  den  Factor  x  enthilll,  die  Form  annimmt ; 

G^  .  (6,  .  6,  +  7, .  4,  +  8(  .  3j  +  9,  .  2.)  -  6h:  .  12» 
So  erhalten  wir: 

in  =  -<,(6^  .  12b  +  6,y  .  11«  4-  ^t«  •  10,  +  3,«  .  9(  +  »  .  Sj) 
Ebenso: 

IV  =  ^(7^  - 129  +  6jy  .  llg  +  5^  .  10,  +  4,«  .  9«  + 1. .  8») 

V  =  Jj(8**  .  12,  +  7^  .  llg  +  64,  .  10,  +  6«tt  .  9g  +  »  .  8a) 

Fassen  wird  endlich  die  Teilaommen  znsammen,  so  ergiebt  sich: 

•V-12^X(H-3)*-i^H-ll»»^('-|-2)*-U(+10,«2C'"+lJ*-iA 

■^%uZU-iAi-WvSAi 

oder: 

■\-%uSHAi+^vi:Ai  (y) 

Für   z  —  y  —  ■•■0    erhält  man  wieder  die  Formel  (^')- 

Wir  haben  bisher  immer  das  Beispiel  tob  8  Elementen  za 
Grande  gelegt,  die  znr  b.  Classo  zu  combinireo  varen.  Haben  wir 
illgemein  »  Elemente  zur  k  len  Classe  za  combiniren,  so  treten  'an 
Stelle  der  Factoren 

8^  9t  10,  llg  12b    ■l'e  folgenden  aaf: 

»*    ("  +  I)*+i.   ■   -("+4)*+* 
oder: 

n,_.    {n+l),_t.    .    .(n+4V_i 

iicL  1.  Mith.  m.  Vltjt.    2  B«ilM,  T.  II.  10 
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So  wenigstens,  wenn  wir  es  in  der  Endformel,  die  (y)  entspricht, 
wieder  mit  5  Posten  zn  tan  haben:  diese  5  Posten  rQhrten  her  von 
der  arithmetischen  Reihe  4ter  Ordnung.  Für  eine  Reihe  rter  Ord- 
nung bekommen  wir  (r-J-1)  Posten  mit  den  Factoren: 

Die  n  gegebenen  Elemente  lassen  sich  wieder  auf  die  Form  bringen: 

a  =  a.rr+y(r—  l)r-i+2(r  —  2)r-2+  .    .    .  +**  •  li+t' 
&=fl;(r-|-l)r+yrr-i  +  «(r— t)r-2+ .    .    . +«*  •  2,+w 


Endlich  steigen  die  za  den  A,  hinzutretenden  Factoren  bis  zu 
(t+r  — l)r  an.    Die  allgemeine  Summenformel  wird  also: 

S  «  (n^r)n^ifii  .   2(i+r'^l)rAi+(n+r'-l)n-ky  .  2{i+r-2)r-iAi 

1=1 

+(n+r~2)n-k»  .  £{i+r-^)r'-2Ai+  .    .    .  +{n+l)^^t^  .  2i^A< 

+  fin-tP  .  £Ai  {6) 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  aligemein  gelöst,  denn  die  Reihe  der  n 
scheinbar  vielleicht  gesetzlos  auf  einander  folgenden  Elemente  lässt 
sich  stets  mindestens  als  arithmetische  Reihe  (n-l)ter  Ordnung 
darstellen.    Zugleich  ergiebt  sich,  dass  stets 

r  ^  n  —  1     ist 

Ein  Beispiel  mag  die  Richtigkeit  der  Formel  (ö)  erhärten.  Es 
handle  sich  um  Combinationen  der  5  Elemente  12356  zur  dritten 
Classe.  Die  unmittelbare  Addition  ergiebt  für  i4|  »  100,  ^^  =  10, 
^s-1: 

123+125  +  126+135+136+156  +  235  +  236  +  256+356-  1884 

Die  Elemente  12356  müssen,  wie  die  Aufstellung  der  Differenzen- 
reihen Iter,  2ter  und  3ter  Ordnung  zweifellos  macht,  als  Glieder 
einer  Reihe  4ter  Ordnung  aufgefasst  werden,  sodass  hier  der  Fall 

r  =  n  —  1 

vorliegt.  Man  setze  also  in  Uebcreinstimmung  mit  unseren  allge- 
meinen Festsetzungen: 
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1  =  *.  4,  +  ,.  3,  +  .  .  2,  +  u  .  l.-H  -  fl!+rf-«+«+'' 

2  =  1 .  64-1- y  .  4,  +  «  .  3.  +  «  .  2,-1-«  -  5a:+4y+3*+2i.+i' 

3  =  *.6«  +  y.5,  +  ».4(4-u.  3,+o  =  1S,!c+10i,+6m-\-3u-\-i, 
5  =  i.74-|-y.6,  +  «.5,  +  u.  4,-1-1-  =  ^x+llOsri-Kk+iu+t, 
6-!r.84  +  y.7,-i-2.6,-{-».  5,-|-t.  -  70it+36y\-ib>-\^u-\-v 

Man  erh&lt: 

« 3,    y  —  13,    B 21,    «  —  16,    t. 4 

üeberdies  ist 

n-5,     k  =  3,     r  =  4 
somit  ergiebt  (S): 

S  =  9,  .  (-3)-Z;ii+3)t^<+8,  .  13^(.-f2V.+7,  .  ( -21)i(i-|-l),-<( 
+6,  .  lGJ:iAi-\^,  .  (-i)2Ai 

=  —  1082:+36i£—i4l2:-\-2iOS-40S 
Es  ist  aber: 

£  =  100-1-50-1-15  =  165  i    £=  100+40-1-10  -  150 

i=  1004-30-1-6  =  136;    2^-100+20+3  =  123;     Z  =  111 

Also: 

S  =  —  17820+54600-59976+29520-4440  -  1884,  wie  oben. 

CombinationeD  mit  Wiederholung.  Einfache  Aufgaben 
ans  diesem  Gebiet  lassen  sich  auf  Combinatlonen  ohne  Wiederbolnng 
znrBckfahren.  Es  handle  sich  z.  B.  um  die  4  Elemente  0123,  die 
Eir  5tea  Claes»  mit  Wiederholung  zu  combinireD  sind.  Nun  ver- 
gleiche man  die  Combinatiouen 

00000,    00001,    00002,    00003,    00011, .   .   .  Hill,    11112,  .   .   . 


deren  Anzahl  8^  ist,  mit  den  ebenfalls  85  Combinationen  der  8  Ele- 
ment« 12  .   .   .  8  zur  5ten  Classe  ohne  Wiederholung; 

12345,     12346,     12347,     12348,     12356,  .    .    .  23456,     23457,  .    .    . 
.   .   .45678 

Jede  Combination  der  ersten  Art  ist  um  12345  kleiner  als  die  homo- 
loge der  zweiten  Art  Die  Combinationen  zweiter  Art  sind  oben 
Kidirt  worden  und  ergaben  die  Summe  9o  .  12345,  folglich  finden 
»ir  für  diejenigen  der  ersten  Art: 

10» 
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Ä  «  9e  .  12345  -  85  .  12345  =»  (Og  —  85)  .  12345  «  83  .  12345 

oder  allgemeiner  «  80  •  ^iÄi 

Darch  Fortführnng  der  hier  eingeleiteten  Gedankenreihe  könnten 
wir  in  Anlehnung  an  die  bereits  gefundene  Lösung  für  Combinationen 
ohne  Wiederholung  die  jetzige  Frage  durchführen  für  Elemente 
abc  .  .  .  ,  die  eine  arithmetische  Reihe  erster  Ordnung  bilden  und 
zwar  in  der  von  der  früheren  etwas  abweichenden  Form: 


a 


b  ^  t»+t?,     e  =•  2«-}'^»    ^  ■=■  3tt  +  t;    u,  s.  f. 


Wir  ziehen  es  vor,  das  Problem  von  vornherein  allgemeiner  zu 
behandeln  und  wählen  wieder  das  Beispiel  einer  Gombination  von 
8  Elementen  ab  .  .  .  A,  die  eine  arithmetische  Reihe  4ter  Ordnung 
bilden,  zur  5ten  Classe.    Sei  ursprünglich  wieder: 

a,  i,  <?,  .    .    .  Ä  =  a»4-}./3n»-f-yn«+*n  +  fi    für    n  =-  0,  1,  2,  .    .    .7 

SO  hat  man  jetzt  eine  etwas  andere  Umformung  dieses  Ausdrucks 
vorzunehmen  als  Mher,  nämlich: 

+  t*(n  +  Ä!)i  +  v 

und  ferner  hat  man,  um  Gleichung  (a)  anwenden  zu  können,  k  hier 
»  0  zu  wählen.  Da  nun  die  von  den  einzelnen  Stellen  der  Com- 
binationen herrührenden  Teilsummen  jetzt  folgende  Gestalt  annehmen : 

I  =  A^(a  .  II4  +  ft  .  IO4  +  .    .    .  +Ä  .  44) 
II  —  Ai{a  .  1  .  IO3  +  6  .  2  .  93  4-  .    .    .  +  Ä  .  8  .  33) 
III  =  ^3(0  .  2,  .  9,  tI-  &  .  3,  .  82  +  .    .    .  +  Ä  .  9,  .  Vj) 

u.    s.    w. 

so  erhalten  wir  die  folgenden  Ansätze  für  die  Elemente  und  das 
beigefügte  Factorenschema: 


b  =  l^w-}-» 

e  =»  22«-f-2itt-f^ 

d  «  33y_|-3j^aj-|-3jt*-fv 

e  «  44Sc+43y4-4»»+4,t*-j-» 
f  =  5^aj-|-53y+523+5itt4~*' 
g  —  64«+6sy+62«+6jM4-v 
h  =  74x+732^+7,«+7itt+r 


"4 

»1- 

IQ» 

^i   '   *^8 

33  .  81 

10. 

2,  • 

9, 

Sj  .  82 

43.7, 

9« 

3,. 

8, 

4a  .  7g 

53  .  6j 

8* 

4, 

7» 

52  .  62 

63  .  5i 

7* 

5i- 

6, 

62  •  52 

73 -4^ 

64 

6i- 

5« 

7» -4, 

83  .  3i 

5* 

7.  • 

4j 

82  •  32 

%  •  2i 

44 

8,  . 

33 

92  •  22 

IO3.I, 

44 

64 
74 
84 
94 
IO4 

"4 
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Durch  das  bereits  früher  angewandte  Verfahren   ergeben  sich  jetzt 
die  von  den  einzelnen  Stellen  herrührenden  Teilsnmmen: 


I 

n 
III 

IV 
V 

Also: 


.  A^(x  .  129  +  y  .  128  +  3  .  12,  4-  u  .  126  + 1;  .  I25) 
-  Atibx  .  129  +  4y  .  128  +  3z  .  12^  -f-  2tt  .  12«  +  v  .  125) 
»  ^3(6^  .  129  +  6,y  .  128  +  4,2  .  127  4-  3,u  .  126  +  v  .  125) 
^iA^(7^x  .  129  +  63^  .  128  +  b^z  .  127  +  43U  .  126  +  r  .  I25) 
■■  ^5(84^^  •  129  +  74^  .  128  +  64»  .  127  +  54U  .  126  +  ü  .  125) 


S=  12^  .  £(t+3)i^iAi  +  l'2^y  .  £{i+2)i^lAi+\2^z  .  £(i+l)i^iAi 
+12gti  .  £ii^iAi+\2^vi:Ai^l2QX  .  -S(i+3)4^.+12gy  .  i:(%+2)^Ai 
-1-1273  .  2:(i+l^,^+126U  .  Zi^Ai +I2f^v  .  2Ai 

Endlich  mag  die  gewonnene  Formel  noch  verallgemeinert  wer- 
den. Ein  Blick  auf  die  oben  gegebenen  Ansätze  für  die  Elemente 
and  die  beigefügten  Factoren  lehrt,  dass  im  Falle  von  n  Elementen 
ai  o^  .  .  .  Oh,  die  znr  A;ten  Classe  zu  combiniren  sind,  an  die  Stelle 
TOD  125,  126  .   .   .  129  die  Factoren  treten: 

(n-\-k^\)k,     (n-\-k  -l)k-\.u  .    .    .  {n-\-k  —  l)k^i 

So  wenigstens,  wenn  wir  es  wieder  mit  einer  arithmetischen  Reihe 
4ter  Ordnung  zu  tun  haben.  Auch  in  dem  allgemeinen  Falle  einer 
arithmetischen  rter  Ordnung  lassen  sich  die  Elemente  auf  die  Form 
bringen : 


«1 


tt  .  1|  -j-  ü 

t  .  2,  +  u  .  2i  +  » 


flc  .  rr  +  y  .  rr-i  +  •    •    •  +  *  •  •'s  +  '•'*«  +  **•  »"i  "f*  «^ 


fl,t  =  ^  .  ('»— l)r  +  y  '  (n— l)r-l  +  .    .    .  +  «  .  (»—1)3  +  t  .  (n— 1), 

+  u  .  (»— l)i  +  V 

Hierbei  sei  wieder  auf  die  Ungleichung 

r  ^n-1 

hingewiesen,  die  hier  bewirkt,  dass  selbst  in  dem  änssersten  Falle 


r  —  n  — 1 
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die  in  dem  Bau  der  Elemente  o,  .   .   .  on  zu  Tage  tretende  terrassen- 
förmige Anordnung  ihren  Abschluss  findet,  wie  es  sein  mass. 

In  dem  Fall  der  arithmetischen  Reibe  rtcr  Ordnnng  erhalten 
wir  die  Factoren: 

üeber  die  Aendernngen,  die  die  Summen  2(i'\-3)^Ai  u.  s.  w.    erlei- 
den, gilt  wörtlich  das  früher  Gesagte.    Also  erhalten  wir: 

k 

S  -  (n  +  ifc— l)jk+rx  .  £  (i+r  -  l^i 

+  (n-|-^  —  l/*hr-iy  .  £(i  +  r  -2)r-l-4#+  ■    •    • 

-^.(n+^.  — 1)4^.1  tt  .  2^^^+in+h'-l)kv  .  2Ai  (c) 

Als  Beispiel  mögen  dienen  die  4  Elemente  2,  4,  5,  9,  die  zur 
8.  Classe  zu  combiniren  seien.  Direct  erhält  man  (fdr  A^  »  100, 
^«  10,  ^3  =  1): 

222+224  +  225+2294-244+.   .   .+599+999=7914 

Ferner  hat  man  zu  setzen: 

2  —  ©;    4=-M+v;    5— y+2t*+r;    9  =  a;+3y+3tt+t> 

Man  erh&lt: 

X  —  4,    y  —  —  1,    tt<=>2,    0  —  2 

Ueberdies  ist  n  »  4,  A;  =  3,  r  =  3,  also : 

5=  6ea:^+65y2?+64t*l?+68t?-S  -  42;  — 6 -2+302? +402? 
Es  ist  aber: 

£  =  100+40+10  =  150;      £  =  100  +  30+6  -  136 

2;-  100+20+3«  123;     2; -- 111 
Also: 

iS-  4  .  150  — 6  .  136+30  .  123+40  .  111  -  600-816+3690 

+  4440  «  7914,    wie  oben. 


IT.    Bestimmniig  der  Anzahl  der  YariaüOBeii  und  der  Anzahl 
der  Zahlen  Ton  gegebener  Qnersnmme. 

Unter  Variationen  sind  im  Folgenden  stets  solche  mit  Zulassung 
der  Wiederholung  der  einzelnen  Elemente  zu  verstehen.     Die 
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Elemente  Bind  ganze  positive  Zahlen  entweder  mit  AnsschlaHs  oder 
nil  ZtüaaBang  der  Null.  Wir  werden  nämlich  von  Variationen  zu 
sprechen  haben,  Ä)  mit  valiigem  Ansschlnss  der  Nall:  Bezeichnung 
K;  B)  mit  Znlassnng  der  Nnll  an  Jeder  Stelle:  V;  C)  mit  ZDlaaaang 
der  NaI!  ausser  an  erster  Stelle  V".  —  Wichtiger  nnd  principieller 
all  diese  Unterscheidong  ist  eine  andere,  wonach  znr  Biidnug  der 
Variationen  entweder  alle  Elemente  verwendet  werden  kOnnen,  die 
bei  der  vorgeschriebenen  Quersumme  statthaft  sind,  oder  nur  ein 
beschränktes  System  von  „Ziffern":  im  letzteren  Falle  sprechen 
wir  TOD  Zahlen  von  gegebener  Quersumme.  So  giebt  es  17  Vari- 
ationen zweiter  Claase  ans  den  Elementen  1,2,3,.  .  .17,  die 
die  Qaersnmme  16  ergeben,  aber  nar  eine  Zahl  des  dekadischen 
Sratema,  nftmlich  99.  —  Wir  behandeln  zunächst  bloHS  die  Vari- 
ationen znr  jtten  Clasae  zur  Qaersamme  »  und  schreiben  je  nach 

der  VoraassetzuDg  A,  B  oder  C:     Vi,  Vt',  Vk".  —  Beispiele: 


A)  F,  =  15  —  6,,  nämlich; 

115,  124,  133,  142,  151;    214,  223,  232,  241;    313,  323,  331; 

412,  421;    511 
i 

B)  Pi'  =  21  =  7„  nämlich: 

0(»,  014,  023,  032,  041,  050;     104,  113,  122,  131,  140;     203,  212, 
221,  230;    302,  311,  320;    401,  410;    600 

s 

C)  F,"  —  15  •-  6«,  nämlich : 

104,  113  n.  a.  w.,  Fortsetzung  wie  in  B). 

Bei  Ermittlung  der  gesuchten  Anzahlen  kommen    mehrfach  die 
bekaanten  Formeln  znr  Verwendnng: 

»(  +  «HI-(n-|-l>+l  (1) 

''•i  +  {i  +  l)»+-    ■    -+'«-("+l)*+i  (2) 

A)    Die  Nnll  ist  ansgeschloBSon.    Berechnung  von  Vk. 
Es  ist: 

V,  =  l    und     K,  — n  — 1  —  (n-1), 

Zar  Berechnung  von  Vj  nnterscheiden  wir  die  Comploxe  der  mit  I, 
mit  2, .  .  .  mit  »—2  beginnenden  Variationen  oder,  waa  dasselbe 
betagt,  die  Ordnungen  Oi,  0„  .   .   .  Ch-s  und  finden: 


312  Holtze:  Einige  Aufgaben  aus  der  Comhinatorik, 


h  -  Oi+o,+ . 

n-l     n-2 

.   .+0—2=  r,+  F,+  . 

.  s 

Ebenso: 

-(n-2),+(n-3),+  .    . 

.+1, -(n-l). 

r^-o,+o,+  . 

N-l     »-2 

s 

=  (n-2),+(n-3)i+. 

.    .+2, -(n-l), 

Allgemein  durch  den  Schluss  von  X;  auf  A;-|-l: 

H  N-l         M— 2  k—l 

Ffc  -  Oi+0,+  .   .   .  +0„+i-t  =  FA-1+  7t-i+  .   .   .  +  Vk^i 

-  (n-2)k~H-(^— 3)*-2+  •   •   •  +(*-2)jfc-2  -  (n~l)*-i 

B)  Die  Nall   wird   an  jeder  Stelle    zugelassen.     Berechnung 
von  Fjk'. 

Zunächst  ist: 

Fi'  =  l     und     F,'  =  n4-1  -=  (n+l)i 

daher: 

n'  «•  O0+O1+  .  .   .  0„  =  V,'+1>1'+  .   .   .  +F,' 

-  ('»+2)2+(n+l)2+ .    .    .+2,  «(n+3)5 
und  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  allgemein: 

C)  Die  Null  wird  zugelassen,  aber  nicht  an  erster  Stelle.    Be- 
rechnung  von  Fk". 

Man  erhält  Vi!\   wenn  man  von  Fk'   die  Ordnung  O^  abzieht, 
also: 

V-  Ft'-  F*-.i  -    (n+Ä:~l)k_i-(n+ifc-2)k-2  «  (n+&-2)k«i 

nach  (1) 
Wir  haben  also  folgende  Resultate  gewonnen: 

(a)     Vi  =  (n-l)i_,,        (jj)     7t'  -  (n+fc-l)*-i 
(y)     F»"=  (n+i-2)i_i 

Wählen  wir  die  Qaenumme    »  =  9,    wobei  ein  Unterschied  zwischen 


Boltze:  Einig*  Aufgaben  au»  der  CombineUorik. 


313 


YariatioBen  und  dekadischen  Zahlen  von  der  Qnersamme  n  noch 
nicfal  vorliegt,  so  ergiebt  uns  Formel  (/?),  dass  es  einziffrige,  höch- 
stens zmfeiziffrige,  höchstens  dreiziffrige,  höchstens  yierziffrige  Zahlen 
0.  s.  f.  der  gedSM:hten  Art  giebt: 

9o— 1;    10i«10;    11,-65;    123-220;    134-715 

145  =  2002    u.  s.  w. 

Formel  (y)  dagegen  ergiebt  als  Anzahl  der  wirklich  ein-,  zwei-, 
dreiziffirigen  Zahlen  n.  s.  f.: 

8o  =  l;    9i-9;    10,-45;    118-165;    12^-495 

Ids  —  1287    a.  8.  w. 


Andere  Herleitnng  derselben  Resultate. 

Aas  dem  Resultat  B)  lässt  sich  C)  herleiten,  wie  es  geschehen 
ist;  aber  auch  A)  ist  eine  Folgerung  von  B).  Denkt  man  sich  nach 
d^  Bedingung  B)  eine  Yariationstabelle  durchgeführt  und  erhöht 
dann  jedes  Element  jeder  Complexion  um  die  Zahl  1,  sodass  z.  B. 
aas  0O324  die  neue  Complexion  11435  hervorgeht,  so  erhält  man 
eine  fehlerlose  Yariationstabelle  nach  der  Bedingung  A).  Sie  ist 
fehlerlos,  da  in  ihr  jede  der  verlangten  Variationen  vorkommt,  aber 
keine  mehrfach;  denn  wäre  dies  der  Fall,  so  mtlsste  auch  in  der 
nrspranglichen  Tabelle,  die  sich  aus  der  neuen  durch  Subtraction 
von  laater  Einsen  wiederherstellen  lässt,  eine  Variation  null-  oder 
mehr  als  einmal   aufgetreten  sein.     Durch  das  gedachte  Verfahren 

n  n^k 

gehen  die  Vu'  in  die  Vk  über,  also  ist 


folglich 


M-fi        n 


F»-(n-l)i.i 


wie  in  (a).  —  Dabei  sei  die  Bemerkung  eingeschaltet,  dass  bei  den 
Vk  immer  n^k,  bei  den  Vi*  n^L,  0  und  bei  den    Vk"  »  « 1   ist. 


Gelingt  es  nun,  Resultat  B)  herzuleiten,  so  sind  auch  A)  und 
G)  leicht  gefunden.    Man  betrachte  das  oben  gegebene  Beispiel  der 

s  2 

V^\  sowie  das  folgende  der  V^': 


2 


Dämlicb: 


V&  -  64  -  15 
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00002,    OOOIl,    00020,    OOIOI,    OOllO,    00200,    01001,    OlOlO, 
01100,    02000,    10001,    10010,    10100,    11000,    20000 

In  dem  einen  Beispiel  ist  k<Cn^  im  andern  lC>n,  Sieht  man  die  k  Stellen, 
die  man  mit  Ziffern  zn  besetzen  hat,  als  Fächer  an,  die  mit  der  Qaer- 
summe  n,  *d.  h.  mit  n  Einsen  auszufüllen  sind,  so  läuft  die  Bestimmung  der 

n 

Anzahl  Vk  auf  die  Beantwortung  der  Frage  hinaus:  „Wie  oft  lassen 
sich  n  ununterscheidbare  Gegenstände  (z.B.  lauter  Einsen) 
in  k  wohlunterschiedene  Fächer  derart  verteilen,  dass  einige 
Fächer  auch  leer  bleiben  (d.  h.  mit  Nullen  besetzt  werden)  dür- 
fen ?^^  Um  dies  zu  entscheiden,  denken  wir  uns  sowol  die  Gegen- 
stände wie  die  Fächer  numerirt  Die  Unterbringung  würde  dann  in 
folgender  Weise  geschehen: 

Gegenstand  Nr.  1    2    3  .   .   .   .  n--l    n 


in  Fach 

X       X  •     • 

• 

• 

1 

1 

• 

•      •      • 

• 

• 

1 

2 

• 

•      •      • 

1        1  •       • 

• 

• 

1 

k 

X       X   •     • 

• 

• 

2 

2 

• 

•        •        • 

X       X  •     • 

• 

■ 

2 

k 

X      X  •     • 

• 

• 

3 

3 

•       •       • 


•        •        • 


fC      IC      fC  t     •     9     •         IG        IC 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  z.  B.  die  Anordnungen 

111  ..   .  112    und    111  ..   .  121 

als  identisch  gelten  müssen,  denn  beide  drücken  nur  aus,  dass  n — 1 
Einsen  in  Fach  1  und  eine  Eins  in  Fach  2  getan  wird.  Daher  haben 
wir  es  zu  tun  mit  Combinationen  von  k  Elementen  zur  »ten  Classe 
mit  Wiederholung;  also  ist: 

n 

Vk'  -=  (Ä!+«— l)n  —  (n+*--l)*-ij    wie  oben. 
Das  gefundene  Resultat  lässt  sich  folgendermassen  in  Worte  kleiden: 

„Die  Anzahl  der  Variationen  Ä;ter  Classe  zur  Quersumme 
n  mit  überall  zugelassener  Null  ist  gleich  der  Anzahl   der 
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Combinationen   von   k    Elementen   znr   nten   Classe    mit 
Wiederholung'*.   -  Es  wechselt  also  der  Classenindex. 

Aach  folgende  Aufgabe  gehört  hierher:  Wieviel  Glieder  ergiebt 
die  Entwicklung  von  (a,4-a,+  .  .  .  +«0"?  Auch  hier  handelt  es 
sich  um  Unterbringung  von  n  Einsen  (jede  Eins  ist  Potenzexponent) 
ifl  k  wohlunterschiedene  Fächer  (die  Grössen  0^,0^,.  .  .  au).  Also 
ergiebt  sich  auch  hier  dieselbe  Anzahl  (n-{-iI;  — l)jfc-i. 

Der  gefundene  Ausdruck 

(n  +  Ä;-l)]fc-i  -(n+Ä;-l)« 

ändert  sich   nicht,   wenn  man  gleichzeitig  k  —  1   und  n  vertauscht. 
Wählen  wir  statt  k  —  1  lieber  k^  so  haben  wir  folgende  Resultate  : 


1)      V»+i'  -  Fh-i'  -  (n+k)u  -  (n+k)n. 

2)  n  ununterscheidbare  Dinge  lassen  sich  ebenso  oft  in  (k-^l) 
wo!  unterschiedene  Fächer  verteilen  als  k  in  (n-|- 1\  näm- 
lich   (n  4-Är)fc  —  (n  +  k)n  mal. 

3)  Die  Entwicklung  von  (00+^1+  •  •  •  -h^k)*^  liefert  ebenso 
viel  Glieder  als  diejenige  von  (o«+ai  +  •  •  •  ^)S  nämlich 

(n  +  k)i  =  {n+k)n. 

Beispiel:  7  Dinge  lassen  sich  in 

2,    3,    4,    5,    6,    7,    8,    9,    10,    11  .   .   . 

Fächer  ebenso  oft  verteilen  wie 

1,    2,    3,    4,    5,    6,    7,    8,    9,    10 .   .   . 

Dinge  in  8  Fächer. 

Indem  wir  jetzt  zu  Zahlen  von  der  Quersumme  n  übergehen, 
erwägen  wir  zunächst,  dass  die  für  Variationen  gefundenen  Resultate 
auch  hier  anwendbar  sind,  soweit  auch  zur  Bildung  der  Variationen 
keine  anderen  Elemente  als  012.  .  .9  erforderlich  sind.  Man 
findet  leicht,  dass  dies  unter  den  Bedingungen  A^  H,  C  der  Fall  ist, 
solange 

A)     n'^k+S        B)     n^9        C)     n  ^10 

ist   Führen   wir  also  analog  zu  V,   V\  V"  für  die  gesuchten  An- 
zahlen die  Bezeichnungen  Z,  Z\  Z"  ein,  so  haben  wir: 
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Zk=yk^  (n-l)t-i     fttr     n  ^  k+S 
i/ =  7k' =  (n+ÄJ-l)k-i     für    n^9   }  (3) 

Zu"  =  Vk"  -  (n+fc-2)k-i    fttr   n  ^  10 

In  allen  anderen  Fällen  erfordert  die  Bestimmung  der  Z,   Z',    Z" 
eine  besondere  Behandlang. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  Falle  ^,  wo  die  Null 
als  Element  nicht  zugelassen  wird.  Ferner  ist  es  ratsam  die  Zahl 
der  yerfügbaren  Elemente  nicht  als  9,  sondern  allgemein  als  d  an- 
zunehmen.   Die  Frage  lautet  also: 

1)  Wieviel  Ä;-ziffrige  Zahlen  von  der  Quersumme  n  lassen  sich 
im  Zahlensystem  mit  der  Grundzahl  d-i-l  aus  den  Ziffern 
1,  2,  3,  .   .   .d  bilden? 

Die  Aufgabe  ist  identisch  mit  den  beiden  folgenden: 

2)  k  d-fiächige  Polyeder,  die  keine  einspriDgcnde  Ecke  besitzen 
tragen  auf  ihren  Flächen  je  die  Numern  1,  2,  3,  .  .  .  ci; 
man  wttrfelt  mit  ihnen  und  fragt,  wie  oft  die  Augensumme 
n  möglich  ist. 

3)  In  jeder  von  k  Urnen  liegen  die  Numern  1,  2,  3, .  .  .rf: 
aus  jeder  Urne  wird  eine,  aber  auch  nur  eine  Numer 
gezogen;  wie  oft  ergiebt  sich  die  Summe  n? 

Alle  diese  Aufgaben  lassen  sich  zurückführen  auf  die  folgende: 

4)  Den  Coefficienten  von  x^  in  der  Entwickelung  von 

F^  «  («+««+««  .   .   .  +2iiy^ 

zu  bestimmen  ^). 
Wir  behaupten:  dieser  Coefficient  ist  die  in  den  Aufgaben  1,  2, 

3  gesuchte  Anzahl.    Es  ist: 

1  2  J  * 

k 


1)  Dio  Methode  der  Einfftbrnng  solcher  fonctions  g^o^ratrices  stammt  tod 
Laplace  her. 


Holtzex  Einige  Aufgaben  aus  der  Combinatorik, 


317 


Xan  entsteht  das   Product   1  .  x**  jedesmal    dann,  wenn  durch  Zu- 

sammentreten    der   Factoren    x    x    .   .   .  x    die    Exponentensumme 
«  gebildet  wird.    Also: 


/  ^~l~^"h  •    •   •  H"^* 


n 


< 

( 


die  Ijk  =  1,  2,  .   .   .  c/,    aber  nicht 


0 


die  li   dfirfen  nach  Art  yon  Variationen  mit  Wiederholung 
angeordnet  erscheinen. 


Bei  allen  vier  Aufgaben  handelt  es  sich  um  Bildung  sämt- 
licher Variationen  kter  Classe  zur  Quersumme  n  aus  einer  be- 
schrän  kten  Anzahl  von  Elementen  1,  2,  .   .   .  d. 

Es  kommt  also  darauf  an,  den  Coefficienten  von  2**,  geschrieben 
[x*],  in  der  Entwicklung  von  F^  zu  finden,  and  es  ist  dann: 


Man  hat: 


folglich : 


F  —  a:(l+a:+a;«-f  .    .    . +x^-^) 


(4) 


1— g^ 
1—x 


{• 


=  (x'-f  Ä^^a:*+l+(Ä+l),x*+2-^.(^-+2)3a:*f  8^  .    .    .  ) 
X  (l''t^st^+k^ — h  .    .    .  ) 

— ifci  .  a^^^-kik^  .  aJ^+^+i  — A;i(ib-|-l)^*+^f2_  .    .    . 

+  (iH-2<'~2)2rf-ix*+2^-«+(Ä;+2d-.l)2dJ:*+2d^(ifc+2c2)2rf+ixn2il+l 

.+  .     .    . +(i:+3d-2)sd-ia:H3rf-i+(^+3c2-l)3dx*+3^+ .    .    . 
l__  .     .    .  -;ti(ifc+2d-2)2rf_ia;*+3rf-i-it,(Ä+2d-l)2dxHM-  .    .    . 
}+  .     .    .  +Är2{i5:+d-2)d-ia;HW-l+Ä:g(Ä:+ci-l)rfx*+3^+  .    .    . 

— Ä:,  .  x*+W  —  .    .    . 


Ist  nnn  n  "^  ib,  so  ist 


M-o 
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Ist  w  «.Ä:,  aber  ^^-{-(1 — 1,  z.  B.  =»  A:+A,   so  ist  [rr"],  also  auch 


wie  in  (3).    In  jedem  Falle 

>, 

aber  kann  man  setzen: 

wobei  p  eine  positive  ganze  Zahl  und 

ist,  also: 

n  =  k-^-pd-^-k 
Dann  wird: 


+  A:2(^+p--2d+A  -l)(p-2)rffA  —  +  .    .    . 
P 


•=o 

t=0  1=0 

Setzen  wir  endlich  vermöge  der  Gleichung 

n  — k  k 

für  p  seinen  Wert  E  (     ,    J  ein,  so  wird 

1=0 

Der  Fall  B),   zu   dem   wir  jetzt  ttbergehen,    lässt  sich  auf  A) 
zurückführen.    Nehmen  wir  statt  der  früheren  Function  F*  jetzt: 

so  wird  der  jetzige  Coefficient  von  ic"~*  identisch  mit  dem  früheren 
von  a:",  also 
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folglich 
Qod  somit: 


n 


E 


© 


-z»'    -    2:   (— i)'ib.(»-fa+jfe— i)i-i 


<=0 


(jS') 


Endlich  soll  nach  Bedingang  C)  die  Null  zugelassen  werden. 
Dnr  nicht  an  vorderster  Stelle.  Die  Formel  (ß*)  ergiebt  die  Anzahl 
aimtlicher  höchstens  ifc-ziffrigen  Zahlen  von  der  Quersumme 
»;  ziehen  wir  von  dieser  Anzahl  diejenige  aller  höchstens  (ib— 1)- 
ziffrigen  Zahlen  ab,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Zahl,  also,  wenn 

n— >u2  m  V 


gesetzt  wird: 
E 


0 


Der  in  der  Klammer  auftretende  Ausdruck  ist : 

1)  für  i  —  0: 

-(n  +  fc  — 2)t-2  -  (n  +  *-2)*-i 

2)  für  i  >  0: 

^jt-l) .   .   ,  (k+l—i)     (v+Ä?— l)(v+fc~2)  .   .   .  (v+1) 

»I.  •  (Ä— 2)1  (Ä:— 1) 

_  (t^lXt— 2).    .    .    (k+l-^t){k^  t)      (v-fji— 2).    .    .  (v+1) 

»!  •  (*— 2)1 

^(i:-l)(fc-2).    .    .(fc+1-0      (v-fifc-2).    .    .(v+1) 

»!  •  (ifc— 2)!  '^ 


.(t-lM(v+fc-2)»-,(l+^-^) 

Alio: 


(K^-)  _,_,) 


I     \'^'  (        Un-iil)\ 
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Sollen  die  Formeln  a\  ß\  y*  auf  das  dekadische  Zahlensystem 
angewendet  werden,  so  ist  folgendes  zu  beachten.  lu  A  wurden 
als  zulässig  angesehen  die  Elemente  1,  2,  3,  .  .  .  </;  also  mnss  für 
(«')  d=9  gesetzt  werden,  wie  es  auch  oben  bei  Formulirung 
der  Aufgabe  1)  angedeutet  worden  ist.  In  B  und  C  dagegen  waren 
0,  1,  2,  .  .  .  d— 1  die  zul&ssigen  Elemente,  denn  wir  haben  die  Re- 
sultate (/5')  und  (y*)  durch  Entwicklung  der  Function 

hergeleitet    Also  haben  wir  hier    d  =  10    zu  wählen. 

Beispiel:  Wie  viel  giebt  es  4-ziffrigo  Zahlen  mit  der  Quer- 
summe 32? 

fc  —  4,    rf  «  10,    n  «  32 

Aus  (/')  erhalten  wir: 

V  -  343+  f/-l)'  .  3.-1  .  (34-100,.  (l+^^^^^^) 
«  343-:^o  .  '^^2  .   (l+H^)+3.  .  14,  .  (l+ V^) 


-3,  .  4,  ,  (l+  ^) 


91  17 

=  5984  -1  .  276  .  -^  +3  .  91  .  9-3  •  6  .  -^ 

-  5984  -  8372+2457-34  «  35. 

Die  35  Zahlen  sind: 

5999;    6899,  6989,  6998;    7799,  7889,  7898,  7979,  7988, 

7997;    8699,  8789,  8798,  8879,  8888,  8897,  8969,  8978,  8987, 

8996;    9599,  9689,  9698,  9779,  9788,  9797,  9869,  9878,  9887,  9896, 

9959,  9968,  9977,  9986,  9995. 

Allgemeine  Sätze  über  die  in  a',  ß\  y  vorkommenden 
Entwicklungscoefficienten. 

n 

1)  Fflr  jedes  n^  kd  Kn  A  ist  Z^,   also   auch  [x**]'  gleich   null  : 

N 

für  jedes  n  >  A;(d-1)  in  B  ist  Z*',  also  auch  [a:»']'  gleich  null. 
Diese  Bemerkung  ergiebt,  auf  (a')  oder  (j3')  angewendet,  einen  all- 
gemeinen Lehrsatz  der  Arithmetik. 

2)  Lässt  man  in  (a')  und  (/9')  nalle  statthaften  Werte  durchlaufen, 
nämlich  in  («')  von  k  bis  U,  in  (/3')  von  0  bis  ifc(^-l),  so  erhält 
man  eine  symmetrische  Reihe,  d.  h.  es  ist 
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S2I 


oder,  was  dasselbe  ist: 


[xn]'  =  [a:*(rf-l)-n]' 


Es  ist  nämlich  [a:«]',  d.  h.  der  Coefficient   [x»J  in  der  Eatwicklang 
von  (l-+.a;+x«+.   .   . +«^-i)* 

gleich  [o:-]  in  (i+^  +  ^-,+  .   .   .  + -J^-^' 
gleich    [:r*(^-^)-]  in    (^--1  (l+ ^  +  ^  +  .    .    •  +  J-^)' 
oder  in  (l  +  a;H-x*+  .   .   .  +fl:''-0*,  d.  h. 

3)  Auch  (y')  ergiebt  eine   symmetrisch  verlaufende  Reihe  der 

M 

Zk\  wenn  «alle  statthaften  Werte  von  1  bis  Jt-(d  — l)  durchläuft;  es 
ist  nftmlich 


Zi'  — 


Jk{d-1)-1  n 

Z*";  .    .    ,Zk" 


k(d-l)+t~n 


Es   warde  nämlich  Zu"  durch  den  Ansatz 

n  HM 

Z»"  «  Zi'  -  Z»-i' 

gefanden ;  folglich  ist  Zk"  der  Coefficient  von  x"  in  der  Entwicklung 
von  F'*— 2!'*-»  —  J'*-«(P'— 1)    oder: 

i»"  gleich  [«"]  in  (l4-x+  .   .   .  4-a^-i)*-«  .  («+«!«+  .   ,   .  4-!«!^-') 
gleich  (*»-]  in  (l+^+  •   .   .  +  ^^-i)*"' 


•(«"'"«*"*■■  ■  ■"'"  i*-v 


1  \»-i 


gleich  [«<— ]  in  (l+  ^+  .   .   •  +  id^i) 


.(l+^+...  +  i.-l) 


1  \\»-i 


gleich  [x»<*-i)+>-«]  in  (x--»  (l+  i  +  .  .   .  +  ;^,)) 


.    (,^-i(i+^+.  .  .+  ^)) 


Arek.  A.  M»tk.  v.  Phjs.    2.  Beilie,  T.  II. 


31 


I 


Ht 


•,M 
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oder  in  (l+z+  .  .  .  +«*-i)*-i .  («?+««+  .  .  .  +«^-i) 

oder  in  F'»-i(F'— 1) 

Hiermit  ist  unsere  Behanptnng  bewiesen. 

Hiernach  hätte  man  das  vorhin  behandelte  Beispiel  kürzer  er- 
ledigen können,  nämlich: 

32  37-82  ö 

Z4"  «        Z4"     «  Z4"  =-  fn+&  — 2)i-i,    d.  h.     «  73  «  35 

Der  symmetrische  Bau  in  den  Entwicklangen,  die  zu  den  For- 
meln o',  ß\  y'  ftthrtOD,  ergiebt,  auf  eben  diese  Formeln  angewendet, 
wieder  einen  Lehrsatz  der  Arithmetik. 

4)  Die  genannten  Entwicklungen  ergeben  Goefficienten,  die  bis 
zur  Mitte  der  Reihe  ansteigen ,  dann  wieder  sinken.  Das  Letztere 
haben  wir  wegen  der  Symmetrie  der  Entwicklung  nicht  weiter  zu 
beweisen.  Um  das  Erste  zu  zeigen,  beachten  wir  zunächst,  dass  die 
Entwicklungen  A  und  B  sich  nur  durch  den  Factor  a^  unterschei- 
den, sodass  sich  der  Beweis  auf  die  Fälle  B  und  C  beschränken 
kann.  Wir  zeigen  zunächst  die  Richtigkeit  der  Behauptung  fflr  ^  =  2. 
In  B  liegt  die  Entwicklung  von  F'*  vor,  die  die  Form  hat 

Multipliclren    wir   aus,     so    erhalten    wir   folgendes    Goefficienten- 
Schema: 

x^    jc*    »«.    .    .xP-^    TP    a^+i    ««»1-2.    .    .a!2p-l     aj2p 


1      1      1    .    .    .1  1 

1      1    .    .    .1  11 

1    ...  1  11         1 

... 
... 

1  11         1       .    .    .  1 
11         1      .    .    .  1 


1      2     3   .   .   .p        p+l  p    p  -1  .   .   .  2  1 

Ganz  ähnlich  in  C,  wo  wir  (l+H-«*+  •   •   •  +a^)(«+«*+  •   •   •  +«•*') 
zu  multipliciren  haben:  wir  erhalten  die  Goefficienten 

1    2    3  .   .   .  |j    fi    p— 1  ...  2    1 

Fttr  beide  Entwicklungen  trifft  unsere  Behauptung  zu,  und  die  Pro- 
ducte  haben  die  Form: 
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ond 


W 


a<l-H|a4-6yr«-f.  .    .    .  +l,H3i^+bn3^^^+  .    .    .  +bia^+si^^^) 


Dabei  ist    1  <  «i  <C  <*«  <I  •   •   •  <C  ^w    lod  1  <!  ^i  <!  *j  <!  •    •   • 
6m,   nod   die  Entwicklangen  sind  symmetrisch.    Es  mögen 


Dan  die  Aasdrücke  Q  und 


Q' 


X 


mit 


moltiplicirt  werden,  wobei  p^m  und  ^^n  vorausgesetzt  wird.  Wenn 

sich  beweisen  lässt,  dass  in  der  Entwicklung  der  Producte  bis  zur 
Mitte  bin  wiederum  ein  Aufsteigen  der  Coefficienten  stattfindet ,  so 
ist  unsre  Behauptung  überhaupt  bewiesen.  Man  hat  dann  nämlich 
bloss  nötig,  2m  oder  2n-f  1  gleich  lc{d—l)  und  für  den  Fall  B) 
P  ^=  €i — 1,  für  den  Fall  C)  p  =  d^2  anzunehmen,  um  durch  den 
Schluss  von  Je  auf  ^-f^^  ^on  X;  —  2  aus  die  allgemeine  Richtigkeit 
unserer  Behauptung  zu  erschliessen.  —  Für  das  Product  QP  ergiebt 
sieh  folgendes  Goefficienten-Schema: 


r»     X» 

X« 

xK 

.    .  xP~l 

xP 

xP+i 

.rP+2 

■     •     • 

L       a, 

a« 

«8  • 

.     .  Op-l 

«p 

op+i 

«P+2 

•          • 

1 

«1 

O,.     . 

.  ap-2 

Op-l 

«p 

öp+1 

•     •     • 

1 

•        • 

.  Op-S 

ap-2 

ap-1 

Op 

•     •     • 

•        • 

>       •       •       • 
•       •       •       • 

1 

•       •       • 
•       • 

1 

• 

•  •     • 

•  •     • 

«"•+2        .     .     . 

• 

.    .  am 

a«-i 

am— 2        .    •     • 

• 

.    .  a« 

-1 

Om 

Om— l        •    •    • 

• 

•     •  öm. 

-2 

am-i 

am          .    .    • 

.     .    •  Om-p  fl     öm-pf2     Om— pf»  •    •    • 
•    •     .  ^m—p  «■•— p-f-l      a«— p-|-2  •    •    • 

Man  erkennt  nun,  dass  zunächst^infolge  unserer  Voraussetzung  über 
die  OiOf   •  «am  bis  zur  Potenz  x^  ein  beständiges  Steigen    der 
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Coefficienten  stattfindet.  Dasselbe  gilt  aber  auch  noch  jenseits  a;**, 
und  zwar  wird  solange 

ist;  denn  beim  Uebergang  von  der  einen  znr  anderen  Potenz  wird 
der  Posten  om-p^-r  verdrängt,  und  om-r-i  tritt  an  seine  Stelle. 
Die  gefundene  Bedingung  aber  redncirt  sich  auf  folgende  : 

p— r^r-|-l    oder    r^^— 

Dies  aber  bedeutet:  ist  ;>  gerade,  so  steigen  die  Coefficienten  an 
bis  zu  dem  mittelsten  m-{-  0  ;  ist  p  ungerade,  so  gilt  dasselbe  für 
die  zwei  einander  gleichen  mittleren  Coefficienten: 

Ein  genau  entsprechendes  Resultat  ergiebt  sich  für  das  Product 

Q' 

-    .  P.    Wir  stellen  nur  die  folgenden  Coefficienten  auf: 

X 

[x»t]  =  j„_|-2,„.i-|-5„_2+  .    .    .  +i«-p 
[x»»+l]  =  bn+bn  +  bn^\+  •     .     •  +Än-pfl 


[x»'+»-f <]  «  Ä„_r+  .    .     .+bu-\-bn+.    .    .  +Z'„-(p-r-l) 

Also  ist  solange 

[*~+1  .  [«"+*"+^],  als     &n-(p-r)  ^  bn.^ 

oder   p — r  ^  r    oder  r^«  Jp 

ist.  Man  erhält  entsprechend  den  2n-{-2-|-p  Gliedern  der  ganzen 
Entwicklung  bei  geradem  p  zwei  mittelste  und  grösste  Coeffici- 
enten, bei  ungeradem  p  einen. 

Beispiel.     Wir  leiten  die  Anzahl  der  dreiziffrigen  (dekadisch 
geschriebenen)  Zahlen  (Bedingung  C)  nochmals  her  aus  der  Anzahl 
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der  höchstens  dreiziffrigen  uod  der  höchstens  zweiziffrigen  (Bedingung 

M 

B)  und  zwar  für  alle  möglichen  Quersummen.  Um  die  Z^*  zu 
erbalten,  nehmen  wir  folgende  Entwicklung  vor: 

«  (l— 3x»o+3x«>-x»0)(l+3iX-f.4,x»+58x»+64x4+7^x5+  .    .    .  ) 

=  (l— 3x>0+3x80__ar80)(H.3j^,.4jja:H5s,xH6,^H72xH.     .     .) 
=  l+32i:+V*+  .     .    .  +llyr»  +  12jXlO+13^a:ll+  .    .    . 
+  21,0:19+222x20+.     .     .  +31gxS9f32jX»0^  .     .     . 
—3^*0—3  .  3,xH_  .    .    .  «3  .  iiyri»— 3  .  12yr»0_  .    .    . 

-3  .  2ljx29— 3  .  22,x30-  .    .    .  +3  .  22xW+  .    .    . 

+3  .  lljx«9+3  .  12yj30+  .    .    .  _i  .  2jx80-  .   .   . 
Hierbei  ist  z.  B. 

[t30]  =  322—3  .  22,+3  .  122  —  2,  -  496  —  3  .  231  +  3  .  66  —  1  =  0 
wie  es  sein  muss.    Man  erhält: 


0 

1   2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

Qaersnmme 

27 

26  25 

24 

23 

22 

21 

20 

19 

18 

12 
17 
15 

13 
16 
14 

M 

Z3'   = 

1 

3   6 

10 

15 

21 

28 

36 

45 

55 

63 
73 

69 
75 

Bis  n  «  9  hätte  schon  die  Formel  {ß)  geführt: 


M 


K,'-(»+2), 

H 

Mechanisch  ausgeführte  Addition  sämtlicher  Z,'   ergiebt  die  Summe 
1000,  wie  es  sein  muss,  da  000  mitgezählt  wird. 

Um  die  Z^*  zu  finden,  worin  n  bis  18  steigen  kann,'  erwägen 
wir  dio  Symmetrie  ihrer  Reihe;  wir  brauchen  nur  bis  n  —  9  zu 
gehen,  und  für  diesen  Zweck  reicht  schon  die  Formel  (/?)  hin: 


Also  erhalten  wir: 


Vi  -=(n\l). 


Que<  rumme 


n 


-z»' 


0 


2 


3 


8 


18     17     16     15     14    13     12    11     10 


7      8      9     10 
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18       n 

Dabei  ist  übrigens    £    Z^  ->  100,    wie  es  sein  mass. 

M=0 

n  H 

Subtrahiren  wir  jetzt  die  ^'  von  den  ^',  so  erhalten  wir  die 
Zs"  n&mlich: 


1 

2   3 

4   5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

Quersumme 
n  ■= 

27 

26  25 

24  23 

22 

21 

20 

19 

12 

18 
16 

13 

17 
15 

14 

n 

V- 

1 

3   6 

10  15 

21 

28 

36 

45 

54 
66 

61 
69 

70 

27        H 

Dabei  ist    £    Z^"  —  900,    wie  es  sein  mass. 
»=i 

Anch  zahlentheoretisch  ist  das  Ergebniss  interessant,  dass  dnrch 
Snbtraction  einer  symmetrischen  Zahlenreihe  von  einer  anderen,  die 
nicht  dieselbe  Oliederzahl  besitzt,  wieder  eine  symmetrische  Zahlen- 
reihe hervorgehen  kann. 

Bemerknng.  Die  Sätze  2)  und  3)  über  die  Symmetrie  der 
Reihen  Z,  Z',  Z"  Hessen  sich  auch  auf  anderem  Wege  herleiten. 
Zwei  Beispiele  werden  genügen,   um  dies  zu  zeigen,   das  eine  für 

den  Fall  B  (oder  ebenso  gut  A)^  das  andere  für  C,    Es  handle  sich 

|i 

zunächst  um  die   Z^\  also: 

039,    048,    057,    066,    075,    084,    093 ;    129,    138,  ...  930 

Nimmt  man  jetzt  statt  jeder  Ziffer  ihre  Ergänzung  zu  9,  so  müssen 
lauter  dreistellige  Zahlen  von  der  Quersumme  27  — 12  -»  15  ent- 
stehen, nämlich: 

960,    951.     942,    933,    924,    915,    906;    870,    861,.   .   .069 

16 

Die  entstandene  Beihe  muss  ein  fehlerloses  System  der  Z^'  dar- 
stellen, denn  sie  kann  weder  lückenhaft  sein  noch  eine  Zahl  mehr- 

12 

mals  enthalten,  weil  dann  ganz  dasselbe  für  die  Reihe  der  Z^*  gelten 
müsste,  aus  der  sie  hergeleitet  ist,  und  die  sich  aus  ihr  wiederher- 
stellen lässt.    Also  ist 

16  12  H  27~M 

Z^'  =  Zg'    und  ebenso    Z^'  »    Z^* 
allgemein 

n  ]c(<{-l)~n 

Zk  -        Z»' 
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la 
Ferner  mögen  vortiogen  die  Zg",  nämlich: 

139,    148,    157,    166,    175,    184,    193;    229,.  .   .490, 
508, .   .   .   .940 

Man  ersetze  die  jedesmalige  erste  Ziffer  durch  ibre  Ergiozang  za 
10,  die  fibrigen  Ziffern  durch  ihre  Ergänzung  zu  9.  Es  gehen  so 
die  Ziffern  1  ...  9  der  ersten  und  0  ...  9  der  zweiten  und  dritten 
Stelle  Ober  in  9  ...  1  an  erster  und  9  .  .  .0  an  den  flbrigen 
Stellen:    die  Bedingang  C  bleibt  also  gewahrt    Es  entsteht  eine 

K-I3  II 

Rdhe  von  Zg"    —  z^" 

nnd  zwar  die   vollständige  Reihe,  ans  denselben   GrOnden  wie 

oben,  nämlich: 

960,    951,    942,    933,    924,    916,    906;    870, ...  609, 
591, ...  159 
Es  ist  also 

18  13  H  «-•> 

Zj"  —  Zg"    nud  ebenso    Z^"  —    Z^" 


n+n'  =  k(d  —  l)  +  l     ist. 


T.    Problem  der  bunten  Reihe. 

Eine  Gceellschaft  besteht  aus  »  Herren  und  n  Damen  oder  ans 
X  NorddenUchen  nnd  n  S&ddentschen  —  wir  werden  sagen:  ans  n 
Personen  I  nnd  n  Personen  11  Sie  setzen  sich  in  bunter  Reihe 
neben  einander.  Eb  entsteht  die  Frage:  „Wieviel  verschiedene  An- 
ordnungen wird  es  geben?"  Dabei  haben  wir  hauptsächlich  zu 
ooterscbeiden,  ob  nnr  ein  Tisch  gebildet  wird  oder  mehrere.  Jede 
Anordnang  soll  in  einer  geschlossenen  oder  Ereisreihe  erfolgen, 
nicht  etwa  in  einer  Längsreihe. 

Bunte  Reihe  an  einem  Tisch.  Haben  wir  eine  beliebige 
Tiscbordnnng  vor  uns  nnd  lassen  dann  die  ganze  Gesellschaft  um 
einen  oder  mehrere  Stühle  weiter  rttcken,  so  gilt  die  neue  Anord- 
nung als  identisch  mit  der  alten.  Daher  werden  wir  einer  Person 
1  von  vornherein  einen  festen  Platz  anweisen  dürfen.  Die  Bbrigen 
Personen  I  können  noch  (n— 1) !  verschiedene  Reihenfolgen  annehmen, 
und  die  zwischen  ihre  Sitze  sich  einschiebenden  Personen  II  »I 
eben  solche.  Wir  dflrfeu  nämlich  keiner  II  einen  bestimmten  Platz 
uwusen,   da  diese   eine  Person   dann   entweder  immer  oder  nie 
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Nachbar  der  auf  dem  festen  Platz  sitzenden  I  sein  wtlrde,  sodass 
uns  zahlreiche  Anordnungen  entgehen  würden.  Wir  erhalten  also 
vorläufig  das  Besultat  (n— l)!n!  Wir  setzen  aber  fest,  dass  An- 
ordnungen, die  sich  nur  durch  den  Drehungssinn  unterscheiden,  als 
identisch  gelten  sollen,  denn  es  bleiben  bei  Anordnung  der  ganzen 
Tischgesellschaft  in  umgekehrter  Reihenfolge  sämtliche  Nachbar- 
schaften erhalten.  Daher  haben  wir  noch  durch  2  zu  dividiren, 
ausser  falls    n  «  1    ist;  also: 

(n— l)!n!  n!nl  ) 

e  stets  -»  1,  bloss  f ür  n  «»  1  gleich  2     ' 

Beispiele: 

/•(1)«1,    /(2)«1,    A3)  «6,    m)«72,    f(5)«1440, 
/(6)  =  43200,    f(7)  =  1814400,    f{S)  -  101 606400, .   .   . 

Bezeichnen  wir   die  Personen  I  und  die  Personen  II  durch  A,  B, 
.   .   .  ,  so  sind  fttr  n  «  2  die  beiden  Sitzweisen 

Ä  und  A 

12  2         1 

B  B 

identisch,  weil  sie  sich  nur  durch  die  Anordnung  rechts-  und  links- 
herum unterscheiden.  Für  n  »  3  giebt  es  6  Anordnungen,  näm- 
lich : 


Ä 

A 

A 

A 

A 

A 

1       3 

1          2 

2       3 

2      1 

3 

2 

3        1 

B      C 

B          C 

B        C 

B      C 

B 

C 

B        C 

2 

3 

1 

3 

1 

2 

A  ist  die  fes1|[ehaltene  Person-,  eine  Yertauschung  von  B  und  C 
führt  nach  der  Torgenommenen  Festsetzung  über  den  Drehungssinn 
zu  keiner  neuen  Anordnung. 

Bunte  Reihe  an  zwei  Tischen.  An  dem  einen  Tisch 
sollen  k  Paare  sitzen,  an  dem  anderen  n— &;  wir  suchen  die  Zahl 
aller  möglichen  Anordnungen  /(^,  n—k).  Vertauschen  wir  an  irgend 
einer  vorliegenden  Tischordnung  die  beiden  Tische,  ohne  die  An- 
ordnung der  Personen  unter  sich  zu  ändern,  so  gilt  uns  dieser 
Wechsel  als  nichts  neu  zu  Zählendes.    Daher  muss 

f(k^  n  —  k)  «=  f(n — fc,  k) 

sein,  und  wir  könnten,  falls  die  Tische  ungleich  stark  besetzt  werden 
sollen,  als  ersten  Tisch  stets  den  stärker  besetzten  annehmen;  doch 
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ist  dies  nicht  einmal  nötig.  Zanächst  lassen  sich  zur  Besetzung  des 
ersten  Tisches  in  nk  Weisen  Personen  I  und  in  nk  Weisen  Personen 
II  anssnchen ;  ans  den  gewählten  Personenpaaren  lassen  sich  f{h) 
Anordnangen  am  ersten  Tische  vornehmen.  Die  ührigen  n — Je  Paare 
können  sich  am  anderen  Tische  in  f(n^h)  verschiedenen  Arten  gmp- 
piren;  daher  erhalten  wir  das  Resultat  (nk)^  .f{Je)f{n^k).  Her- 
ieitnng  and  Besnltat  bleiben  richtig,  wenn  h  oder  n—k  gleich  1  ist. 
Nor  in  dem  Falle 

n 
'  2 


Ä  =  n  —  Ä?,     d.  h.     h 


haben  wir  noch  durch  2  zu  dividiren,  weil  hier  ein  Wechsel  der 
blossen  Tische,  der  niemals  neu  zu  zählende  Anordnungen  ergeben 
soll,  solche  Anordnungen  wieder  ergiebt,  die  bereits  gezählt  worden 
sind.    Also : 


n 


wobei  a  »- 1,  nur  in  dem  Falle  &  -=»  5  gleich  2  zu  setzen  ist.  Setzen 
irir  jetzt 


2k 


ein,  so  erhalten  wir,  weil 


2(»-A;) 


n\ 


njt 


kUn-k)] 


ist: 


f{k,  n^k)  - 


n!  n! 


IB' 


n 
2 


4/;(n — k)  '     a 
f  —  2  für  fc  =  1,  €'  =  2  für  n-^k  —  1,  a  —  2  für  ifc  —  ^ 
sonst    e  =  £'  =  a  »  1 
Wie  es  sein  muss,  ergiebt  sich: 

/(k,  n^k)  ^ /(n-^k,  k) 
Beispiele: 

/■(l,  1)  •«  2,    denn  hier  ist    e  -»£'  —  «  —  2 

f (1,  2;  «.  9;    /(l,  3)  =  96 ;    /(l,  4)  =  1800;    /"(l,  5)  -  51840 

r(2,2)«18;    /(2,3)  =  600;    /•(2,  4)  «  16  200 

/(3,  3)  —  7200;    /(4,  4)  =  12700800 

Der  Fall  /(l,  1)  ergiebt  die  beiden  Anordnungen 


(2) 


if 


B 
2 


und 


fi 


ti 


I 

i 
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Der  Fall  /(l,  2)  ergiebt: 


ß 

C 


nämlich  noch  6  weitere  Zusammenstellangen ,  worin   am  kleineren 
Tische  ^  mit  1,  2  oder  3  nnd  C  mit  1,  2  oder  3  zasammensitzt. 

Dividiren  wir  Formel  (2)  durch  Formel  (1)  und  berücksichtigen, 
dass  der  Fall  n  »  1  jetzt  unmöglich  ist,  so  erhalten  wir: 


BS' 


AK  n-^)  =-  ~  .    2it(^j:it)  •  An) 


(3) 


1)  Fttr  n  »  2  nnd  A:  ^=  1  erhalten  wir  so: 

m,  l)-2  J./(2)  =  2A2) 
also  ist  /(l,  1)  doppelt  so  gross  alB/(2). 

2)  n  >  2,  Ä:  =  1  ergiebt  «  =»  2,  «'  =  a  —  1,  also: 


/(l,  «-1)  - 


n 


n  — 1 


./(») 


also  ist  anch  hier  noch  /(l,  n— 1)  >/(n).  —  In  allen  übrigen  Fällen 
ist  /(ik,  n-  fc)  </'(n),  nämlich: 

3)  »  >  2,  il\>  1,  Ä;^  «— ifc,  also  auch  »  „  4.     Schllessen    wir 
den  Fall 


zunächst  aus,  so  ist 


fc  »  n — Aj  «=  2 


^-1,     also:    nKn''k)^^~yf{n) 


Nun  ist  der  Zusatzfactor 


n 


in 


2fc(n— i)        n  -A:  •    ifc 
1  f  ,1 

also  <  7,  daher  sogar  /(ä;,  n— A:)  <  -  /(n).    Für 


fc  = 


n 


n  —  fc  «5     ist     a  ■=  2,    also 


G'  y  - ;  •  '^<"> 


Denken  wir  uns  einstweilen  k  als  stetig  veränderlich,  so  lehrt  der 
Differentialquotient  des  Nenners  2^'(fl— A:)  nach  k^  dass  die  Function 
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f{ky  H — k)  mit  wachsendem  k  stetig  abnimmt  bis  zu  k 
wird  im  Falle  eines  geraden  n 


n 
2- 


Daher 


n 


im  Fall  eines  ungeraden  n 


2 

n  — 1 


den  kleinsten  (hier   in   Betracht  kommenden)  Wert   von  f(ky  n—k) 
ergeben.     Man  erhält: 

n  =  0  (mod.  2):    /(^.  g)  -  ^  •  A«) 

n  =  1  (mod.  2):    /(^^    '^) ^  .  f(n) 


n 

n 


Für  fi  —  OD  wird  also  f(~2~*  ~2~)  **^PP^^*  ^^  8^^^^  '^^-^l^'^) 
offenbar  eine  Folge  des  wechselnden  Wertes  von  a. 

Beispiel.    Fflr  n  =  10  und  n  »  11  nimmt  der  Quotient 


f(k,  n-^k)       ii' 


n 


folgende  Werte  an: 


f{n) 


a   •    2k{n—k) 


n«  10 
n  —  11 


kmmi     k^2     1=3      k=4:      X;— 5 

1,111    0,313    0,238    0,208    0,100 
1,100    0,306    0,229    0,196    0,183 


Bnnte  Reihe  an  drei  oder  mehr  Tischen.  Es  sollen 
sich  n  Paare  an  r  Tischen  verteilen,  und  zwar  sollen  am  ersten 
Tisch  kg  Paare  Platz  nehmen,  am  zweiten  k^  n.  s.  w.,  am  letzten 
iv;  also: 

Werden  zunächst  die  Fälle  ausgeschlossen,  wo  mehrere  k  ein- 
ander gleich  sind,  oder 'wo  auch  nur  eine  Grösse  X;  »  1  ist,  so 
erhält  man  sofort: 

/(fci,  ^,  .    .    .  *r)=(n)V/(A:,)  .  (n^k,)\f(k^)  .  (n''k^-k^)\/(k^)  . . 

.    .    .(kr)\f(kr) 


Dabei  wird   an  jedem  Tische  ein  fester   Platz    etwa  für  diejenige 
Person  reservirt,  deren  Name  im  Alphabet  vorangeht    Also: 


832  Holtze:  Einige  Aufgaben  aus  der  Combinalorik. 


ui  n\ 


St       <    A4  n7o    •       •       •    n'Y 

Sind  nun  a  anter  den  Grössen  X;»  einander  gleich,  so  würde  jede 
Permatation  der  betreffenden  o  Tischgrnppen ,  die  doch  kein  neues 
Resultat  ergeben  soll,  bereits  gezählte  Anordnungen  wieder  er- 
geben; also  haben  wir  noch  durch  a  I  zu  dividiren,  oder  wenn  mehrere 
solcher  Gruppen  vorhanden  sind,  durch  o!  /3!  7!  .  .  .  Sind  ferner 
unter  den  Grössen  hi  eine  oder  einige  »  1 ,  so  haben  wir  entspre- 
chend oft  den  Factor  2  hinzuzufügen.    Also  erhalten  wir: 

n!  n\      \ 

/•(Är„Ä:j,  .    .    •  W  — .^,_,  ^.^;,^  .Jlv;«!/31  .    .    .t! 

^1+^+  •   •   •  +*^r  "*  ^';  «+P+  .   .   .  +T  —  r;  unter  den  \        W 
X;»  giebt  es  a  gleiche,  j3  gleiche  u.  s.  f.  und  r  solche,  die 
=  1  sind. 

Specialf Alle.     fcj  =  Ä?2-=.   .   .  =  Av=»-  ergiebt: 

und 

AI,!,.   .   .l)  =  2;^-^  =  «!  (6) 

r  B  2  verwandelt  Formel  (4)  wieder  in  Formel  (3).  nämlich: 
Ebenso  erhalten  wir  aus  (5)  und  (6)  wieder: 

(n    n\        n!  n!        1        ,  , 

Formel  (6)  bestätigt  sich  folgendermassen:  da  hier  an  jedem  Tische 
nur  ein  Personenpaar  sitzt,  für  das  Paar  aber  es  gleichgültig  ist, 
an  welchem  Tische  es  sitzt,  so  lässt  sich  von  vornherein  jeder  Person 
I  ein  bestimmter  Platz  zuweisen :  dann  bleiben  uns  noch  die  n  Per- 
sonen II  zu  permutiren  übrig.  —  Einige  Zahlenbeispiele  sind: 


Bolizei  Einigt  Aufgaben  aus  der  Combinatorik,  S33 

f(\,  1,  2)  -  72;      ni,  1,  3)  -  1200;     AI,  2,  2)  =  450 
/(l,  2,  3)  =  21600;    /(l,  1,  2,  2)  =  8100 

• 

Verallgemeinerang  der  Aufgabe.  Statt  von  Paaren 
wollen  wir  jetzt  von  Gruppen  za  je  X  Personen  (oder  Dingen) 
sprechen.  Solcher  Grnppen  mögen  n  vorhanden  sein.  Die  einzelnen 
Sorten  werden' wieder  dorcb  I,  II,  III, .  .  .  bezeichnet.  Zunächst 
handelt  es  sich  daram,  die  n  Grnppen  „in  bunter  Reihe''  auf  alle 
möglichen  Weisen  an  einem  Tisch  anzuordnen.  Das  Wort  „bunte 
Reihe''  ist  so  zu  verstehen,  dass  in  jeder  Reihe  von  il  Nachbarn 
alle  „Sorten"  vertreten  sind  und  zwar  innerhalb  der  ganzen  Tisch - 
Ordnung  immer  in  derselben  Reihenfolge.  Wir  setzen  zu- 
nächst innerhalb  der  k  Sorten  eine  bestimmte  Reihenfolge  fest  und 
ordnen  ihr  zufolge  an,  etwa  derart,  dass  die  Personen  I  jedesmal 
Flagelmänner  ihrer  rechts  neben  ihnen  sitzenden  Gefolgschaft  sind. 
Nachdem  eine  Person  I  einen  festen  Platz  erhalten  hat,  bekommen 
wir 

(w — 1)!  nl  ni  ,    .    .  =»  

verschiedene  Anordnungen.  Diese  Anordnungen  sind  aber  noch  alle 
so  beschaffen ,  dass  z.  6.  für  il  «  4  jede  II  zwischen  einer  I  und 
einer  III,  jede  III  zwischen  einer  II  und  einer  lY,  jede  IV  zwischen 
einer  III  und  einer  I  und  jede  I  zwischen  einer  IV  und  einer  II 
sitzt  Indem  wir  jetzt  die  Aufeinanderfolge  innerhalb  jeder  Gruppe 
Ton  il  Personen  gleichmässig  ändern,  dürfen  wir  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  festsetzen,  dass  die  Personen  I  stets  Flügelmänner 
ihrer  Gruppen  bleiben,  denn  bei  jeder  vorliegenden  Tischordnung 
bleibt  es  der  Willkür  des  Beobachters  überlassen,  von  welcher  Sorte 
aus  er  jede  Gefolgschaft  von  l  Personen  zu  zählen  beginnen  will, 
sodass  uns  keine  Anordnung  entgehen  kann,  wenn  wir  die  Gefolg- 
schaften  stets  mit   den  Personen  I  anfangen.     Somit  ergeben  sich 


(il— 1) !  gleichberechtigte  Fälle  zu  je 


(nl)X 


n 


Anordnungen.     Berück- 


sichtigen wir  endlich,  dass  bis  jetzt  jede  Anordnung  doppelt  gezählt 
ist,  einmal  rechtsherum,  einmal  linksherum,  so  erhalten  wir  nach 
Division  durch  2: 

«<„  _  (ÄilL'  „, 

Die  Formel  bleibt  offenbar  auch  für    n  »  1    richtig. 

Beispiel:    il  =  4,  n  «»  3.    Man  soll  erhalten: 

(3!)*.  3! 


F,(3)  - 
Die  erste  Anordnung  sei: 


6*  =  1296 


334  Holtze:  Einige  Au/gaben  auM  der  Combinatorik. 

A 
a  3 

0  y 

1  e 
B  C 

b    ß    2 

A  ist  Flügelmann  der  Grnppe  Aaa\  n.  s.  f.;  zngleich  sei  A  die  auf 
festem  Platze  sitzende  Person.  Man  vertansche  nan  B  und  C  auf 
ihren  Plätzen  und  bloss  auf  diesen,  ebenso  abc^  aßy  und  123:  bisher 
giebt  es  2.6^  Anordnungen.  Ueberall  aber  bat  I  (grosser  lateini- 
scher Buchstabe)  noch  Nachbarn  von  bestimmten  Sorten  (II  und  lY, 
kleiner  lateinischer  Buchstabe  und  Ziffer).  Mau  nehme  jetzt  die 
Umstellung  der  Sorten  vor:  von  den  Stellungen 

I  I  I  I           I           I 

II  II  III  III  IV  IV 

III  IV  II  IV  II  III 

IV  III  IV  II  III           11 

sind  nur  drei  wirklich  verschieden:  die  sechste  z.  B.  ist  bis  auf  den 
Drehungssinn  dieselbe  wie  die  erste.    Daher  erhalten  wir  in  der  Tat 

2  .  6»  .  3  =  6*  =  1296 

verschiedene  Anordnungen. 

Dasselbe  für  mehrere  Tische.  Am  ersten  Tische  sollen 
kl  Gruppen  sitzen,  am  zweiten  A:^,  .  .  .  ,  am  rten  kr.  Setzt  man 
zunächst  die  ki  als  sämtlich  verschieden  voraus,  und  beschränkt  man 
sich  vorläufig  auf  eine  beliebig  festgesetzte  Normatreihenfolge  der 
einzelnen  Sorten  innerhalb  jeder  Gruppe,  so  erhält  man  das  Resultat: 

'»)^*i('*-*l)^*«(w— ÄTi— A?,)^*,  .    .    .(kr)\. 
(A:,!)^      (k^l)^  (kr\)^  (nl)^ 


tCt  Att  Kf  A^i  fCa    •       •       •    Alf 

Sind  unter  den  ki  a  und  ß  und  y  .  .  .  gleiche  vorhanden,  so  haben 
wir  aus  den  früher  angegebenen  Gründen  noch  durch  al  ß\  yl .  .  . 
zu  dividiren.  Der  Fall,  dass  ein  oder  einige  ki  »  1  sind,  ist  nicht 
ausgeschlossen.  Lässt  man  endlich  noch  die  Sorten  innerhalb  jeder 
Gruppe  permutiren  und  zwar  in  jeder  Gruppe  und  an  allen 
Tischen  gleichmässig,   so  erhält  man,   wie  sofort  eingehender 

erörtert  werden  soll,  -  -^ — •  gleichberechtigte  Fälle,  sodass  sich  das 
Resultat  ergiebt: 


m„i^ 
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Wir  haben  noch  den  Nachweis  za  fahren,  daas  wir  hier  mit 
-  2  mit  -q^rj-  zo  mnitipliciren 
liaben.  Zwei  Tischordenngeo  werden  nnr  dann  als  identisch  gelten, 
■enn  jede  Person  an  jedem  Tische  ihre  Nacbbarp  beibehalten  hat. 
Dies  wird  in  aDserein  Fallo  nnr  dann  erreicht  sein ,  wenn  sich  die 
Penooen  an  B&mtlichcD  Tischen  gleichzeitig  in  verkehrter 
Beihenfolge  (oder  „in  entgegengesetztem  Drebungssion")  anordnen. 
Daher  worden  wir,  wenn  wir  mit  (1—1)1  mnltiplicirten,  jede  Anord- 
nung zweimal  gezahlt  baben;   der    richtige   Zusatzfactor  tat   also 

-- 2 — ■  Anders  lag  die  Sache  im  Falle  1=2.  Dort  hatten  wir 
T~x  Tische,  an  denen  die  ti- >  1  waren.  Wenn  an  einem  oder 
mehreren  dieser  Tische  eine  Umordnnng  der  Personen  in  verkehrter 
Keibenfolge  eintrat,  ho  wnrden  dadnrch  die  Dbrigen  nnter  diesen 
Tischen  nicht  mit  betroffen,  weil  bei  zwei  Sorten  (I  und  II)  das 
Gesetz  der  Abwecbslang  in  ihrer  Aufeinanderfolge  oder  das  Gesetz 
der  boDten  Bsihe  durch  eine  Umordnung  gedachter  Art  nicht  gestOrt 
*ird.  Die  Gesamt- Tischordanng  im  Sinne  unserer  Definition  blieb 
ilw  dieselbe  fOr  2'—'  verschiedene  Sitzweisen;   daram  mnssten  wir 


ImFalleI^2  hat  die  Verkehrang  der  Personenfolgo  an  einem 
Tische,  gleichgültig,  oh  dessen  kt  >'  oder  =  1  ist,  stets  anch  eine 
ümordnang  an  den  anderen  Tischen,  wenn  anch  nur  innerhalb  der 
einzelnen  Gmpppen,  zor  Folge:  denn  durch  die  Bedingung  der  vOUig 
gieichmSssigen  Gmppining  der  l  Sorten  waren  die  verschiedenen 
Tische  einheitlich  verbanden.  Soweit  unn  die  übrigen  Tische  solche 
lind,  deren  ki~l  igt,  tritt  an  ihnen  allerdings  nichts  Neues  ein, 
vohl  aber  fttr  alle  Tische  mit  grösserem  i,',  sodass  jede  Umordnnng 
loch  nnr  an  einem  Tische  eine  nene  Gesamtordnung  ergiebt.  Nnr 
der  Fall,  dass  fitr  sämtliche  übrigen  Tische  oder  auch  fttr  samt- 
liche Tische  überhaupt  die  h—l  siud,  erfordert  eine  gesonderte 
Behandlung:  dieser  Fall  erledigt  sich  aber  leicht,  da  dann  mit  der 
Taransgesetzten  Verkehmng  der  Reihenfolge  an  dem  einen  Tische  die 
gleichzeitige  Verkehrnng  an   allen   übrigen  Tischen  von  selbst  ver- 

bnoden  ist:  die  Bedingung,  die  zur  Aufstellung  des  Factors  — j, — - 
fahrte,   ist  hier  also   von  selbst  erRkllt.    —   Znr  ErlAaterang  möge 
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noch  das  Folgende  dienen:   an  einem  Tische  mit  k{=l   mag  die 

ursprüngliche  Reihenfolge     A    umgewandelt  werden  in    A  An 

a      a  a      a 

einem  andern  Tische,  dessen  k,  »  2  oder  3  ist,  geht  dann  die  ar- 

sprttngliche  Reihenfolge 

B  Bd 

h       y    oder         h         d 

ß       c  ß       D 

C  C  cv 

aber  in  die  ganz  andere: 

B  oder  Bd 

ß        c  ß         8 

b         y  b         D 

C  C  yc 

Ebenso  hat  die  Yerkehrnng  der  Reihenfolge  an  einem  Tische  ilv='3, 

nämlich 

aA^  ^Äaci 

€c  ye  y  1 

1  C  in  e  B 

Bbß      2  C2ß      b 

an  anderen  Tischen  ^  -»  1  und  3  die  Folge,  dass  sich 


D 

IL7 

d 

4 

und 

X          V 

ö 

5           n 
M          N 
mii      6 

umwandeln  in 

D 

bLn 

4        d 

und 

X          V 

d 

l         7 

M        N 
Gtt  m 

Specialfälle:    Ä^i  —  ä?,  —  .   .   .s^kr^-  ergiebt: 


(9) 


Für    v^n    erhält  man 

Fa(1,1,.   .   .  1)  =  (n!)^-^  ^-^^^'  (10) 

Beispiel.    Fx{\,  1)  «  2^-2  .  (A-i)!,  d.  h.  für  A  =  3  und  il  —  4 
bezüglich  —  4  und  —  24. 
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3:|       ^      \ 

1    a       or  : 

^  1 
b    ß\ 

1«    ß^ 

b        a| 

A 

b         a  \ 

^       1 
«      ß    1 

A 

b        ß 

1      ^ 

;  a         Ol 

4  (bloss  der  erste  Tisch  ist  8 mal  dargestellt): 


!       ^ 

i  a  1 


A 

a          2 
a 

A 
a          1 

i4 

b          1 
o 

a           2 

ß 

A 
b          1 

6           2 

Jetzt  treten  in  der  ersten  Anordnung  ÄaaX  die  Umstellnngen  ein: 

Aalu  ond  ilaal;  ebenso  in  den  tlbrigen  sieben.     Andere  Umstel- 

langen,    wie  Anla^  illacr,    Alaa  ergeben  nichts  Nenes.      Somit 

bestätigt  sich  die  Formel 

F^{\,  1)  -  24 
Weitere  Beispiele  sind: 

Ji(l,  1,  1)  —  (31)*  —  36.    Erste  Anordnung: 


Man  permntire  a,  6,  e  bloss  auf  ihren  Plätzen  und  ebenso  er,  j3,  y 
anf  den  ihrigen ;  Zahl  der  Anordnungen 


=  6.6 


36 


(3!) 


^4(1,  1,  1)  —  — ö—  -^  648.    Erste  Anordnung: 


permntire  a,  6,  c  auf  ihren  Plätzen,  ebenso  or,  /?,  j^  und  1,  2, 

31 
3:  bisher  6'  Anordnungen;  dann  aal  unter  sich:  Factor  —  »  3; 

slso  in  der  Tat 

3  .  6'  »  648 

#5(2,  2)  «  2*7^  " 


-  1728.    Erste  Anordnung: 

Afck.  4.  lUth.  «.  Phys.    2.  Beihe,  T.  XL 


22 
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Holtze:  Ewige  Aufgaben  aue  der  Comhinatorik. 


Man  permntire  a,  b,  c,  d  auf  ihren  Plätzen,  ebenso  a,  ß^  y,  8,  ebenso 
ü,  Cy  /),  die  letzteren  aber  so,  dass  am  zweiten  Tiscb  nur  B  oder 
C  den  jetzt  Ton  C  innegehabten  Platz  besetzen  darf;  also: 


4!  4!  3! 


1728 


Noch  seien  zwei  Formeln  erwähnt,  die  sich  durch  Yergleichung  vou 
(7),  (9),  (10)  ergeben: 


Fk(n) 


^  /n    n  n\ 


ßt- = r  "-"• 


i?l(l,  1,  ...  1)        n 


=  ^ -(»-!)! 
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XV. 

Die  Willensfreiheit  und  der  physische 

Determinismus. 

Von 

R.  Hoppe. 


Vor  15  Jahren  hat  Bonssinesq  in  einem  Artikel  der  Comptes 
Rendas  t.  LXXXIV.  p.  362—364 :  „Sar  la  conciliation  de  la  libert^ 
morale  avec  le  d^terminisme  scientifique^^  dargetan,  dass  die  Willens- 
freiheit der  Menschen  mit  keinem  physikalischen  Gansalitätsgesetze 
im  Widersprach  steht,  und  dass  die  Fälle  freier  Wahl  nnr  vermöge 
gewisser  Eigenschaften  der  Materie  in  der  leblosen  Natur  nicht  vor- 
kommen können.    Der  Artikel   ist  kurz  gefasst,  doch  reichen  die 
gegebenen  Andeutungen  hin,  die  nicht  ausgeführte  strenge  Begrün- 
dung erkennen  zu  lassen.     Da  die  entgegengesetzte  Meinung,   die 
Willensfreiheit  sei  unverträglich  mit  durchgehender  Gausalität,   seit 
Jahrhunderten  eine  sehr  verbreitete,  nur  mit  eilfertiger  und  augen- 
fUlig   mangelhafter   Logik  verteidigte,   gewiss  noch  nie  eingehend 
geprüfte  ist,   so  ist  die  von  Bonssinesq  dargebotene  Erledigung  der 
Frage.nnstreitig  von  grosser  Wichtigkeit,  und  sein  Gedanke  verdient 
mit  hinreichender  Ausführlichkeit  ans  Licht  gestellt  zu  werden,  die 
vidleicht  nur  gefehlt  hat  um  demselben  Beachtung  zu  verschaffen . 

Indessen  brauchen  wir  bei  den  genannten  2  Sätzen  nicht  stehen 
zubleiben.  Die  Hauptfrage,  ob  die  Willensfreiheit  existirt,  wird 
durch  jene  gar  nicht  in  Angriff  genommen.  Auch  in  Bezug  auf  sie 
macht  sich  die  leichtfertige  Logik  populär;  man  sagt:  das  vermeint- 
Eehe  Bewusstsein  der  Willensfreiheit  beruhe  auf  Selbsttäuschung; 
denn  für  jede  Wahl  gäbe  es  Bestimmungsgründe ;  fragt  aber  nicht 
danach,  ob  dieselben  zur  Entscheidung  hinreichen,  namentlich  wenn 


i 
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solche  teils  für,  teils  wider  sprechen.  Ein  mathematischer  Beweis 
der  Existenz  der  Willensfreiheit  lässt  sich  gehen.  Wir  wollen  im 
folgenden  die  drei  Fragen,  deren  letzte  sich  wieder  in  zwei  teilt, 
nach  einander  behandeln  und  die  Antworten  als  Thesen  yoranstellen. 

Ehe  wir  indes  damit  beginnen,  ist  es  nötig  den  Sinn  einiger 
Ausdrücke  zu  präcisiren. 

1)  Die  Wörter  „Ursache",  „Causalität"  gebrauchen  wir  nur  im 
physikalischen  Sinne.  Demgemäss  können  Vorgänge  an  concreten 
Gegenständen  durch  Ursachen  nur  in  Verbindung  mit  einer  Epoche, 
d.  h.  einem  vorausgehenden  momentanen  Zustande  derselben  Gegen- 
stände bestimmt  werden.  Die  Ursache  ist  ein  dauerndes  Gesetz^ 
ihre  Wirkung  eine  Zustaudsänderuug.  Nur  in  zeitlicher  Succession 
können  Vorgänge  causal  verbunden  sein,  die  gleichzeitigen  sind  es 
nicht. 

2)  Unter  den  möglichen  Verbalprädicaten  eines  Menschen  ist  es 
schwer  ein  hinreichend  allgemeines  zu  finden,  das  unabhängig  von 
der  Willensfreiheit  verstanden  würde.  „Handlung"  wird  als  activ 
gedeutet,  „Vorgang"  als  passiv,  und  Activität  unterscheidet  sich  nur 
durch  die  Willensfreiheit  von  Passivität.  Da  nun  für  eine  Unter- 
suchung über  die  Frage  der  Willensfreiheit  ein  Wort,  welches  ihr 
nicht  vorgreift,  unentbehrlich  ist,  so  wählen  wir  dazu  das  Wort 
„tun".  Dieses  wird  zwar  für  sich  activ  verstanden ;  doch  sagt  man  nach 
einem  vorausgehendem  Verbum,  auch  wenn  es  ein  Erleiden  be- 
deutet: „Er  tut  es".  Wir  setzen  daher  fest,  dass  die  Wörter  „tun'* 
und  „Tat"  hier  Activität  und  Passivität  ohne  Unterschied  umfassen. 

Satz  1.  „Die  Willensfreiheit  widerstreitet  nicht  dem  ausnahm- 
losen  causalen  Zusammenhange  der  Vorgänge". 

Ich  beginne  der  Deutlichkeit  wegen  mit  einem  Beispiele.  £s 
ist  ohne  Zweifel  möglich  eine  undurchdringliche  Fläche  und  eiueu 
schweren  Punkt  zu  denken,  gleichviel  ob  solche  in  der  materiellen 
Natur  existiren.    Eine  solche  Fläche  habe  die  Gleichungen: 

a;  =  pC0S(p;    y  =  (>sin9;     (>  «  r/;  —  sini/; ;     a  =«  1  —  costj;       (1) 

Die  sAxe  habe  die  positive  Bichtung  der  Schwerkraft.    Ein  Punkt 

von  der  Masse  1  bewege  sich  auf  der  Fläche,  allein  unter  dem  Kin- 

fluss   seiner  Schwere  g.     Dann  sind  die   ersten  Integrale  der   Bc- 

wegungsgleichungen : 

p«8<p  «  ydt  (2) 

(r"»l)'+&)'-'""'j+«  «) 

{y  und  h  constant) 
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Nach  Gl.  (3)  kann  dio  Spitze  v  —  0  nur  erreicht  werden  für 
X  =^  O.  Ist  dann  h  <  0,  so  wird  sie  aneh  nicht  erreicht;  für 
/»  =r  o  wird  sie  mit  NuUgesch windigkeit  erreicht;  für  ä>0  ist 
die  lebendige  Kraft  in  der  Spitze  nicht  erschöpft,  der  Punkt  geht  in 
der  Tangente  nach  oben  weiter  und  fällt  auf  sie  zurück,  ohne  dass 
die  Spitze  sein  Weiterfallen  hindern  kann.  Für  ä  =  0  hat  man 
nach   Gl.  (3)  (2): 

yf  —  Vfl^U— 'o);        9  —  const 


und  zwar  sei  für  t  <^t^ 
also 


9  =  « 
ir  =  (>C08cr;     y  =  psina 


Zar  Zeit  *  =  <o  verschwinden  ac,  y,  »,  9a:,  Sy,  8«,  werden  mithin 
unabhängig  von  a:  folglich  kann  aus  der  ganzen  Epoche  der  Be- 
wegang^  der  Wert  von  q>  für  alle  Folgezeit  nicht  bestimmt  werden. 
Wir  können  daher  beliebig  setzen: 

9  =  P    für    «  >  % 

2=:^C0S^;      y  =  ^sin^ 

Auf  den  Fall  ^  >>  0,  wo  das  Analoge  stattfindet,  brauchen  wir 
nicht   einzugehen. 

Hiermit  ist  gezeigt,  dass  das  einfachste  physikalische  Gesetz, 
das  der  Schwerkraft,  Fälle  theoretisch  zulässt,  wo  die  dasselbe  un- 
abänderlich befolgende  Bewegung  in  einzelnen  Zeitpunkten  sich  will- 
korlich  ändert,  indem  irgend  welche  Integrationsconstanten  willkür- 
liche andre  Werte  annehmen. 


£s  kommt  nun  bloss  darauf  an,   ob  etwas  entgegensteht,   dass 
der  Zeitpunkt  einer  Willensentscheidung   ein   singulärer  Punkt  der 
bezeichneten    Art    in   den  physischen  Vorgängen  ist    Nach   einem 
Satze  der  Physiologie  ist  jede  psychische  Tat,  Empfindung,  reflexives 
und  äusserndes  Denken,  von  gleichzeitigen  eindeutig  entsprechenden 
Vorgängen    in  den  Nerven   begleitet.    Nur  von    den   Organen   der 
Empfindung   und  des   äussernden  Denkens   sind  Vorgänge  bekannt, 
die  des  reflexiven  Denkens  sind  es  überhaupt  nicht.    Jede  Tat  aber, 
(Reflexion  oder  Gliederbewegung),  die  direct  aus  der  Empfindung  her- 
vorgeht,  ist  unfrei,  nur  aus    reflexivem  Denken  kann  ein  freies 
Wollen  hervorgehen.    Da  die  demselben  entsprechenden  physischen 
Vorgänge  gänzlich  unbekannt  sind,  so  ist  es  klarerweise  unmöglich 
einen  Einwand  gegen  die  Annahme  zu  erheben,  dass  sie  singulare 
Pankte  enthalten,  in  denen  sich  die  Folgen  mit  Erhaltung  des  Cau- 
saigesetzes  willkürlich  spalten,  w.  z.  b  war. 


»'KW 

I       ■'  "  i 

»HS  li 

ß 
li 
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Satz  2.  ,,Der  cansale  DeterminismaB  der  leblosen  Natur  wird 
durch  den  1.  Satz  nicht  berührt" 

In  der  Mechanik  physischer  Körper  kann  der  im  Beweise  zu 
Satz  1.  gedachte  Fall  nicht  vorkommen.  Denn  hier  kann  die  Fläche 
(1)  nur  vermöge  abstossender  Kräfte  undurchdringlich  sein,  während 
sie  daselbst  als  indifferent  betrachtet  ward,  und  der  bewegte  Punkt 
gehört  einem  System  von  Punkten  an ,  dessen  innere  Beziehungen 
die  Unabhängigkeit  von  o  und  ß  aufheben  würden.  Handelt  es  sich 
aber  um  physische  Vorgänge,  deren  Reduction  auf  Mechanik  zur 
zur  Zeit  noch  Problem  ist,  so  gehört  das  Bestimmtsein  der  Folgen 
durch  die  Ursachen  zu  don  Bedingungen  der  Lösung.  Nun  ist  die 
Lösbarkeit  aller  physikalischen  Probleme  überhaupt  nicht  apriori 
verbürgt.  Die  mögliche  Unlösbarkeit  schliesst  dann  den  Fall  singu- 
larer Unbestimmtheit  in  sich.  Folglich  ist  Satz  1.,  indem  er  die 
logische  Möglichkeit  singularer  Unbestimmtheit  innerhalb  der  fort- 
bestehenden Causalität  beweist,  eine  einfache  specielle  Bestätigung 
einer  auch  ohne  ihn  vorhandenen  Ungewissheit  und  vermindert  nicht 
die  Berechtigung  den  causalen  Determinismus  der  leblosen  Natur 
als  Antrieb  zur  Untersuchung  vorauszusetzen,  w.  z   b.  war. 

Satz  3.    „Nicht  alles,  was  Menschen  tun,  ist  vorher  bestimmt.'^ 

Wir  nehmen  an:  zwei  Menschen  il  und  ß  gehen  folgende  Wette 
ein.  Jeder  schreibt  eine  Zahl  auf.  Nach  Vergleichung  soll  der- 
jenige gewonnen  haben,  welcher  die  grössere  Zahl  aufgeschrieben  hat. 

Wüsste  nun  A  die  Zahl  b,  welche  B  schreibt,  so  würde  er  eine 
Zahl  a  >>  5  schreiben.  Wüsste  auch  B  die  Zahl  a,  welche  A  schreibt, 
so  würde  er  eine  Zahl  5  >>  a  schreiben.  Es  ergäbe  sich  der  Wider- 
spruch 

Folglich  ist  es  unmöglich,  dass  Jeder  vorher  weiss,  was  der  Andere 
tun  wird. 

Offenbar  ist  nun  der  resultirende  Widerspruch  unabhängig  von 
aller  Begabung  und  allen  Geistesfähigkeiten  der  zwei  Beteiligten. 
Wäre  also  das,  was  jeder  tut,  notwendige  Folge  alles  dessen,  was 
vorhergegangen  ist,  so  könnte  man  annehmen,  dass  A  und  B  von  allen 
mitwirkenden  Tatsachen  Kenntniss  gehabt,  und  die  notwendige  Folge 
daraus  sicher  geschlossen  hätten.  Es  ist  daher  ebenso  unmöglich, 
dass  die  Wahl  der  Zahlen,  welche  Beide  trafen,  aus  allem  Vorher- 
gegangenen mit  Notwendigkeit  hervorgieng. 

Mit  Anwendung  auf  alle  Menschen  und  alle  Zeiten  folgt  daraus, 
dass  es  nicht  mehr  als  einen  Menschen  gegeben  haben  kann,  dessen 
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dmtliches  Tdd  determiDirt  wäre,  und   dass  dieser  eine   l&Dgst  tot 
sein  wOrde. 

Satz  4.  „Ueber  alles  Tan  der  MoDSchen,  welches  nicht  durch 
Urstcheo  vollständig  bestimmt  ist,  entscheidet  der  Wille." 

Die  B^rOndDDg  dieses  Satzes  ist  empirisch  nnd  bedarf  der  £r- 
glnznug  dnrch  eine  Hypothese. 

Znn&chBt  maas  ich  eine  Argumentation  abweisen,  die,  so  beliebt 
sie  sach  sein  mag,  ans  irrigem  nnd  sehr  verderblichem Princip  her- 
vorgeht. Wäre  nämlich  keine  Entscheidang  apriori  vorhanden,  so 
«Orden  die  Torgänge  nach  Znfall  eintreten.  Dies  scheint  Vielen 
Dodenkbar,  nnd  sie  halten  die  Unmöglichkeit  damit  ftkr  bewiesen. 
Dennoch  würde  die  Vernunft  gegen  die  erfolgende  Tatsache  nichts 
dnznwenden  vermögen.  Dadurch,  dass  das  erkennende  Sabject  etwas 
(die  Ursache)  bedarf,  kann  das  Object  nicht  gezwangen  sein  sich 
ilem  Bedürfnisse  gemäss  zn  verbalten.  Jene  Scblnssweise  ist  ein 
Selbstbetrng,  der  oft  als  anbewnsstes  Vorurteil  einwurzelt  nnd 
pgen  die  offenen  Bahnen  der  Erkenntniss  blind  macht 

Unser  Fall  lässt  ans  den  fehlenden  apriorigchen  Beweis  nicht 
vermissen.  Die  Erfahrung  gibt  uns  reichlich  die  Beantwortung  un- 
serer Frage.  In  unzähligen  Fällen  geht  der  Tat  der  Qedanke  der 
Tat  bewasstermassen  voraus.  Die  Uebereinstimmung  des  Gedankens 
mit  dem  folgenden  Geschehen  zeigt  dann  die  Abhängigkeit  des  letz- 
tem vom  Gedanken.  Die  Zeit  zwischen  beiden  kann  beliebig  kurz, 
mitbin  anmerklich  sein,  d.  h.  zur  bewussteo  Auffassung  der  Sac- 
ceBsion  nicht  hinreicheu.  Gleichzeitigkeit  des  Gedankens  mit  dem 
gedachten  Geschehen  aber  ist  unmöglich.  Denn  wir  denken  stets, 
mit  Ueberspringnng  der  executiven  Nerven-  und  Mnskel Vorgänge, 
nnmittelbar  au  die  Gliederbewegnng  (wenn  nicht  noch  darüber  hin- 
ans  an  die  Wirkung  auf  äussere  Gegenstände);  daher  liegt  stets 
iwischen  dem  Gedanken  und  der  entsprechenden  AnsfOhrnug  dnrch 
die  Glieder  die  Zeit  der  Fortpflanzung  vom  Gehirn  bis  zn  den  Glie- 
dern. Der  Gedanke  nnn,  der  in  der  genannten  Beziehung  zn  dem 
ihm  folgenden  Geschehen  steht,  heisst,  wofern  letzteres  nicht  ursäch- 
lich bestimmt  war,  der  Wille. 

Hiermit  ist  unter  Satz  noch  nicht  vollständig  bewiesen,  weil 
noch  fraglich  bleibt,  ob  neben  den  durch  Willen  entschiedenen,  es 
noch  andre  ursächlich  nicht  bestimmte  Vorgänge  geben  kann,  die 
la  keiner  Entscheidung  gelangen,  bevor  eine  noerklärbare  Tatsache 
fuücheidend  eintritt. 

Znr  Ergänzung  stelle  ich  folgende,  gewiss  zulässige  Hypothese 
asf:  „Jedem  singularen  Paukte  in  den  Nervenvorgftngen,  in  welchem 
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die  Folgen  cansal  nnbestinimt  werden,  entspricht  in  der  Seele  ein  ge- 
steigert klares  Bewnsstsein  der  wirklichen  objectiven  Umgebnng  des 
Menschen  and  der  in  dem  Augenblicke  erlangten  Freiheit" 

Dies  angenommen,  ist  es  nicht  möglich,  dass  die  erfolgende 
Nervenaction  anders  endigt  als  dem  Gedanken  entsprechend,  ohne 
dass  der  Mensch  es  merkte,  mithin  wttrde  es  sich  als  Ausnahme 
von  der  allgemeinen  Erfahrung  offen  darstellen. 

Die  Bestätigung  anlangend,  ist  zunächst  die  Annahme  an  die 
Hand  gegeben,  dass  die  Gliederbewegung  eines  vernünftigen  Wesens 
mit  der  richtigen  Vorstellung  von  seiner  Umgebung  verbunden  ist, 
weil  sie  Bedingung  des  beabsichtigten  Erfolges  der  Bewegung  ist. 
Eine  auffallend  treffende  Bestätigung  hat  gewiss  schon  Maneher  im 
halbwachenden  Zustande  erlebt,  wo,  solange  noch  traumhafte  Vor- 
stellungen von  der  Oertlichkeit  in  das  Erwachen-wollen  sich  ein- 
mischen, alles  Streben  die  Glieder  zu  bewegen  erfolglos  ist,  im 
Augenblicke  aber  der  Erinnerung  an  die  wirkliche  Oertlichkeit  die 
freie  Gliedörbewegung  und  das  volle  Erwachen  sofort  eintritt. 
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XVI. 

Gonstruction  einer  Begelfläche  aus  gegebener 

Strictionslinie« 

Von 

R.  Hoppe. 


Eis  soll  zuerst  das  vollständige  System  von  Begelflächen,  welche 
eine  gegebene  Cnrve  zur  gemeinsamen  Strictionslinie  haben,  analy- 
tisch dargestellt,  dann  das  Resultat  geometrisch  interpretirt],  nnd 
der  Constmctionsweg  einer  beliebigen  Begelfläche  gezeigt  werden. 

Gegeben  sind,  mit  der  Cnrve  «,  die  Bichtnngscosinns  der  Tan- 
gente /,  ^,  A,  der  Hauptnormale  /',  g\  h\  der  Binormale  ^,  m,  n, 
der  EjrOmmungs-  und  Torsionswinkel  t  und  d-. 

Gesucht  sind  die  Bichtnngscosinns  a,  6,  e  der  Erzeugenden  der 
Begelfläche.    Bedingung  daffir,  dass  8  ihre  Strictionslinie  sei,  ist 


Setzt  man 


fda+gdb  +  hdc^O 


(1) 


da    db    de 
5o  sind  K~%  K-f  ö-   die  Bichtungscosinns  einer  Geraden  L,  welche 

auf  der  Tangente  von  t  senkrecht  steht,  haben  daher  den  allgemei- 
nen Ausdruck: 

da 


g^  — /'co8f»+  lsinti=p 

db        ,  ,       . 

g- =flf'cos^+msinf»  — g 


(2) 


de 
dv 


—  VC0Sfft4~^^f*  ^  ^ 


rik 
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Sofern  f*  willkürlich  bleibt,  sind  p^  g,  r  bekannte  Grössen. 


Setzt  man 


a»»  -  ap«+ag«-f-ar» 


p%  = 


qdr  —  rdq 


ho 


Qi 


J  « 


r  9p  —  pdr 

dp   d*p 

^  dw  9io* 

dq    3*g 
^  8iü  9io^ 


pdq^qdp 
dw 


so  wird 
9»/j 


S»^ 


8«i 


S^u-^Pi-P\     g^.i«^(Zi~r,      g-,«^r,~r 


dw  dw  ^     dw 


—  — ^ 


9^        9r| 

9w*      9u; 


OW 


d^r\^ 


z/»+l 


Durch  dreimalige  Differentiation  der  Gleichung 
erhält  man  vermöge  der  Formeln  (2)  (6): 

pa'\-qb'\-rc  =  0 
dp      t   da  ,   ,   dr  dv 


IW 


w 


•  1  ^'^ 


z/9 


W' 


woraus : 


daher: 


integrirt: 


dp  dv      px  9*v 

/i  ,-■  — -  -  -     —  — •     etc. 

9io  dw      A  9io*' 


1  /9»v\» 


..+..+.. -.-(ö'+i(S) 


dv 

dto 


eingelahrt  in  die  Gleichung  (10): 


Ahm 


(3) 
(4) 


(5) 


(6) 


(7) 
(8) 

(9) 
(lO 


(11) 
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a  «=  —  ^sin    /  Jdw—p^cos  j  jdtc^    etc. 
Die  GleichuDgen  der  Regelfläche  läaten  also: 

a^  ^x  —  u  (^  /  z/3io+PjC08  /  ddwj'y    etc. 


(12) 


(13) 


Sei  nnn  ^^  eine  Carve,  deren  Tangente  die  Richtangscosinns  p^ 
9,  r  h&t;  dann  ist  nach  Gl.  (3)  w  ihr  Krümronngswinkel   und  nach 

Gl.  (5)  ^  ihr  Krümmangsverhältniss,  das  wir  darch  g-  bezeichnen, 
daher 


ly  +  Cönst  •=»   /  ^Idw 


(14) 


ihr  Torsionswinkel;  ferner  sind  die  Richtnngscosinns 

ihrer  Hauptnormale  ^t  ä^»  ö" 

*^  ow    oto    oto 

ihrer  Binormale  p^,  ^i,  r^ 

Ist  demnach  tz/g  parallel  tf;,,  und  sind  a^a^s^s,  fl^sys^s   entsprechende 
Goordinaten  beider  Curven,  so  ist 

fl^s  —  aj,  — fc  ^  cos(i?+»)  -  p,  sin(iy+«)  I ;    etc 
Diese  Gleichungen  sind  identisch  mit  den  Gl.  (12),  wenn  man 


arg  — «g 


a;     etc. 


und  »-f~K  AI'  ^^^  Stelle  der  Constanten  in  GL  (14)  setzt;  und  zwar 
bedeutet  k  den  Normalabstand  der  Parallelen,  und  es  zeigt  sich, 
dass  a,  6,  c  die  Richtungscosinus  ihrer  gemeinsamen  Normale  sind. 

Um  also  aus  der  Strictionslinie  s  die  Regelfläche  zu  construirco, 
hat  man  erst  eine  beliebige  Normalenfläche  an  s  zu  legen,  indem 
man  eine  Gerade  X  an  <  gleiten  lässt,  die  beständig  mit  der  Tan- 
geute einen  rechten  AVinkcI  macht,  dabei  aber  beliebig  um  die  Tau- 
gcote  rotiren  kann.  Diese  Gerade  hat  dann  die  Richtungscosinus  p, 
q^  r.  Dann  beschreibt  man  (als  Nebenfigur)  eine  Corvo  if/g,  deren 
Tangente  in  den,  den  Curvenpnnkten  von  s  entsprechenden  Punkten 
den  obigen  Normalen  von  s  gleichgerichtet  ist,  und  parallel  mit  ihr 
eine  Curve  ^s-  Parallel  mit  der  Verbindnngsgeraden  der  entspre- 
chenden Punkte  von  t^^  ^^^  ^s  ^^^ht  man  endlich  durch  den  ent- 
sprechenden Punkt  von  s  die  Erzeugende  der  gesuchten  Regelfläche. 


i\ 


ii 


i 
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Das  Resultat  enthält  2  willkürliche  Functionen  und  2  willkür- 
liche Constanten.  Zunächst  ist  die  Rotation  von  L  um  die  Tangente 
von  ff,  gemessen  durch  die  Variable  (i^  willkürlich.  Ferner  bleibt 
bei  Bestimmung  von  rff^  durch  die  blosse  Tangente  das  Linienelo- 
ment  dtf/^  willkürlich.  Endlich  sind  zur  Bestimmung  der  Parallele 
Vs  noch  2  Constanten  willkürlich  festzusetzen,  der  Normalabstand  h 
und  der  Winkel  x  zwischen  der  gemeinsamen  Normale  und  einer 
solchen  für  eine  beliebig  fest  zu  wählende  Parallele  if'o* 

Von  der  im  Vorstehenden  gelösten  Aufgabe  sind  bereits  zwei 
Specialfälie,  der  eine  für  eine  ebene,  der  andre  für  eine  sphärische 
Strictionslinie,  in  einer  Schrift  von  G.  Pirondini:  „Sülle  superficie 
rigate'^  Battaglini  G.  XXV.  —  unter  vielen  andern  die  Regelflächen 
betreffenden  Fragen  behandelt  worden. 
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349 


xvn. 

Miscellen. 


1. 

Dreittilangr  Jedes  Winkels  mittelst  fester  Kegrelsehnltte. 

(Dritter  Artikel). 

Im  Anschluss  an  meine  früheren  Mitteilungen  in  diesem  Archiv 
(IL  Reihe,  lOter  Teil,  pag.  333  —  336  und  pag.  441  —  442)  und  an 
eine  inzwischen  veröffentlichte  Abhandlung ')  wird  nunmehr  die  Drei- 
teilnug  jedes  Winkels  mittelst  einer  festen  Ellipse  augegeben.  Sie 
beruht  auf  folgendem  Lehrsatz: 

Wenn  man  die  eine  der  beiden  Katheten  (CJ9  «  a)  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  ACB  in  zwölf,  die  andere  (CA  »  h) 
in  vier  gleiche  Teile  teilt,  durch  den  fünften  Teilpunkt  E 
der  ersteren  und  den  dritten  Teilpunkt  F  der  letzteren 
Parallele  zu  den  Katheten  legt,  deren  Schnittpunkt  O 
heisse,  FA  durch  A  bis  G  verlängert,  sodass  FG  die  Grösse 

der  Höhe  eines  über  -  errichteten  gleichseitigen  Dreiecks 

erreicht,  OBi  und  OB^  gleich  OG  und  OA^^  und  OA^  zu 
Höhen  des  über  BiB^  errichteten  gleichseitigen  Dreiecks 
macht,  so  wird  der  dem  Dreieck  ACB  umgeschriebene 
Kreis  von  der  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  O  und  deren 
Achsen  A^A^  und  ByB^  sind,  in  C  und  den  drei  Punkten 
Pi,   Py   und  Ps  derartig  geschnitten,   dass  AP^  und  BP^ 


1)  Wissenschaftliche  Beilage  zam  Programm  des  Falk-Realgjmnasiams 
zn  Berlin.  Ostern  1892.  Ueber  einige  Lösungen  des  Trisectionsproblems 
mittelst  fester  Kegelschnitte.  Von  Wilhelm  Panzerbieter.  R.  Gaertners  Ver* 
lagabnchbandlnng  (Hermann  Heyfelder). 
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TrisectioDBlinien  der  spitzen  Winkel  BÄC  und  ABC^  AF^ 
BP^  Trisectionslinien  der  entsprechenden  Nebenwinkel  und 
MPi  nnd  MP^  Trisectionslinien  der  Winkel  BMC  und 
AMC  sind. 

5a  bi/3 

Beweis:  Da  FO  «-  r^  und  FG  «=»  -^  ist,  so  folgt: 


1  /25a*       36*- 
OG^y  ^^  4-  —  =  0^1  =  J,     und     OA^  ==  Ä^ V3 

Die  halbe  lineare  Excentricität  der  Ellipse  ist  daher  gleich  b{}/2\ 
ihre  numerische  Excentricität  e  gleich  V|.  Macht  man  OA^  zar 
Wachse  und  OB^  zur  Fachse  eines  Coordinatensystems,  so  lautet 
die  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse 

ac*         y* 

oder: 

,«  ■  „  .      25a«  ,  96*  _, 

Verlegt  man  nun  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  durch 
parallele  Verschiebung  der  Achsen  von  O  nach  dem  vierten  Teil- 
punkt  L  der  der  Kathete  a,  so  nimmt  die  Gleichung  (I),  da  x  —  ^b 

für  X  und  y—  '^(^i^T  y  zu  substituiren  ist,  die  Form: 

**-3^^+i6    +^^       2«^  +  48=  "48  +  16 
oder: 

2»«  -3&a;  +  6y«- ay  =  a«  (11) 

an,  während  die  Gleichung  des  dem  Dreieck  ACB  umgeschriebenen 
Kreises 


(-ö'+ ('-!)•= 


r« 


a*4-Ä* 
lautet  und,   da  r«  =  — j—  ist,  in 

oder: 

2a« 
3««-3te+3y«-ay  =  -^  (III) 

übergeht     Durch  Snbtraction  der  Gleichung  (III)  von  (II)    ergiebt 
sich: 
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oder: 

y»-i^*  =  i-  (IV) 


a« 


Da  Dun  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  der  Ellipse  und  des 
Kreises  auch  der  Gleichung  (lY)  genügen  niQssen  und  diese  letztere 
eine  der  beiden  Hyperbeln  (c  =  2)  darstellt,  deren  Schnittpunkte 
mit  dem  Kreise  nach  den  früheren  Mitteilungen  die  Bogen  der 
Centriwinkel  2«  und  2j3,  180^—2«  und  18U<*— 2^?  etc.  triseciren  (wenn 
annd  ß  die  spitzen  Winkel  iJiC  und  ABC  bedeuten),  so  ist  hiermit 
der  obige  Lehrsatz  bewiesen. 

Ans  demselben  ergiebt  sich  folgende  (weniger  einfache)  Gon- 
struction  für  die  Dreiteilung  jedes  beliebigen  (concayen)  Winkels 
2j}  mittelst  der  festen  Ellipse  0'{b  =  y|): 

Man  zeichne  ein  rechtwinkliges  Dreieck  (iRS  mit  dem  spitzen 

5ÄS'  RQ 

Winkel  RQSz=ß^  mache  RT=z--^  und  72^  =  -t- V3,   construire 

das  dem  Dreieck  üRT  ähnliche  Dreieck  WRZ,  dessen  Hypotenuse 

die  Länge  der  halben  kleinen  Achse  CB^   [hat  und  ziehe  durch  Z 

die  zu  SQ  parallele  Gerade  ZN.    Alsdann  trage  man  die  Kathete 

RN  auf  der  Hauptachse  der  Ellipse  von  A^'  bis  K  und  die  andere 

Kathete  RZ  auf  der  Scheitcltangente  als  A^'U  ab,  verlängere  diese 

durch  A^'  bis  •/,  sodass   A^J=^  Ma'^   wird,   lege  durch   H  und  J 

Parallele  zur  Hauptachse,  bis  erstere  die  Ellipse  in  C,  letztere  die 

durch  C  zu  HK  gelegte  Parallele  in  M  schneidet .  und  schlage  um 

U  mit  dem  Radius  MC  den  Kreis.    Dieser  trifft   den  Schenkel  des 

an  JM  in  M  anzutragenden  Winkels  ß  \xi  A  und  die  Ellipse  in  einem 

zwischen  A  und  C  liegenden  Punkte  Pj,  für  welchen  Wkl.  AMP^  = 

2/J 
\  Wkl.  AMC  =  -n  ist.    Für  die  beiden    anderen  Schnittpunkte  P, 

nnd  Pj  ist  Wkl.  AMP^—  i(360®  —  2/?)  und  Wkl.  AMP^  =  J(360«+2i5) . 

Wilhelm  Panzerbieter. 


2. 

]>er  Sehwerpunkt  des  Dreiecks  als  Schwerpunkt  eines  Systems 

von  Yiereeken. 

Auf  2  Geraden  G^  H  seien  vom  Schnittpunkt  P  aus  2  Strecken 
a,  b  je  2  mal  in  gleicher  Richtung  abgetragen,  so  dass 


852  JlüoeUe». 

PQ  =  QiS  -  a  (auf  G)\     PR=:RT  =  b   (auf  H) 

wird.    Die  Yerbindungsgeraden  QT  und  RS  schneiden   sich  in 
Dann  ist  M  zunächst  Schwerpunkt  des  Dreiecks  PST, 

Jetzt  trage  man  ferner  auf  G  von  Q  aus  nach  beiden  Seiten  ] 
die  Strecke  CM  »  qc^  m  und  von  R  aus  nach  beiden  Seil 
hin  die  Strecke  RB  =  RD  -»  n  ab.  Dann  ist  M  auch  Schw« 
punkt  des  Vierecks  ÄBCD, 

Indem  971  und  n  unabhängig  yariiren ,  erhält  man   ein   Syst«  ^^^  i 
von  Vierecken  mit  gemeinsamem  Schwerpunkt.    Durch  Vertauschu  ^-^ 
der  Seiten    des   Dreiecks   AST  ergeben   sich    3  analoge  Systen 
Das  Gesamtsystem  ist  bestimmt,  wenn  das  Dreieck  gegeben  ist. 

Sei  jetzt  M  allein  gegeben;  dann  ziehe  man  durch  M  beliel 
QT,  nehme  die  Strecke  MQ  beliebig  und  mache  MT  —  23£Q,  zie  ^^ 
durch  Q  beliebig  PS  und  trage  die  beliebige  Strecke  a  =  QP  »  < 
nach  beiden  Seiten  auf.  Dann  hat  man  das  allgemeinste  Dreie 
PST  und  construirt  daraus  nach  dem  Vorigen  das  allgemeine 
Viereck  mit  dem  Schwerpunkt  M. 

Zar  analytischen  Darstellung  sei   M  Anfang  der  xy^   femer 
und  ß  die  Richtungswinkel  von   QT  und   QS  gegen  die  x,    fem« 
QM » c,    QS  '^  a.    Dadurch    ist   der  Richtungswinkel    7    von   P. 
schon  bestimmt,  und  man  hat,  indem  man  von  M  aus  den  Linii   \^ 
der  Figur  folgt,  unmittelbar  die  Coordinaten  der  4  Ecken: 

(für  i4)  X  =»  — ccosa  — mcosjS;    y  =»  — csin« — msin/S 
(für  Cf)  X  ^  — ccosa-^mcosß:    y  =  —  c sin « -j- »» sin ^ 


(für  5)  a?  =  iccos«  —  ^acos/J  -  neos g?;     etc. 
(für  £))  3;  «  j(;cosa  — jacos/9-{-ncoS9;    etc. 

3csintt-f-osin/? 

^^       3ccosa-|-aco8/? 


R.  Hoppe. 
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^  Leipzig. 
C.  A.  Koch 's  Vcrlagsbachhandlung, 

1892. 


Im  Verlage  von  Cfeorgr  Reimer   in   Berlin   ist    soeben  erschienen  nnd 
durch  alle  Bachhandlangen  zu  beziehen: 

Jahrbnch  Aber  die  Fortschritte  der  NatheMatili,  begründet 

von  Carl  Ohrtmann.    Im  Verein  mit    anderen    Mathemadkem    und  anter 
besonderer  Mitwirkung  der  Herren    Felix    Müller    und    Albert  Wangerin, 
herausgegeben  von  Emil  Lampe. 
Band  XXI.    Jahrgang  1889.     [In  3  Heften.]     Heft  III.     M.  13.^. 


Verlag  von  Lonis  Kebert  in  Halle  ajS, 

Koestler,    Prof.   H.,    Oberlehrer,  Torscliule  der  tteometrlc. 

Siebente  verb.  Auflage.  Mit  47  Holzschn.  gr.  8^.  kart  50  Pf. 

Koestler,  Prof.  H.,  Iieltfaden  d.  ebenen  Geometrie  f.  höhere 
Lehranstalten.    3  Hefte.    Mit  vielen  Holzschn. 

I.  Heft:  Konipmenz.  Dritte  teil w.  umgearb.  Auflage,  gr.  8^ 

kart    1  Mark  25  Pf. 

II.  Heft:  liCl&re   vom    Flüehenlnhalt    —  Konstrah* 

tionBlelire.    Zweite,  teilw.  umgearb.  Auflage,    gr. 
80.    kart.    80  Pf. 

III.  Heft:  Die  Aehnlielikeii;  der  Fiinnren.    Zweite,  teilw. 
umgearb.  Auflage,    gr.  8®.    kart.  1  Mark. 

Koestler,  Prof.  H.,  I«eitfaden  f&r  den  Anfanipsunterrielit 

in  der  Arithmetik  an  höh.   Lehranstalten.    Zweite  verm. 
u.  teilw.  umgearb.  Auflage,    gr.  8^.    kart    90  Pf. 

Hoffmann,  Prof.  J.  G.  Y.,  (Redact.  d.  Zeitschr.  f.  math.  u.  naturw. 
Unterr.)  Vorschule  der  Geometrie.  2  Teile.  Mit  270 
Holzschn,  u.  2  Fig.-Tafln.    gr.  8^    geh.    5  Mark. 

Rolf,    Prof.  W.,  Elemente  der  projeetivisehen  Geometrie. 

Mit  vielen  Holzschn.  gr.  8^.    geh.    2  Mark  50  Pf. 

Odstri'il,  Prof.  Dr.  J.,  Kurze  Anleituuip  zum  Rechnen  mit 
den  (llamilton*0chen)  l|uaternionen.  gr.  8®.  geh.  2  Mark 
25  Pf. 

Emsmann,  Dr.  6.,  Mathematische  dxcnrsfonen.  Zugleich 
„Sammlung  mathemat.  Abiturienten-Aufgaben.^*  Mit  2  lithogr. 
Fig.-Tafln.    gr.  8».    geh.    3  Mark  60  Pf. 

Dronke,  Dr.  A.,  £inleitun||    in  die    höhere   Ali^ebra.    Mit 

12  Holzschn.    gr.  8.    geh.    4  Mark  50  Pf. 

Oldenburger,  G.  u.  Engels,  Materialien  ffir  das  gewerb- 
liche Rechnen.  Mit  17  Holzschn.  u.  4  Fig.-Tafln.  gr.  S^, 
geh.    1  Mark  50  Pf.    —  Lösungen  dazu  1  Mark. 

Wiegaud,  Dr.  Aug.,  (Verf.  d.  bekannt,  mathem.  Lehrbücher.)  Wie 
mir's  eri^inip.    Autobiogr.  Skizzen.    8^    geh.    2  Mark. 
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XVIU. 


Beiträge  zur  Lehre  von  der  n-fachen 

Mannigfaltigkeit. 


Von 

H.  KOhne. 


Es  ist  in  neuerer  Zeit  vielfach  der  Versach  gemacht  worden, 
Lehrsätze  der  elementaren  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes 
auf  die  n-fache  Mannigfaltigkeit  zu  erweitern,  und  man  ist  hierbei 
zu  Ergebnissen  gekommen,  die  nicht  nur  fOr  die  Mannigfaltigkeits- 
lehre selbst  von  Interesse  sind,  sondern  sich  auch  darin  als  von 
Wichtigkeit  erweisen,  dass  sie  das  Specielle  erkennen  lassen,  welches 
der  Ebene  und  dem  Raum  als  2-  bzhw.  3-facher  Mannigfaltigkeit 
anhaftet  Einen  Versuch  in  eben  dieser  Richtung  stellt  die  nach- 
folgende Arbeit  dar.  Sie  giebt  im  wesentlichen  eine  Verallgemeine- 
rung einiger  aus  der  Lehre  von  den  harmonischen  Punkten  und 
Strahlen  bekannten  Sätze,  denen  sich  zum  Schluss  einigo  Betrach- 
tungen Aber  die  conforme  Abbildung  in  der  n-fachen  Mannigfaltig- 
keit anreihen. 

Von  den  mir  bekannten  Arbeiten  handelt  eine  Abhandlung  des 
Herrn  Schlegel:  Quelques  th^oremcs  de  g6om6trie  äi  n  dimensions. 
Bull.  S.  M.  Fr.  X  über  denselben  Gegenstand,  doch  geschieht  die 
dort  an  gegebene  Verallgemeinerung  in  einer  etwas  anderen  Richtung. 
Inbezug  auf  die  Betrachtungen  über  conforme  Abbildung  bemerke 
ich,  dass  ich  mich  eng  an  die  Untersuchungen  Liouvilles,  die  er 
in  einer  Anmerkung  zu  Monge,  Applications  de  l'analyse  ä  la  g^o- 
m^trie  veröffentlicht  hat,  angelehnt  habe.  Dort  befindet  sich  das 
von  uns  bewiesene  Theorem  für  den  Raum  abgeleitet 

Ank.  d.  Mfttk.  u.  Fhys.    3.  Beihe,  T.  XL  SS 


354  Kühne:  Beiträgt  gur  Lehre 

Was  die  BezeichnnDgsweise  anbetrifft,  so  werde  ich  mich  eng  an 
die  Bezeichnungen  des  Herrn  Professor  Kronecker,  wie  er  sie  in  seiner 
Vorlesung  Aber  Determinantentheorie  zu  gebrauchen  pflegte,  an- 
schliessen.  Da  ich  mich  ferner  auf  diese  Vorlesung  häufig  zu  stützen 
habe,  so  mache  ich  mit  Vergnflgen  von  der  gütigen  Erlaubniss  des 
Herrn  Professors  Gebrauch,  die  Hauptsachen  des  über  Mannigfaltig- 
keitslehre in  jener  Vorlesung  Vorgetragenen  in  Kürze  anzuführen: 
das  soll  in  den  §§  1^3  geschehen.  Zugleich  verfehle  ich  nicht,  an 
dieser  Stelle  meinen  tiefgefühlten  Dank  gegen  Herrn  Prof.  Kronecker 
für  die  gütige  Erlaubniss  im  besondern,  sowie  für  die  Anregung 
und  freundliche  Förderung,  die  er  mir  bei  dieser  Arbeit  hat 
zuteil  werden  lassen,  im  allgemeinen  auszusprechen,  und  ferner 
meinem  lebhaften  Bedauern  Ausdruck  zu  verleihen,  dass  es  mir  nicht 
vergönnt  gewesen  ist,  ihm  diese  Arbeit  veröffentlicht  zu  überreichen. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  der  besseren  Uebersichüichkeit 
wegen  und  um  die  Analogie  mit  Bekanntem  schärfer  hervortreten 
zu  lassen,  die  Arbeit  in  Paragraphen  eingeteilt  ist,  an  deren  Spitze, 
wenn  tunlich,  die  Lehrsätze  angegeben  sind,  deren  Verallgemeine- 
rung der  betreffende  Paragraph  enthält. 


§  1. 

Wie  in  der  Ebene  ein  Punkt  durch  2 ,  im  Räume  durch  3  Ab- 
messungen bestimmt  wird,  die  man  Coordinaten  nennt,  so,  wollen 
wir  sagen,  bestimmen  n  Grössen  —  mit  s-a  (A  —  1,  2  .  .  .  n)  seien 
sie  bezeichnet  —  einen  Punkt  in  einer  n-fachen  Mannigfaltigkeit, 
und  alle  Punkte  dieser  Mannigfaltigkeit  werden  erhalten,  indem  man 
den  schj  die  wir  auch  hier  Coordinaten  nennen  wollen,  alle  möglichen 
reellen  Werte  von  — od  bis  -}-od  giebt.  Bestehen  zwischen  den  vk 
n  —  v  von  einander  unabhängige  Gleichungen,  oder  sind  alle  xh  durch 
V  unabhängige  Veränderliche  ausgedrückt,  so  können  nur  v  der  xk 
beliebig  gewählt  werden,  dadurch  sind  die  übrigen  bestimmt.  Dabei 
werden  aus  sämtlichen  Punkten  der  n-facheu  Mannigfaltigkeit  be- 
stimmte ausgesondert,  wir  wollen  sagen:  alle  diese  Punkte  liegen 
auf  einer  aus  der  n-fachen  herausgeschnittenen  v- fachen  Mannig- 
faltigkeit, und  wir  erklären  die  gegebenen  Gleichungen  als  die  Glei- 
chungen  dieser  Mannigfaltigkeit.  Sind  diese  Gleichungen  linear,  so 
nennen  wir  die  Mannigfaltigkeit  eben.  Der  Einfachheit  halber, 
wollen  wir  eine  ebene  v-fache  Mannigfaltigkeit  eine  WItv,  eine  be- 
liebige eine  Mp  nennen. 

Nach  diesen  Erklärungen  ist  die  Gleichung  einer  SKn-i,  die  der 
Ebene  im  Räume,  der  Geraden  in  der  Ebene  entspricht. 


twn  der  n-faehen  MannuffaUigheit,  335 

EcfXfr^O        (r  =  0,  1.   .   .n) 

r 

wobei  a>r(r  -»  1,  2  .  .  .  n)  die  laufenden  Goordinaten  sein  sollen 
und  xp^  =  1  ist.  Diese  Gleichung  enthält  insofern  eine  Unbe- 
stimmtheit, als  si  e  noch  mit  einem  beliebigen  Factor  multiplicirt 
werden  kann.     \?fthlen  wir  diesen  Factor  als  den  reciproken  Wert 

M 

der  positiven  Quadratwurzel  aus  2er\   so  erhalten  wir  die  Form: 

M 

e^-^   ÜCrTpr  —  0 
r=l 

mit  der  Bedingung 

1S  Cr*  -  1 
r=l 

Diese  Form  wollen  wir  als  die  Normalform  der  Gleichung  einer 
äRtt-i  bezeichnen. 


Haben  wir  zwei  9Rn-i: 
f  ^  E  Cr  Tpr  +  e^   —  0        fEe^  «  Xc/*  —  1 

r 
f    '^   E  Cr  Xpr  H-^o' 


>    -0  /Ecr*«^   Xc/*-    Iv 

,'=0        yr—  I,  2...nl 


BD  sei  der  Ausdruck 


E  Cr  Cr 
r=l 


als  der  Correlationsfactor  der  beiden  SRm-i  bezeichnet;  wir 
schreiben : 

COrC/,/')-    EcrCr' 

Der  Correlationsfactor  entspricht  dem  cosinus  des  Neigungswinkels 
zweier  Ebenen  im  Räume,  zweier  Geraden  in  der  Ebene.  Er  liegt 
wie  dieser  zwischen  — 1  und  "{-l^  was  man  aus  der  folgenden  Un- 
gleichung sieht: 

2(iq:cor(/;  f'))  =  Ecr^+Ec/^T'^^crc/  -  E(cr  -c/)*>0 

r  r  r  r 

Weiter  erklären  wir  in  der  Ttn  als  den  Abstand  zweier  Punkte, 
deren  Goordinaten  ä^ir  bzhw.  X2r  seien  (r  «>  1,  2  .  .  . )«  den  Aus- 
druck: 


V 


N 

E  (Xlr  —  Xir)* 
r=l 


Soll  die  Form  dieses   Ausdrucks   erhalten  bleiben,   wenn   wir  die 
Goordinaten  xk(h  —  1,   2...  n)  linear  durch  andre  lEk{h  —  1,  2  ...  n> 


SS« 
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ausdrücken,  oder  mit  andern  Worten,  nm  in  Analogie  za  Ranm  und 
Ebene  zu  reden,  nehmen  wir  eine  Coordinatentransformation  vor,  so 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Goefficienten  der  Trans- 
formation : 

xh  =  a*+  ^«AJk^         (A,  Ä?  —  1,  2  .    .    .  n) 
Je 

den  Bedingungen  gentLgen 

Sahi^hk  «=  ^a         (Ä,  »,  Ä  =  1,  2  .    .    .  n) 

h 

wobei  Ja  =  1  ist  für  %  »  ky  und  »  0  für  %  ^  k.  Es  sei  noch  hierbei 

bemerkt,  dass  durch  Coordinatentransformation  sich  die  Gleichungen 
jeder  SR,  auf  die  Form 

sc«  =»  0        («  «=  v-{-l  .   .   .  n) 

bringen  lassen,  und  dass  Eigenschaften,  die  von  dem  Abstand  von 
Punkten  abhangen,  und  die  sich  für  diese  specielle  Form  der  Glei- 
chungen leicht  erweisen  lassen,  ohne  weiteres  auch  für  die  allge- 
meine Form  der  Gleichungen  als  giltig  angesehen  werden  können. 

Ferner  erklären  wir  als  den  Abstand  eines  Punktes  von  einer 
äRy  den  kürzesten  unter  den  Abständen  aller  Punkte  der  99^^  von 
dem  gegebenen  Punkte.  Es  sei  zunächst  v  =  n  —  1  und  der  ge- 
gebene Punkt  (a-w)  (r  =  1,2  .  .  .  »);  die  Gleichung  von  3R«-i  in 
der  Normalform: 

CQ-f-2?Cra;pr  =»0     (r  =  1,  2  .    .    .  n) 

»■ 

Die  Bedingung,  dass  der  Ausdruck 

r=l 

ein  Minimum  werden  soll,  ergiebt  dann  die  Gleichung: 

» 
iTpA— aroÄ  «•  —  CA  2?  CrXw         (xw  «=1,  Ä  «  1,  2  .    .    .  n) 

Mithin  ist  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  SRn— i 


((aror),   3R«-l)  «1/(2;  Cra?or)*  "^  Ck^ 

^       t=0  *=1 


M  H 

=»    2d   CrStor    *=*   ^0    1"  Cr  Tor 

»•=0  r=l 

Dieser  Ausdruck  liefert  also ,  abgesehen  vom  Zeichen ,  den  Abstand 
des  Punktes  von  der  ältn-i,  wie  in  der  Ebene  und  im  Baume 
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Wir  wollen  nmi  in  weiterer  Analogie  za  Ebene  nnd  Raum  ho- 
mogene Coordinaten  von  Punkt  und  n— 1-facher  Mannigfaltigkeit 
einfahren.  Dazu  seien  n-j-l  Punkte  in  der  3Rn  gegeben,  gekenn* 
zeichnet  durch  die  Zahlen  0, 1  .  .  .  n.  Die  Coordinaten  des  Punktes 
g  seien  ^^  (A  =  1,  2  .  .  .  )•  Diese  n-|-l  Punkte  bestimmen  in  der 
JRn  ein  Gebilde,  das  dem  Dreieck  in  der  Ebene,  dem  Tetraeder  im 
Räume  entspricht,  wir  wollen  es  Prismatoid  nennen.  Nun  stellen 
wir  uns  zunächst  die  Aufgabe,  die  Gleichung  derjenigea  3Rm-i  zu 
bestimmen,  welche  alle  Eckpunkte  des  Prismatoides ,  mit  Aus- 
nahme des  Punktes  k  enthält.    Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  das 

System 

(f^A)    {^,  A  =  0,  1  .   .   .  rt ;        'igo  —  1) 

dessen  Determinante  sei  ^,  ferner  die   zu  igh  gehöirge  Subdetermi- 
nante  Jkg.    Dann  ist  die  Gleichung 

M 

*=0 

die  verlangte  Gleichung  der  3Rn-i.  denn  für 

xph  —  hk 
wird  der  Ausdruck  linker  Hand 

»  ÖA  ^,    also 

«0    für    »^^    und    =^    für    » « Ä? 
Diese  Gleichung  hat  aber  noch  nicht  die  Normalform,  diese  ist: 

M 

£  Xpk^kk 

wobei 

e»«  =  2  Jkk^    ist. 

Der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  ^pk  von  dieser  3Rn-i  ist 
dann  gemäss  dem  Vorhergehenden 

M 

2»'  xph^ik 

fc=0 

Sk 

Nun  erklären  wir  als  homogene  Coordinaten  eines  Punktes  die  Ver- 
hältnisse der  Abstände  dieses  Punktes  und  eines  Eckpunktes  des 
Prismatoides  von  der  SRn-i,  welche  alle  Eckpunkte  mit  Ausnahme 
dieses  einen  enthält  Bezeichnen  wir  die  homogenen  Coordinaten 
mit  upkt  so  ist  also 


358  Kühne:  BeUrägt  Mur  Lehre 

s  H  n 

A=0  *=0  *=r# 

^*  =  — gr~""  — ST 'i — 

Setzen  wir  abkUrzaogsweise  noch 

M 

80  kommt: 

uk  =  —j-     (&  -  0,  1  .    .    .  h) 

Wir  schreiten  nnn  sofort  zur  EinfQhrang  der  homogenen  Goor- 
dinaten  einer  3Rn~i,  nnd  wir  erklären  sie  als  die  Verhältnisse  der 
Abstände  jedes  Grnndpanktes  von  der  gegebenen  äRn-i  and  der- 
jenigen Ttn^ii  welche  alle  anderen  Ornndpunkte  enthält.  Die  ge* 
gebene  SRn-i  sei  bestimmt  durch  n  Punkte 

**      (t  —  0,  1  .    .    .  /— 1,  f-^-l  •    .    .  n;     A  ->  1,  2  .    .    .  n) 

ferner  seien 

x/h    (Ä  —  1,  2  ...  n) 

beliebige  Grössen,  Dkg  die  im  System 

i^gh)     (^,  Ä  =  0,  1  .    .    .  tl) 

zum  Element  ^gk  gehörige  Snbdeterminante,  so  ist  die  Gleichung  der 
gegebenen  HRh-i  in  der  Normalform: 

M 

2?  xphDhf 

dabei 

Mithin  ergiebt  sich,   wenn     U^  (ik  «0,  1 .   .   .  n)    die  homogenen 
Coordinaten  der  ÜRm-i  bezeichnen,  nach  der  Erklärung: 

2'£jchDhf     £'£ih^hk 

Ufk  -  ^-= :  -^-ö (Ä,  A  -  0,  1  .    .    .  n) 

oder,  wenn 

gesetzt  wird 

^/*-^^-^     (Ä-0,  1.   .   .«) 

Es  ist  bekannt,  dass  zwischen  den  im  Baume  und  in  der  Ebene 
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aDgewendeteu  homogenen  Coordinaten  Oleichnngen  bestehen;  es 
handelt  sich  daram,  die  entsprechenden  Beziehungen  auch  fflr  die 
»-fache  Mannigfaltigkeit  festzustellen.  FOr  einen  Punkt  gilt  zun&chst: 

^upk  ■=-  -i    Zxmk^hk  —  -:  2^  rpkho^hk  =»  —  2?  xpkdok^ 

(Ä,  Ä  =  0,  1  .    .    .  n) 

■a  xko  =  1,    also 

n 

2!  tipk  —  1 

Die  zwischen  den  homogenen  Coordinaten  einer  3R»-.i  bestehende 
Beziehung  ergiebt  sich  nach  einiger  Rechnung  leicht  als 

Z  Ufi  C[)»COr(g),,  9Jk)  =  1     (»,  *  —  0,  1  .    .    .  n) 
uk 

wobei  (pi  die  durch  die  Grundpunkte  0,  1  .  .  .  t'—l,  >+l, .  .  .  n 
gelegte  SRn-i  bezeichnet. 

§2. 

Es  ist  bekannt,  dass  der  Inhalt  eines  Dreiecks  bzhw.  Tetraeders 
durch  die  Determinante 

I  xiu  I  (»,  ifc  —  0,  1,  2  bzhw.  0,  1,  2,  3,    x,o—  1) 

geliefert  wird,  er  ist  nämlich  gleich  dieser  Determinante  dividirt 
durch  2!  bzhw.  3!  Wir  werden  nun  zeigen,  dass  in  einer  3Rn  der 
Inhalt  eines  Prismatoides 

—  :r!  I  'a  I  (»»  *  ^  0,  1 .   .  .  n;    *»o  =  1) 

ist    Ist 

£DkkXph  =  Dpf^^)     (Ä,  ib  =  0,  1  .    .    .  n) 

k 

SO  ist,  wie  wir  oben  gesehen  hatten: 

Dpi^)  =  0 

die  Oleichung  deijenigen  SRm-i,  welche  alle  Eckpunkte  des  Pris- 
matoides mit  Ausnahme  des  Punktes  k  enthält  (Die  Eckpunkte 
seien  (^m)  (A,  ib  «-  0,  1  .  .  .  n)).  Diese  Tin^i  kann  aber  auch  dar- 
gestellt werden  durch  die  Oleichung 

/*  =  -  -^  -  0,     D^\xik\(i,k^O,l.    .    .  n) 

Für  den  Punkt  (xkh)  (A  —  0,  1  .   .   .  «)  wird 

fk 1 
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Da  nun  die  SRn-i  sämtliche  Punkte  der  Sßn,  für  welche  A  <  0  ist, 
von  denen  scheidet,  für  welche  A  >  0  ist,  so  können  wir  sagen: 
der  Punkt  k  liegt  aaf  der  negativen  Seite  der  3Rn-\ : 

A  =  0 
Nnn  ist 

-2?  /i  «  —  1?  ^ph    hk  „  _       2:  a-pA  Dhkxko 
k  k,k      D  D  hjs 

—  —  —  £rph  80k  D  =^  —  -^po  =  —  1     (Ä,  Ä;  «  0,  1  .    .    .  n) 

und  das  gilt  für  jeden  beliebigen  Punkt. 

Daraas  ergiebt  sich  ohne  weiteres,  dass  es  keinen  Pnnkt  giebt, 
für  welchen  alle  /*>0  sind;  es  giebt  aber  sehr  wol  Pun  kte,  für 
welche  alle  A  <%  0  sind,  da  aber  die  Summe  der  fk  '^  —l  sein  soll, 
giebt  es  nur  ein  einziges  Gebiet  solcher  Punkte,  während  bei  allen 
übrigen  der  im  ganzen  2**+^  möglichen  Zeichencombinationen  der  /& 
die  entsprechenden  Gebiete  unendlich  sind.  Das  endliche  Stück  der 
3Jln  wird  also  erklärt  durch  die  Ungleichungen 

A  <  0   (^•  -  0,  1 .  .  .  n) 

und  wir  wollen  nun  in  Analogie  zu  Ebene  und  Raum  das  Integral 


/ 


dxpid3rp2  .    .    .  dxpn 


erstreckt  über  alle  Werte  der  xpk,  welche  obigen  Ungleichungen  ge- 
nügen, als  den  Inhalt  des  aus  den  Punkten  (x^j,)  (e  »  0 ,1  .  .  .  n) 
gebildeten  Prismatoides  nennen.  Zur  Ermittelung  dieses  Integrals 
verfahren  wir  folgendermassen.    Es  ist: 


—  £xjtg  fk  =  ^arks  — p—  =    2?  XkgXpk  -— -  =  Zxphhg 


W^^        «  Dhk 

k  k  D  h,k  D  h 

(Ä,  A;  =  0,  1  .    .    .  n) 

^  ^P9 


Daraus  folgt  ohne  Weiteres 

^fg'^^oQ  =  "-  ^(<''kg  —  rog)fk     (<7,  ^*  =  0,   1  .    .    .  n) 


und 


CXpg 

'^A   =  —  i^kg  ~  xog)  (^,  ^'  =  1,    2  .     .     .  n) 


dxpk 

8A 


=  \\Xik  —  srok\\  = 


..       ,,      A,  Ä;  =  1,  2  .    .    .  n  \ 
\g^  h  =  Oy  1  ,    .    ,  n/ 
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Nna  ist  bekanntlich: 

/      dsTpi  .    .    .  Arpji  =   /  I  "ja"     ^/i  •    •    •  ^fn 

also  kommt,  wenn  wir  den  Inhalt  des  Prismatoides  mit  «7  bezeichnen: 

/^  ib  =  1,  2  .    .    .  n\ 

V^,  Ä  =  0,  1  .    .    .  n/ 
mit  den  Bedingungen 

-  1  <  -S  /*  <  0,     /i  <  0 


Hierfflr  bestimmt  sieb  das  Integral 


sodass  wir  erhalten 


J  ^ft'  •   •  ^/"    als     -^ 


1^ 


1  1     „  /i,  Ä  =  1,  2    .    .    .  n\ 

Wir  wenden  uns  nun  zu  Untersuchungen  über  die  Beziehungen 
von  Inhaltsdeterminanten  zu  gewissen  aus  den  Yerbindungsstrecken 
je  zweier  Punkte  gebildeten  Determinanten.  Es  seien  (xojk),  (^ok) 
(ir  =  1,  2  .  .  .  n)  zwei  Punkte  der  9R»,  femer  (x^t)^  (5,»)  (»,  fc=l, 
2  .  .  .  n)  weitere  2n  Punkte,  welche  zu  den  beiden  ersten  in  den 
Beziehungen  stehen: 

£{xa-Xok)*  =  r^ 

(i,  A;  :=  1,  2  .    .    .  n) 

k 

Biese  Gleichungen  können  wir  als  die  Bedingungen  dafür  erklären, 
dass  die  Punkte  (ara),  (t  =  1,  2  .  .  .  n)  bzhw.  (^ia)  auf  einer  sphä- 
rischen Mannigfaltigkeit  liegen,  deren  Mittelpunkte  (xok)  bzhw.  (^ok) 
sind,  unter  sphärischer  Mannigfaltigkeit  dabei  die  einer  Kugel  im 
Räume  entsprechende  Mannigfaltigkeit  verstanden.    Wir  setzen  nun 

£{xik  —  ikh)  =  «I» *     (Ä,  t,  Ä  =  0,  1  .    .    .  n) 

und  erklären  c«k  durch  die  Gleichung 

^(xa  — |o*)(6kA  —  Xok)    =  Sie9okCtk      (t,  Ä;  =  1,  2  .    .    .  n) 

Betrachten  wir  jetzt  die  Determinante 


>-^  i... .- 


-      « 


«  1  =  1,  2  .   .  .  •) 


=     *«     — : 
»'••-f'-i-*-*     =     -•     -J^       ;.l  =  l,  1...«) 


Mithin  kommt: 

(«,  *  =  1,  2  .   .   .  ■) 
also  fcbliesslicli 

=  (-2)-iI(«.«)|«| 
Dieie  Oleicboog  tpedalisireo  wir  bob,  indem  wir  setzen : 

«#*  =  {^  =  0;        r  =  p 

*^ii  =  r  +  ^,    f^.  =sr+- 
(J,  1:  =  1,  2  .   .    .  n) 

•0  werden  die  Dodiagangeo,  dass  die  Punkte  (xik\  (^a)  (i;  A  =  1,  2 
.  «  *  n)  auf  einer  sphärischen  Mannigfaltigkeit  liegen 

(^=1,2.    .    .n  — 1;         1  =  1,2.    .    .  n) 

forncr  wirdt 
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•«•  »  0 

g=l  ^=1 

.«.-2(«,-g.,).+(?i^y 


«4=  £    ^^^         (»,  *  -  12  .    .    .  «) 

Mit  Benntznog  hienron  folgt 

(-2)»  \xa,\   II«  I  =  I  «a»  I  4-  ^Sn 


oder 


(-2; 


Nun  ist 

I»  I 


U^  I    II«  f 


l«*M 


+  2S;        (»,  Jfe  — 12.   .   .n) 


I 

,    ,    1  /  «,  *— 1,  2  .   .   .  >»\ 

- 1  «*  I  +  r«  I  '•'  •  •  •  »•»-»«'  I  U-1,2. .  .  «-i.oj 


entsprechend  wird 


\U\ 


.    Gehen  wir  jetzt  fflr  r  —  oo  ziir  Grenze 


Ober,  so  wird  obige  Gleichung: 

(-2r|x«I|«|-25»        GioTl':'-.nllO 

Setzen  wir  hierin   n-f-1   an  die  Stelle  von  n   nnd  bezeichnen    die 
Punkte  ^xn^^'l^)  und  (^m+m)  mit  ar^  bzhw.  |o*,  so  wird 


fik 


■-•?<—«-•'  C ';.%': ;.;) 


nnd 


-(-2)„  I  xa  1 1«  I 


U««*A         ••• 


1  .     .     .  iik^  .     •     . 


Nun  bestehen  zwar  zwischen  den  x^  und  |a  noch  die  Bedingungen 

k  k 


da  aber  oi  und  at  ganz  beliebig  sind,  so  bestehen  in  der  Tat  zwischen 
den  X  und  £  keinerlei  Beziehungen.    Mithin  gilt  die  Formel 
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-(-2)-  I  xik  B  ?Ä  I  = 


ganz  allgemeiD. 


Vl*a>X  ••• 


1U 
•     •     •  Sik     •     •     • 


(»,  jfc  =  0,  1  .    .    .  n) 


Wir  wollen  den  Gang,  den  wir  zur  Herleitung  dieser  zwischen 
den  Inhalten  zweier  Prismatoide  (denn  die  Determinante  |  zik  \  (t, 
ik  =  0,  1  .  .  .  n)  lieferte  ja  den  Inhalt)  und  den  Entfernungen  je 
zweier  ihrer  Eckpunkte  bestehenden  Relation  eingeschlagen  haben, 
in  Kürze  für  den  dreidimensionalen  Raum  noch  einmal  vorfahren, 
um  ihn  so  dem  Yerständniss  näher  zu  bringen.  Wir  nehmen  zu- 
nächst zwei  Kugeln  und  auf  deren  Oberfläche  je  3  Punkte  und  ent- 
wickeln eine  Beziehung,  die  zwischen  den  Coordinaten  der  einzelnen 
Punkte  und  den  Entfernungen  je  zweier  besteht  Dann  lassen  wir 
die  Kugeln  zusammenfallen  und  den  Radius  unendlich  werden,  doch 
so,  dass  dabei  die  Entfernungen  der  einzelnen  Punkte  endlich  blei- 
ben. Die  Punkte  kann  man  nun  als  in  einer  Ebene  liegend  be- 
trachten und  die  vorher  abgeleitete  Relation  liefert  die  bekannte 
Beziehung  zwischen  den  Inhalten  zweier  Dreiecke  und  den  Verbin- 
dungsstrecken je  zweier  ihrer  Eckpunkte. 


Setzen  wir  in  der  Gleichung 


-(''2)n  \  Xik  mk  \  = 


0. 


.  1 


1  . 


Sik' 


nach 


ar,>+r  =  ?,M,+r  =  0         (r  >  0) 


betrachten  wir  also  mit  andern  Worten  zweimal  n-f-l  Punkte  einer 
v-fachen  Mannigfaltigkeit,  so  verschwinden  die  Inhaltsdeterminanten 
mithin  verschwindet  auch  die  aus  den  Verbindungsstrecken  gebildete 
Determinante  rechter  Hand. 

Identificiren  wir  das  System  der  §  mit  dem  der  o;,  so  geht  ob  ige 
Gleichung  über  in 


-(-2)H|x,-4|«  = 


oder 


\J    •       •       •    X  •       •       • 


JL  •     .     .  o%k     *     •     • 


(t,  Ä  =  0, 1,  2  .    .    .  n) 
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-(-2)»(«!  J)«  = 


\ß      •  •  9       jL  ■•■ 


X     •        •        •    vi«         •        ■        • 


(»,  ik  =  0,  1  .    .    .  n) 


wobei  J  wie  oben  den  Inhalt  des  aas  den  Punkten  (xa)  (»  =  0,  1 
.  .  .  n)  gebildeten  Prismatoides  bezeichnet.  Rtlcken  die  n-\'l 
Punkte  in  eine  niedere  Mannigfaltigkeit  als  die  n-fache  znsammen, 
so  verschwindet  die  Inhaltsdeterminante  und  folglich  auch  die  rechter 
Hand  stehende  Streckendeterminante. 

Setzen  wir  ferner  in  der  znerst  abgeleiteten  Gleichung 

I  •.»*  I  +(r«+P*-»oo«)/SH  =  (-2)"  I  xn-SokUtk-Xck  I 

(t,  ib  =  1,  2  .    .    .  n) 

n-|-l  an  die  Stelle  von  n  und  bezeichnen  die  Punkte  (xn^\,k)\ 
gnf  f^)  mit  (xok)  bzhw.  (^'o*),  lassen  zu  gleicher  Zeit  die  vorher  mit 
('«k),  (Soh)  bezeichneten  Grössen  verschwinden,  setzen  dann 

«in+I  =  Si»+i  =0    (t  =  0,  1  .   .   .  n),    r  =  Q 

d.  h.  betrachten  wir  in  einer  n-fachen  Mannigfaltigkeit  zweimal  n-f-l 
Punkte,  die  auf  einer  um  den  Nullpunkt  constrnirten  sphärischen 
Mannigfaltigkeit  mit  dem  Radius  r  liegen,  so  kommt: 


I  'A  I  +  2r» 


0.   .   .1 


1  . 


.  »»*' 


=  0    (i,  ifc=0,  1  .    .    .n) 


Identificiren  wir  nun  noch  das  System  der  £  mit  dem  der  x^  so  liefert 
die  resultirende  Formel: 


r«  = 


-i 


0.    .   .1 


•        •        • 


X  •     •     •  oijr     ■     ■     • 


I  «••**  I 


(»,  jb  =  0,  1  .    .    .  n) 


den  Radius  derjenigen  sphärischen  Mannigfaltigkeit,  die  durch  alle 
Eckpunkte  eines  in  der  Mn  liegenden  Prismatoides  geht,  ausge- 
drflekt  dur  ch  die  Yerdindungsstrecken  je  zweier  Ecken.  Im  Nenner 
des  Ausdrucks  steht  diejenige  Streckendeterminante,  welche  den  In- 
lialt  bestimmt. 
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Was  nnD  die  Grössen  cm  betrifffc,  die  wir  oben  eingefahrt  haben, 
so  sieht  man,  dass  sie  znr  Herleitnng  der  yon  uns  benutzten  Re- 
sultate nicht  nötig  gewesen  wären,  ihre  Einführung  ist  aber  doch 
geschehen,  weil  sie  Grössen  von  der  Art  sind,  wie  wir  sie  Correla- 
tionsfactoren  genannt  haben  und  die  für  Raum  und  Ebene  Richtungs- 
cosinus  werden.  Lassen  wir  die  Mannigfaltiglceit,  in  der  die  Punkte 
liegen,  auf  eine  niedre  zusammenschrumpfen,  so  sieht  man  sofort, 
dass  die  Determinante 

I  C(k  I     (t,  *  =  1,  2  .   .   .  n) 

verschwindet  Diese  Bedingung  ist  die  Verallgemeinerung  derjenigen 
interessanten  Beziehung  die  zwischen  den  Richtungscosiuns  von  vier 
(oder  mehr)  von  irgend  einem  Punkt  ausgehenden  Str  ahlen  bestebt. 

Wir  hatten  gesehen,  dass  die  Determinante 


Ä.= 


(»*,  ib  =  1,  2  .    .    .  n) 


verschwindet,  sobald  n  >  iV-f-1,  N  sei  die  Ordnung  der  Mannig- 
faltigkeit, dass  sie  durch  die  Inhaltsdeterminante  ausgedrückt  wird, 
sobald  n==i^-|~l  ist;  es  fragt  sich  nun,  in  welcher  Weise  sie 
sich  darstellt  für  n<^iV-f-l,  d.  h.  wenn  das  von  den  Punkten 
gebildete  Prismatoid  nicht  von  der  Ausdehnung  der  Mannigfaltig- 
keit, sondern  von  andrer  ist. 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  gehen  wir  aus  von  der  Gleichung 

(A,  t,  A;  =  1,  2  .    .    .  n) 

Aus  der  Herleitung  dieser  Beziehung  ersieht  man  sofort,  dass  die 
Summation  in  Bezug  auf  h  beliebig  weiter  z.  B.  bis  zu  N  hin  er- 
streckt werden  kann  (i^>  n),  nur  müssen  dann  «,i,  r,  p  anders  er- 
klärt werden,  nämlich 

8ik^  =  2r(x.Ä-$w)«        (Ä  =  1,  2  .   .   .N) 

h 
h 

dann  erhalten  wir  also  die  Gleichung: 
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( -2)"  I    £  (ira  -£o*)(ia -  xo*)  I  -  I  «.*»  I  +  (r«+p«-#«,«)& 
*=1 

(i,  ÄJ  —  1,  2  .   .    .  «) 

Das  System 

(    £  (XÄ-faA)(V*A-Xa*))        (l,   it=  1,  2  .     .    .  fl) 
kznl 

dessen  DeterminaDte  auf  der  linken  Seite  vorkommt,  lässt  sich  als 
SDS  den  beiden  rechteckigen  Systemen 

componirt  betrachten.  Die  Determinante  orgiebt  sich  also  als  eine 
Summe  von  Prodncten  von  Determinanten  ntor  Ordnung,  zu  bilden 
aas  dem  Schema  der  beiden  Systeme.  Setzen  wir  nun,  entsprechend 
dem  oben  eingeschlagenen  Verfahren, 

e  —  »•,        U  -  a-o*  —  0    (Ä  =  1,  2  .   .    .  A) 
XiN  —  r  +  y^    SiN  —  r-f  -~         (i  —  1,  2  .    .    .  n) 

nnd  setzen  nach  Division  von  r*  wieder  r  =  od,  so  kommt 

C-u»  —  Xio  =  1) 

wo  die  Summe  über  alle  Combinationen  der  Zahlen  1,  2  .  .  .  N-  i 
zo  n  — 1  Elementen  zu  erstrecken  ist. 

Schreiben  wir  noch  iV  für  iV~l,  so  erhalten  wir: 
Dazu  ist 

Jb=l 

und  (ik|  .  .  .  Ait.i)  bedeuten  alle  Combinationen  der  Zahlen  1  . .  .  ^ 
zu  n— 1  Elementen. 

Identificiren  wir  nun  das  System  der  |  mit  dem  der  x,  so  folgt 

-(-2)*-^   i:  I  x,A  I  «  -  &,        (f,  Ä  =  1,  2  .   .   .  n) 

(*) 

dabei  ist: 

N 

e,k  =  £  (XA— {**)•        (»,  Ä;  -  1,  2  .    .    .  n) 
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Wir  sehen  also,  dass  die  Determinante  /SU,  d  ie  für  n  >  i^-j^^ 
verschwand,  für  n  »  N-\- 1  durch  die  Inhalisdeterminante  ansge- 
drttckt  war,  fflr  n  <  N'\- 1  durch  eine  Summe  von  Productcn  von 
Inhaltsdeterminanten  dargestellt  wird,  die  Gebilden  einer  niederen 
Mannigfaltigkeit  entsprechen.  Die  zuletzt  abgeleitete  Gleichung 
wollen  wir  nun  noch  auf  eine  etwas  andre  Form  bringen.  Wir 
schreiben  n  für  ^,  v-|-l  f Or  n  und  bezeichnen  den  Punkt  {*t^i^) 
mit  (xok)  (A  —  1,  2  .   .   .  n),  so  wird  die  Gleichung  zu: 


(*) 


oder  auch: 


0.   .   .1 


1  . 


.  Sik^ 


•      .    I 


(»,  A;  «»  0,  1  .    .    .  n\ 
Ä  «  0,  Ä^  .    .    .hr   ) 


(-2^  -S|x,A-Xo*|«  = 

(*) 


\ß    m       m       *    X.  ••• 


/t,    «  =  u,  1  ■    .    .  v\ 
U  =  l,  2.    .    .n        j 

\Ä  =  Äj,   .      .      .  Äp  / 


Nun  ist  die  Summe,  welche  linker  Hand  steht,   nichts   anderes  als 
die  Determinante  des  Systems 


hzzl 


U,g=l,2.   .   .  V) 


welches  als  durch  Composition  des  Systems 

//  =  1,  2  .   .  .  v\ 

mit  sie  h  selbst  entstanden  gedacht  werden  kann.  Wir  können  also 
die  Determinante  d  es  componirten  Systems  als  von  dem  rechteckigen 
System  abhängig  betrachten ,  und  wir  wollen  die  positive  Quadrat- 
wurzel dieser  Determinante  als  die  absolute  Determinante  des  recht- 
eckigen Systems  bezeichnen  und  schreiben: 


"'/*-'•*"  (ä=i;2!  '.  \D 


Fttr  quadratische  Systeme  wird  die  absolute  Determinante  gleich 
dem  absoluten  Betrage  der  Determinante  des  Systems. 

Mit  dieser  Einfahrung  können  wir  schreiben: 
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-(-2riixy»-xa*||«  = 


/»,  i  =  0,  1  .  .  .  v\ 
(/=1,2.  .  .V  ] 
\Ä  =  1,  2  .    .    .  n     / 


Nun  liegen  die  v  +  l  Punkte  (*«)  U  —  /  2  ")  ^"  ^^^^"^  ^' 

und  bestimmen  in  dieser  ein  Prismatoid  v-facher  Aasdehnnng;  dessen 
Inhalt  wird  aber  nach  dem  Obigen  geliefert  dnrch 


-(-2)^ (v!  •/,)«  = 


\j  •   •   •  A      •   •   • 


A    •       •       •     vfjl       •       •       • 


(»,  A?  =  0,  1  .   .   .  v) 


sodass  sich  im  Verein  mit  der  vorhergehenden  Gleichung 

J^=  -l\\^/^--ok\\     (^Ä  =  l,2.   .   .«y 

ergiebt  Diese  Formel  gilt  auch,  wenn  v  =  n  wird,  sodass  sie  also 
ganz  allgemein  den  Inhalt  eines  Prismatoides  v-facher 
Ausdehnung,  das  durch  v-f-1  Punkte  bestimmt  wird,  an- 
giebt. 

§  3. 

Die  Begriffe  des  Senkrecht-auf-einander-stehens  und 
der  Parallelität  von  Ebenen  und  Geraden  im  Räume  sind  von 
grosser  Bedeutung  zur  Erkennung  der  Eigenschaften  räumlicher  Ge- 
bilde, wir  schicken  uns  deswegen  an,  diese  Begriffe  auf  die  n-fache 
Mannigüedtigkeit  zu  erweitern. 

(*  =»  0   1  v\ 

r  =  1'  2  *  '  "  n)  ^^^  ®^^®  ^*  ^^' 
stimmt,  ausserhalb  derselben  der  Punkt  (xh-i«*-)  gegeben,  es  soll 
zunächst  der  Abstand  des  Punktes  von  der  3}lv  gefunden  werden. 
Nach  der  von  uns  oben  aufgestellten  Erklärung  muss  ^pr  so  bestimmt 
werden,  dass  der  Ausdruck 

n 

ein  Minimum  wird;  dann  stellt  eben  dieser  Ausdruck  den  Abstand  dar. 
Bezeichnet  ((acr+i,r),  3Jtv)  den  letzteren,  so  findet  man 

Aich.  d.  Math.  n.  Fhys.    2.  Beihe,  T.  XI.  24 


370  Kühne:  Beiträge  zur  Lehre 

\r  =  1,  2  .    .    .  n         / 

Ist  Jv  der  Inhalt  des  Prismatoides,  welches  die  Punkte  0,  1  .  .  .  v 
bilden,  und  Jv\\  der  Inhalt  des  durch  die  Punkte  0,  1  .  .  .  v-f-1 
bestimmten  Prismatoides,  so  folgt  hieraus  ohne  weiteres 

Ml -^^ 

Der  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Satz  ist  das  wichtige  Ana- 
logen zu  dem  ftlr[£bene  und  Raum  giltigen  Satze,  der  für  die  Ebene 
den  doppelten  Inhalt  eines  Dreiecks  als  durch  das  Product  von 
Grundlinie  und  Höhe  gegeben  lehrt. 

Eine  3Jlv  lässt  sich  auf  zwei  Weisen  darstellen,  entweder  durch 
das  Gleichungssystem 

•  Vr  —  1,  2  ...  11/ 

oder  durch  das  System 

Zwischen  den  Goefficienten  beider  Darstellungsweisen  gelten,  wie 
man  leicht  sieht,  die  Beziehungen 

/t  =  l,  2  . 

2  yir  Cir  =  0 


i  =  1,  r^  .  .  .  V  \ 
ifc«  v+1  .  .  n I 
r  =  1,  2  .    .    .  n/ 


Die  beiden  Systeme 

{cir)  und  (ytr) 

/»  — 1,  2.    .    ,v\  /Ä;  — v  +  1.    .    .n\ 

\r  «  1,  2  .    .    .  n/  Vr  —  1,  2  .    .    .  n    / 

ergänzen  wir  nun  durch  beliebige  Grössen  zu  quadratischen  Systemen 

{cgk)    und    {ygh)        (flr,  Ä  —  1,  2  .   .   .  n) 

und  wollen  diese  Grössen  so  bestimmen,  dass  die  Composition  beider 
Systeme  das  Einheitssystem  liefert.  Diese  Forderung  steht  mit  den 
Gleichungen 

2ykrCir  =  0 
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nicht  in  Widersprach,  und  die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Grössen 
ist  anch  nicht  kleiner  als  die  Anzahl   der  Besümmnngsgleichangen. 

Wir  sehen  also :  im  allgemeinen  Falle  sind  die  Goefficienten- 
systeme  der  beiden  Darstellnngsweisen  einer  SOt^redprok;  es  lassen 
sich  nnn  diese  Systeme  so  umformen,  dass  die  beiden  Darstellnngs- 
weisen identisch  werden. 

Da  das  System  (ar)  den  Rang  v  haben  mnss,  weil  ja  sonst  die 

9Rv  auf  eine  Mannigfaltigkeit  niederer  Ordnung  zusammenschrumpfen 

wfirde,  so  muss  miodestens  eine  der  aus  dem  System  zu  bildenden 

Determinanten  vter  Ordnung  you  null  verschieden  sein,   es  sei  dies 

die  Determinante 

I  ^^  I       /»  -  1,  2  .   .   .  V     \ 

\r  =  rj,  Tj  .    .    .  rjr  / 

I>ann  fahren  wir  statt  der  wi   andre  Grössen  wi    durch   die  Glei- 
chungen 

wk'  —  £ciT,m       (Ä,  »  —  1,  2  .   .  .  v) 
i     * 

ein,  so  geht  das  Gleichungssystem 

y  A-1,  2.   .   .  v\ 

Aber  in  ein  System  von  der  Gestalt 


i 


(A,  t  —  1,  2  .   .   .  »\ 
r>0d.  <rA 
r  =  l,  2.    .    .n     / 


Daraus  folgt  sofort  auch  die  andre  Darstellungsweise: 

Das  (c)  System  hat  in  diesem  Fall  die  Gestalt: 

1,  0  .   .   .0,  ai»v-|-i  .   .   -  on 
0,  1  .    .    .0,  aq,p^i  .    .    .  aa» 

^0,  0  .    .    .1,  öi>,f+i  •    •    •  öwt- 

Wir  wollen  dann  sagen:  das  Gleichungssystem  der  3Rv  ist  in  der 
kanonischen  Form. 

Es  sei  jetzt  eine  SKj»  vorgelegt,  gegeben  durch  die  beiden  Glei- 
chungssysteme : 
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2yir{t.,r-x^)^0        Vr  =  l,  2.    .    .n    / 

dann  wird  der  Punkt  xpr  dieser  SKi»,  welcher  unter  allen  Punkten 
der  Wlv  von  einem  ausserhalb  derselben  gelegenen  Punkt  xv\-ir  den 
kleinsten  Abstand  hat,  durch  die  Gleichungen 


2cir[xpr—Xv\.\,r)  =0       /»  =  1,  2  .     .     ,  V    \ 

*_  ^  JÄ«.  v  +  l  .   .   .n) 

f  y*r(ajpr— «or)  -  0       Vr  =  1.  2  .   .   .  n  /  bestimmt. 


Es  sei  jetzt  der  Punkt  {xpr)  fest,  und  wir  wollen  den  Punkt  (a^^ir) 
sich  so  bewegen  lassen,  dass  von  allen  Punkten  der  3!Hv  immer  der 
Punkt  (xpr)  ihm  am  nächsten  ist.  Dann  hat  {xv^i.r)  nur  den  Glei- 
chungen 

21  CiriXpr  —  xv+u)  «0        l    ""  /  o  '   '    '  «) 
r  \r  «-  1,  2  .    .    .  ny 

zu  genOgen.  Infolge  dessen  durchläuft  dieser  Punkt  eine  3Rm-9. 
Lassen  wir  nun  noch  den  Punkt  (x^r)  mit  {xpr)  zusammenfallen  und 
bezeichnen  diesen  Punkt  mit  (xw)^  so  gelten  für  die  ^Stp  die  Dar- 
stellungen, unter  xpr  laufende  Goordinaten  verstanden: 

Xpr  —  Xor  '^  2  eir  Wi 
i 

und 

2ykr{xpr—Xor)  =-  0 

r 

und  für  die  3Jln^v: 

2cir(Xpr  —  Xor)  ="  0 

r 

und 

Xpr —Xor  —  -SyJb-WJ» 

Die  zweite  Darstellungsweise  der  Wn^v  folgt  unmittelbar  aus  dem 
Obengesagton. 

Aus  diesen  beiden  Gloichnngssystemen  erkennt  man  sofort,  dass 
3}lv  zu  3Jtn-v  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  diese  zu  3Rp;  die 
Beziehung  ist  also  eine  gegenseitige,  und  wir  erklären: 

Zwei  Mannigfaltigkeiten  sind  normal  zu  einander,  sobald  unter 
den  Abständen,  die  alle  Punkte  der  einen  von  allen  Punkten  der 
andern  haben,  gerade  die  von  dem  beiden  Mannigfaltigkeiten  ge- 
meinsamen Punkt  die  kürzesten  sind. 

Es  sei  noch  bemerkt,   dass  die   Mannigfaltigkeiten  nur   einen 


von  der  n-JacUn  Manni^aUightit  373 

einzigeii  Punkt  mit  einander  gemein  haben.    Für  einen  gemeinsamen 
Pnnkt  gelten  nämlich  die  Gleichungen: 

£cir(Xfr-Xrr)  -  0       A;  fc  «  1^   2  .    .    .  v\ 
k 

Ans  denen  folgt  zur  Bestimmung  der  wu: 

£  CirCkrm  —  0     (   '        ^      '  I 

*,r  \r  —  1,  2  .    .    .  »    / 

Hieraus  entweder 

tri  =  0        (i  «  1,  2  .   .   .  v) 
oder 

I  Z  drCkr  1=0     (»,  Ä:  «  1,  2  .    ,    .  v) 

Nan  ist 

ii:c*«,!-n«ri«  f^  *7V^  *  ■  ■") 

r  \r  =  1,  2  .    .    .  n       / 

also  sicher  nicht  =0,  da  das  e-System  den  Rang  v  haben  muss^ 

mithin  kommt 

tat  =  0    (ifc  —  1,  2  .   .   .v) 

womit  die  obige  Behauptung  erwiesen  ist. 

Die  Mannigfaltigkeiten,  die  wir  eben  einer  Betrachang  unter- 
zogen haben,  waren  so  beschaffen,  dass  ihre  Ordnungszahlen  sich 
zu  n  ei^änzten,  wir  untersuchen  jetzt  zwei  beliebige  Mannigfaltig- 
faltigkeiten  vter  Ordnung  gegeben  durch  die  Gleichungen: 

•  /»  =  1,  2   .   .   .  v\ 

3»/  Xpr'  ^Xor+£cir'Wi'  \r  =  1,   2    .    .    .  nj 

{xpr)  sei  ein  Punkt  von  3!fiv^  und  es  bezeichne  (xpr')  gerade  denjenigen 
Punkt  von  3Rp',  der  von  ihm  die  kleinste  Entfernung  habe.  Wir 
können  dann  (xpr)  als  die  Projection  von  (xpr)  auf  Tip  bezeichnen. 
Gemäss  früher  abgeleitetem  wird  (xpr)  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

2cir'  (Xpr'—Xpr)  —  0     (l  «  1,   2  .    .     .  v) 
r=I 

Nun  seien  («,>)  (»  =  0,  1  .  .  .  v)  v  +  1  Punkte  auf  9Kir,  ihre  Pro- 
jectionen  auf  Tlv  seien  (ar«/),  ferner  werde  (xir)  bestimmt  durch 
die  Parameter  toa  (A  =  1,  2  .  .  .  v),  entsprechend  (xir)  durch  wo/ 
(&  =  1,  2  .   .      v),  so  bestehen  die  Gleichungen : 
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Xir  =  Cor+  Schr^ih  /Ä  —  1,  2  .    .     .  v' 

f  ■=■  0,  1  .   .   .  V 

«V  =  Cor'  +  -2?  CAr'  Wä  '       \ 

h  \r  =»  1,  2  .    .    .  n, 

Darans  folgt 

h  /Ä,  1  =  1,  2    .     .     .  V\ 

jc^/  -aj^'  -  ^cAr'(wa'  — Wo*')        Vr  «  1,  2  .    .    .  «      / 
Ferner  Ist  aber  auch 


Sckr'W  —Xir)  -»  0 


Mithin  erhält  man 

'^<?or'{*ro'  +  -S<?A/(iÜÄ'— ?/?oA')--«or  -  ^Ckriwih  —  Wofc)}  =  0 
r  A  A 


/r  —  1,  2  ...  n  \ 

\Ä,  S  A?  —  1,  2  .    .    .v) 


oder 

^  CArV*/ («?*'  — W«a')  =  ^  CJkr'cArCwA  — «^0*) 
r,Ä  r,A 

Ans  diesem  sowie  aus  den  beiden  Gleichungssystemen 


A  /*,  Ä  —  1,  2  .   .   .  v\ 

jr,/— »or'  «  -ScAr'(wA'  — WoaO         \r  =  1,  2  .    .    .  n      ) 

A 

ergiebt  der  Uebergang  zu  den  Determinanten  die  Beziehungen: 

I  Xir  —Xw    I  ■=»  I  <?Ar    |    1  »iA   —  »oA    |  /r,  Ä  =  1,  2  .    .    .  v\ 

Ik»/— a;^'  0  -  I  a/  1    J  tOiA''-UFaA'  ||  Vr  =  1,  2  .    .    .  n      ) 

I   -ScA/cAr'(WÄ'— Woa')  |  —  |  2ckr  ChriPih-  Woh  \ 
r,A  r,A 

Nach  einigen  Umformungen  wird  die  letzte  Gleichung  zu: 

II  Cir  II  *  I  Wih'  —  Woh    I  «-  I  £cir'ckr  |    |  W*  — tToA  | 

r 

(i,A  =  l,  2.    .    .  v;    r  —  1,  2  .    .    .  n) 
In  Verbindung  mit  den  beiden  oberen  liefert  diese 

I  «V— W  II  I  £ckrCir'  II 


\\xir—Xor\\  |6^|    .    |  C,/ i 


/»,  Ä  =  1,  2  .     .     .  V\ 

Vr  =  1,  2  .    .    .  n     / 
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Diese  Gleichnng  lehrt:  Der  Inhalt  eines  durch  Protection  auf  eine 
v-facbe  Mannigfaltigkeit  von  einer  andern  entstandenen  Gebildes 
bat  zn  dem  Inhalt  des  projicirten  Gebildes  ein  von  der  Lage  der 
Eckpunkte  unabhängiges  Verhältniss.  Aus  dieser  Form  der  Dar- 
stellung ersieht  man  auch,  dass  es  ganz  gleich  ist,  welches  die  pro- 
jicirte  Mannigfaltigkeit  ist  Der  Ausdruck  bezeichnet  eine  gegen- 
seitige Beziehung,  wir  nennen  ihn  den  Gorrelationsfactor  der 
beiden  Mannigfaltigkeiten  und  schreiben: 


cor  aRi>,  äRp)  =   HO« — TT     (  1    o  ) 

II  Cir  I    I  c,r   I       \r  =  1,  2  .    .    .  n     / 

Für   den   Fall    v  =.  n  —  1    geht   dieser  Gorrelationsfactor  in   den 
TOD  uns  oben  erklärten  und  angewendeten  über. 

Sind  zwei  Mannigfaltigkeiten  verschiedener  Ordnung  SR^,  2^94.^ 
(p  >  0)  vorgelegt,  so  projiciren  wir  3kv  auf  2Rr-|-(>  und  erhalten  da- 
durch 9Ry',  dann  erklären  wir: 

cor(2»r,  SKp-i-e)  =  cor(3Rp,  2Ry') 

Sind  9ßM.9  und   "SRn-^*  die  zu   3Rv  bzhw.  äR/  normalen  Mannig- 
faltigkeiten, so  wird 

cor(a»^.aR,-,')=,^,.,y^.^  (/-i,2^.'.n     ; 

Bringt  man  die  beiden  Systeme 

icir)    und    (.,/)      (^  „  1^  2  .   .   .n) 
auf  die  kanonische  Form,  so  sieht  man  ohne  Mühe,  dass 
cor  (aR»-„,  SRh-/)  =  cor  (SK^,  9Wp')    ißt 

Der  Gorrelationsfactor  hat  den  Wert  0,  wenn  die  Mannigfaltig- 
keiten normal  sind,  denn  dann  verschwindet  jedes  Element  der 
Zählerdeterminante  des  Gorrelationsfactors.  Das  gilt  aber  nicht 
umgekehrt.  Yersch windet  nämlich  der  Gorrelationsfactor,  so  kann 
das  Verschwinden  von  verschiedener  Ordnung  sein,  wir  bezeichnen 
in  diesem  Fall  überhaupt  die  Mannigfaltigkeiten  als  orthogonal  und 
bemessen  die  Stufe  der  Orthogonalität  nach  dem  Range  des  Systems 


l  2  Cht  Cir  J 


(Ä,  *  —  1,  2  .    .    .  v) 


Ist  der  Rang  —  0,  so  tritt  die  höchste  Stufe  der  Orthogonalität,  die 
Normalität,  ein. 
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Neben  der  Normalität  isl  von  grosser  Wichtigkeit  die  Paralle- 
lit&t.  Parallel  nennen  wir  zwei  v-fache  Mannigfaltigkeiten,  sobald 
die  Coefficientensystemo  ihrer  in  der  kanonischen  Form  befindlichen 
Gleichungen  einander  gleich  sind,  ferner  soll  eine  3Rp  einer  Wtn+^ 
(Q  >  0)  parallel  heissen ,  wenn  sie  ihrer  Projection  auf  dieselbe 
parallel  ist. 

Man  sieht  sofort,  dass  der  Correlationsfactor  zweier  parallelen 
SRv  gleich  1  ist;  umgekehrt  zieht  aber  auch  dieser  Wert  des  Cor- 
relationsfactors  die  Parallelität  der  Mannigfaltigkeiten  nach  sich, 
wovon  man  sich  durch  Rechnung  überzeugen  kann. 


§4. 

Auf  Grund  der  in  den  vorangehenden  Paragraphen  entwickelten 
Erklärungen  und  Beziehungen,  gehen  wir  jetzt  dazu  über,  einige 
geometrische  Sätze,  die  sich  mit  harmonischen  Punkten  und  Strahlen 
beschäftigen,  auf  die  n-fache  Mannigfaltigkeit  zu  erweitern.  Es  soll 
in  zweifacher  Richtung  eine  Verallgemeinerung  versucht  werden: 
in  Bezug  auf  die  Lage  und  in  Bezug  auf  die  Grössen  Verhältnisse. 
Dieser  Paragraph  soll  die  bekannte  Construction  des  vierten  har- 
monischen Punktes  mit  alleiniger  Benutzung  des  Lineals  erweitern. 
Wir  können  den  in  dieser  Construction  enthaltenen  Satz  so  aus- 
sprechen : 

Es  sind  gegeben  2  Punkte  xq^  x^  und  auf  ihrer  Yerbindungs- 
geraden  ein  dritter  Punkt  ^.  Dann  nehmen  wir  ausserhalb  der  Ge- 
raden einen  beliebigen  Punkt  g',  verbinden  ihn  mit  den  3  ersten 
und  [ziehen  ferner  durch  den  auf  der  Geraden  (g,  ^')  beliebig  ge- 
wählten Punkt  $"  die  beiden  GoradenKaü^,  |"),  (arj,  §"),  welche  die 
Geraden  (^i,  §'),  («o,  §'),  bzhw.  treffen  mögen  in  xq  und  o?/.  Nun 
ziehen  wir  (a^o',  x^*)^  welche  (»o,  x,),  die  ursprüglich  gegebene  Ge- 
rade, im  Punkte  O  schneide.  Dieser  Punkt  (P  ist  unabhängig  von 
der  Lage  der  Punkte  §',  £",  vorausgesetzt  allerdings,  dass  die  Punkte 
$5  S'j  I"  iii  einer  Geraden  liegen. 

Auf  die  Ebene  verallgemeinert  lautet  dieser  Satz: 

Vier  in  einer  Ebene  gelegene  Punkte  (To,  a^i,  a^,  i  verbinden 
wir  mit  einem  beliebigen  Punkt  ausserhalb  der  Ebene  l*  und  ziehen 
von  dem  auf  der  Geraden  (§,  §')  beliebig  gewählten  Punkte  $'' 
die  drei  Geraden  («o,  5")»  (*n  S")j  (««»  I")»  welche  die  drei  Ebenen 
(^19  ^s>  £')»  (^89  ^09  V)t  (^09  ^19  §')  bzhw.  treffen  mögen  in  den 
Punkten  x^\  x^^  x^'.    Die  Ebene  (xq\  xi\  x^')  schneidet  dann  die 
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Bnprflng^ch  angenommene  Ebene  («o,  a^i,  r^)  in  einer  Geraden  <P, 
die  unabhängig  ist  von  der  Lage  der  Punkte  £',  V\  sofern  diese 
beiden  nar  mit  £  in  einer  Geraden  liegen. 

Diese  Gerade  stimmt  überein  mit  der  Harmonikale  ^)  des 
Punktes  |  in  Bezug  auf  das  Dreieck  x^^  xj,  2^. 

Schliesslich  liefert  die  Erweiterung  auf  die  n-fache  Mannig- 
faltigkeit den  Satz: 

Es  seien  ar^,  Z|,  .  .  .  xm,  £  n-f-^  Punkte  einer  in  einer  SRn-f-i 
befindlichen  äR»,  %\  %"  zwei  beliebige  Punkte  ausserhalb  derselben 
jedoch  mit  der  Massgabe,  dass  §,  §',  £''  eine  3Ri  (Gerade)  bilden; 
ferner  seien  '0'  •  r  •  ^n  die  Schnittpunkte  der  Geraden  (a:^,  '§"), . . .  (a^, 
D  bzhw.  mit  den  3Rn  («1,  «t . . .  sfi^  §')?  -  .  .  («o>  *i  •  •  •  «^»»-i»  5'). 
Dann  schneidet  die  3Rn  (^o'>  ^/  •  •  -  '»')  <1^^  ursprünglich  gegebene 
SRh  in  einer  SRm-i  <^,  die  unabhängig  von  der  Lage  der  Punkte  g^ 
r  ist,  wofern  nur  f,  $',  ;"  in  einer  Geraden  liegen. 


<I>  nennen  wir  die  Harmonikale  des  Punktes  %  in'Bezug  auf 
das  Prismatoid  {x^y  x^  ,   .   .  xn). 

Der  Beweis  dieses  Satzes  gestaltet  sich  folgendermassen: 

Ein  bebiebiger  Punkt  der  S9^n+i  sei  bestimmt  durch  die  Coor- 
dinaten  jcpk    (A:  —  1,  2  .    .    -  n-\'\) 

die  Punkte  xf    (/ «  0,  1  .   .   .  n)    durch 

x/i,  .    .    .  Xft^  0 
k  durch  .    .    .  £a  .   .   .  ,  0    (ä  =  1,  2  .    .    .  n) 

i\  r  bzhw.  durch  ik\  *£»"    (i:  -  1,  2  .   .      n  +  1) 

ferner  sei  im  Folgenden  stets 

xpo  ■*■  aJ/a  ■■  so  "^  io   *=  ?o    =1 

Die  3R»,  welche  durch  die  Punkte    .   .   .  ay',   .    .    .  ,  |'    (/'  =  0,  1 
.  .   .  /  -1,  /+!  .   .   .  ^)  geht,  hat  dann  die  Gleichung: 

I  afp*,  «0*,  .    .    .  ay-i.jr,  g*',  ay+i,  k  -    .    .  ««ir  |  =  0 
(fc  «- 0,  1  .    .    .w+1,    a?^+l  «  0,    ^«-0,1.    .    .  n) 

die  3R],  welche  durch  die  Punkt«  a;/,  §"  geht,  wird  dargestellt  durch 
xpk  —  ay» +  ($*"  —  «/*)«/     (Ä:  =  1,  2  .    .    .  n  +  1) 
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Da  der  Punkt  x/  auf  dieser  liegt,  so  giebt  es  einen  Wert  t/  von  «/, 
welcher  die  Gleichungen 

a/fc'  =  x/fc  -f-  (?*"  —  3Cfk)  V 

befriedigt;  dieser  Wert  bestimmt  sich  dadurch,  dass  in  der  vorher 
angegebenen  Gleichung  der  SR«  xpk  durch  x/k'  ersetzt  wird ,  denn 
xfk'  liegt  ja  auf  dieser  Ttn.    Darnach  wird: 

I  scfk{l-'Tf)-\-ii"rf,  xok,  .    .    .  */-!,»,  ^V,  ay+i.k  .    .    -  Xnk\  ^  0 

(i  — 0,  1  .    .    .  n+1) 
Daraus  ergiebt  sich 

1  —  V  I  f *'i  iToIr  .     .     .  ay-l,*,   ^V,    a"/-|-l,fc  .    .    .  aCnlr  I 

(ik  «  0,  1  .    .    .  n  +  1) 

Nun  liegen  aber  die  Punkte  £,  S',  ^"  in  einer  Geraden,  also  giebt 
es  einen  Wert  r,  der  den  Gleichungen 

ik"  =  '^k+('W'-h)r 
genügt.    Mit  Hilfe  hiervon  ergiebt  sich: 

V       ^ I  ik\  gpfc  .     .     .  Jfnfc  I 

1  —  V  **         I  ^V,  aro»  .    .    .  xf-.i,k,  Hjt(l— T)+{jfc*r,  ay+i.t  .    .    >  Wnk  \ 

(A;=0,  1  .    .    .n  +  1) 

Berücksichtigt  man  noch,  dass 

5nf  1  =-  a-^+l  «0     (flr  =•  0,  1  .    .    .  n) 
so  kommt: 

y    ^ i__ I  ^ffh  I 

1  —  T/  1  —  T  '    I  a-oA  .    .    .  «/-l,A,   ?A,    a^/+l,*  .    .    .  «la  I 

(^,  Ä  —  0,  1  .    .    .  n) 

Mit  Hilfe  hiervon  ist  es  leicht,  die  Gleichuntr  derjenigen  3Rh  auf- 
zustellen, welche  durch  die  Punkte  2/'  ( /  »  0,  1  .  .  .  n)  geht  Diese 
ist  nämlich: 

\xpk,    Xok\    .    .    .xnk'\=0        (*=  0,1,2.    .    .n+1) 
oder: 

\xpk,.   .   .,  xfk(\-t/)  +  ^k"y  .   .   .   1-0    (fc«0,  1.   .   .n+1) 

Da  es  nun  aber  nur  auf  die  Schnitt-9R»-i  dieser  3Rn  mit  der 
Grund-9Rn  a^pn+i  =-  0 

ankommt,  so  können  wir  «p»-f-i  ==  0 

setzen  und  erhalten  als  Gleichung  der  3Jtn-i  ^ 
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0,. 


0     (Ä  =  0,  1  .    .    .  n) 


oder 


6.+i"i7(l-T7) 


XpA 


X/h 


0    .   .    . 


1-V' 


0     (/,  Ä  =  0,  1  ..n) 


also  mit  Benutzung  des  oben  für  t-^ —  gefundenen  Wertes: 


1  — T  / 


Xph»  •     •     •  ^   Xfh^ 


•     •     • 


0. 


•         •         • 


-0 


wobei 


(^,  /i  Ä  —  Oj  1  •   •    •  **) 


zf^  =  i  jco*,  .    .    .  «/-!,*,  f A,  «/+!,*  .    .    .  afiiA  I    ist. 

Da  T  w,  weil  sonst  5',  §"  zusammenfallen  würden,  Jn+i  <;  0, 

weil  sonst  §"  nicht  ausserhalb  der  ursprünglich  angenommenen  SKn 

liegen  würde  und  schliesslich    |  ar^*  |    ^  0  (^,  ä  =  0,  1  .   .   .  n)  ist, 

weil  sonst  die  Punkte  «/  (^  =  0,  1  .  .  .  n)  in  einer  niederen  als 
A-fachen  Mannigfaltigkeit  liegen  würden,  erhalten  wir  endlich  als 
die  Gleichung  der  Harmonikale   des  Punktes   Sh  (A  —  1,  2  .   .   .  n) 

/  /  =  0,  1  .    .    .  n\ 
ia  Bezug  auf  das  Prismatoid    (ay*)  U  -.  j    2  n) 


^  — 


Xpk 


>  • 


ay* 


X/a         ■  •  •  ^         *         *  * 


0 


(  /;  Ä  —  0,  1  .    .    .  n) 


Di^e  Gleichung  nimmt  eine  sehr  einfache  Gestalt  an,  sobald  man 
statt  der  orthogonalen  Goordioaten  xph  (ä  =  1,  2  .  .  .  »)  eines 
Punktes  die  homogenen  Goordinaten  (vergl.  §  1.) 


5,       Dhk 

Upk  —  £xph  — 


(Ä,  Ä;  =  0,  1  .    .    .  n) 


einführt    Dabei  ist  D  die  Determinante  des  Systems 

(xgh)        (^,  Ä  =  0,  1  .    .    .  n) 
Qnd  Dkg  die  zum  Element  x^  gehörige  Subdetcrminante. 
Es  gelten  dann  die  Gleichungen: 
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Xpg  «=  ZxkgUpk        (flr,  k 


0,  1  .    .    .  fi) 


die  für    ^  =  0    die  Relation 


enthalten.    Nun  seien 


£upk  '^  1 

k=0 


<pk         (*  «=»  0,  1  .    .    .  n) 
die  homogenen  Coordinaten  des  Punktes  |,  dann  ist 


E 


ff 


'«^kfffPk         (^,  Ä;  —  0,  1  .    .    .n) 


Mit  Hilfe  dieser  Einführong  ergiebt  sich: 

^f  —  I  Xok^  -    .    .  ay-i,fc,  £xffkq>ff,  «/+i,Jt,  . 

ff 


•  iBnk  I 


(/>  flr,  *  =  0,  1  .    .    .  n) 


Ferner 


(P=: 


=  <P/   I  a^ir*  I 


2xkhUpk^ 


0, 


•    •    I 


a*/» 


•    •    • 


•    •    • 


0, 


9/ 1  *#*  I 

...  Xfh 

i 


(/,  ^,  Ä,  Ä;  =  0, 1  .    .    .  n) 


*  <p*  I  «i^  r  '  ■  ■  9»/ 1  «i^*  I 


.  *  • 


Mithin  ist 


0 


die  Gleichung  der  Harmonikale  des  dnrch  die  homogenen  Coordi- 
naten ffk  ausgedrückten  Punktes  in  Bezug  auf  das  Prlsmatoid,  auf 
welches  sich  die  homogenen  Coordinaten  beziehen,  upk  sind  die 
homogenen  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Harmonikale  *). 

Diese  Form  der  Gleichung  ist  besonders  geeignet  zur  Herleitung 
einiger  Eigenschaften  der  Harmonikale.  Um  diese  zu  entwickeln 
stellen  wir  zuerst  den  verallgemeinerten  Begriff  der  centralen  Pro- 
tection auf.    Wir  erklären: 

Eine  in  einer  9Kr  befindliche  3R^'  (,u  <  v)  heisst  die  Projection 
einer  Mß  auf  die  Wip  von  einer  a)?„-„_i  aus,  sobald  Ttf/  als  Schnitt  der 


1)  Vgl.  Salnon-Fiedler,  Kegelschnitte.     Leipzig  1887.     I.  S.  115. 


von  der  n^fachtn  MßnnigfaUigkeit, 


881 


%  mit  einer  durch  SR^  nnd  Ttn-v-i   geiegteo  Vtn^v^/i   betrachtet 
werden  kann;  die  9^.^.1  soll  das  Projectionscentram  heissen. 

Auf  diese  Erklftmng  gestützt,  beweisen  wir  folgenden  Satz : 

Die  9tp~i,  in  welcher  die  Harmonikale  <D  die  Grenz-äR*  des 
Prismatoides ,  die  die  Punkte  xo  »  .  -  x^  bilden,  schneidet,  ist  in 
Bezug  auf  das  Prismatoid  dieser  Punkte  die  Harmonikale  desjenigen 
Ponktes  rj  der  fOtp^  welcher  durch  Projection  von  |  von  der  äÄM-t»-i, 
die  die  Punkte  X94.1  .   .   .  x^  bestimmen,  aus  entsteht. 

Wir  tun  der  Allgemeinheit  keinen  Abbruch,  wenn  wir  annehmen, 
die  3kw  sei  zugleich  die  Coordinatenmannigfaltigkeit 


Dann  ist  also 


und 


xpi  ^  0        (»  — v+1,.    .    .  n) 
^f'-^        \i  =  v  +  l.    .    .n) 


v  + 
sobald    i|ik  (A  *"  1,  2  .   .   .  n)    die  Coordinaten  des  Punktes  17  sind. 


Es  seien  femer  v?/  (/  «»  0,  1  .  .  .  v)  die  homogenen  Coor- 
dinaten eines  beliebigen  Punktes  (xpg')  (^  —  1,  2  .  .  .  v)  bezogen 
auf  das  Prismatoid  der  Punkte  xo^ ,  .  .  xv\  ri  habe  die  homogenen 
Coordinaten    '^/  (/  =  0,  1 .   .   •  v). 

Wir  wollen  dann  v^f  ausdrücken  durch  upk  (A  =  0,  1  .  .  .  n), 
wenn  tfff  die  Projection  des  durch  die  Grossen  upk  bestimmten 
Punktes  darstellt.  Da  x^\  xp^  xi  (»  =  v+1  .  .  .  n)  auf  einer 
Vtn-^  liegen  sollen,  was'  ja  aus  der  Erklärung  der  Projection  folgt, 
BD  giebt  es  ein  Wertsystem  <*{*:=•  v+1  •  •  •  **)>  welches  die 
Gleichungen 


befriedigt.    Hieraus  folgt: 


Xff—Xpf.     . 

.  Xkf 

-Xpf 

•»0 

also 

•      •••*• 

Xpi  .    . 

.  Xki"  Xpi 

V 

1     ...  1 

Xpf  . 

.     .  Xkf 

s         # 

#                •            • 

Xpi  ,     .     .  Xki 

Xpi. 

.    .  XU 

oder 

(»,  i  —  v-j-1  .    .    .  n) 
{f=  I,  2.    .    .V) 


(»,  Ä  =  V  -f- 1  •    •    •  n\ 
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»r  ZcAf« 

9 

*        •        X        »        m        » 

hl. 

9 

■  &     •    •    • 

^^9i  f*P9y  ' 
9 

.         .    «to    .        .        . 

.  flPJt/  .    .    . 

f /-l,  2.   .   .V         ) 

V  =  0,  l 

>      •      • 

»    / 

Mit  Rflcksicht  auf 

werden  diese  GleicbiiDgeii  zu 


nnd  schliesslich  zu 


Xff/Upg 


-p/  =  -^ 


Upg 


W  =  0,  1  .   .   .  r/ 


hierin  kann  /  auch  den  ^'ert  0  annehmen.    Nun  ist  aber  auch 

Xpf  =  £xg/Vpff         (^,  /=  0,  .    .    .  v) 

sodass  sich  ergiebt: 

Upg 


Vpg  = 


£upf 


(f,9=0,  1.    .    .v) 


also  ist  im  besonderen 


_       ^9 


Ztpf 


(f,  g  =  0,l.   .   .V) 


Die  Tln-iy  die  dnrch  den  Schnitt  von  ^  mit  der  Tip  entsteht, 
wird  darnach  bestimmt  dnrch  das  Gleichungssystem 


das  durch 


O=i:^r=o       (ib  =  o,  1     .   .n) 
ii|»,'  =  0        (i  =  V  -f- 1  .    .    .  n) 


von  der  n^fachen  Mannigifaliigkeit, 
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9    ^9 


(flr  =  0,  1  .   .   .  v) 
ersetzt  werden  kann.    Fflhren  wir  hierin 


Ufg  =  Vfg  £upfy     <P9^^9^W       (fy  g~0,  1  .   ,   .  n) 
so  wird  die  ^^-i  innerhalb  der  S^»  bestimmt  durch  die  Gleichung : 


^  =  2:^  =  0 


(/  =  0,  1.    .    .v) 


d.  b  aber  die  Wip^i  tp  ist  die  Uarmonikale  des  Punktes  i;  in  Bezug 
auf  das  durch  die  Punkte  «o, .   .   .  '»  gebildete  Prismatoid. 

Wir  beweisen  ferner  diesen  Satz: 

Ist  in  einer  ^v  eine  ^v^i  ^  Harmonikale  eines  Punktes  i}  in 
Bezug  auf  ein  Prismatoid  xo, .  .  .  xv^  so  bleibt  diese  Beziehung  er- 
halten, sobald  man  ^v  von  einer  ^n-v--i  aus  auf  Wlp'  projicirt. 

Das  Projecüonscentrum,  die    S9tn.9-.i,  sei   gegeben    durch  die 
Pankte  x*  (ifc  =  v-|-l  •   •   .  »),   ferner  mögen  y'i  v\  ^f    (/=ö,  1 
.  .   .  v)    die  Projectionen   von   bzhw.  t^,  17,  x/  sein.    Unbeschadet 
der  Allgemeinheit  können  wir  Tlv  als  Goordinatenmannigfaltigkeit 

xpk  =  0       (ifc  =  v+1  .   .   .  n) 

wählen,  ferner  können  wir,  was  aus  dem  Vorhergehenden  einleuchtet, 
17  auffassen  als  Projection  eines  Punktes  g  der  Sßtn ,  dessen  Harmo- 
nikale <P  in  Bezug  auf  das  Prismatoid  ...,«/...(/'=  0,  1 
...  n)  die  9)^1»  in  V;  schneidet,  dann  ist  also  1}'  die  Projection 
Yon  §  auf  Tip',  £s  sei  nun  xp*  (A  =  1,  2  .  .  .  n)  irgend  ein  Punkt 
der  9R»,  arp/  (/  =  1,  2  .  .  .  v)  seine  Projection  auf  äJ^ir',  dann  er- 
giebt  sich: 


^/ 


V 


1   ...  1 

SCpi  .     .     ,    Xki 



fl;p/ .    .    .  xkf 

Xpi  .     .     .    Xki 

i  folgt  durch  Specialisation  des  l 

1    ...  1 

Xgi  .      ,      .     Xki 

= 

Xgf  .     .     .    Xkf 
Xgi   .      .      .     Xki 

(Ä;,  i  z=z  v-J-1  .    .    .  n\ 


t,  k  =  v+1  . 


[t,  A:  =  v-t"l  .    .    .  «l 
/=1,  2.    .    .V 
if  =.  0,  1  .    .    .  V      J 


Bezeichnet  jetzt  upjk  (A  =  0,  1  .  .  .  n)  die  homogenen  Goordinaten 
des  Punktes  xp  bezogen  auf  das  Prismatoid  .  .  .  ay,  .  .  .  (/  =  0,  1 
.  .  .  n),  vpg*  (^  =  0,  1  .  .  .  v)  dieselben  Goordinaten  des  Punktes 
Tf'  bezogen  auf  das  Prismatoid  .  .  ,  x/  .  .  .  (/  =  0,  1  .  .  .  v), 
so  folgt  aus  der  obigen  Gleichung : 
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Xpf 


Zupk  •    •    .  I     1 

n 


'XkfUf^j  .     .     .  Xk/ 


ZxkiUph,    .     .     .  Xki 
k 


/»,  ifc  =  V  -|- 1  .    .    .  n\ 
U  =  0,  1  .    .    .  n       ) 


^Pf 


Zu 

9 


Pffy 


.     .     .  1 


Zxffi  Upff  ,    .    .  Xki 

9 


XgfUpg^ 


^9f 


ZXgiUpg^   .      .      .  «W 
9 


flr  =  0,  1  .    .    .  V        ) 


Xp/ZUpg 

9 


1 

Xgi 


.1 


9  \^9i 


.     .     .    XJb^ 


(t^  A*  B  V  -|- 1  .    .    .  n\ 
gr  —  0,  1  ...  V       j 


ZuppXgf' 

9 


1       .     .     .   1 

Xgi    .      »      .  Xki 


und  hieraas  in  Yerbindung  mit 


kommt: 


Xpf    «-  ZxgfVpg' 
9 


Ups 


Vp/ 


1 

Xfi 


.1 

.  Xki 


Upg 


1 


.     1 

.    Xki 


(■ 


y,  ff  =  0, 1 . 


::) 


also  auch 


W 


W 


1 

Xfi 


.  1 


UiPg 
9 


1       .     .     .  1 

X^'   .     .     .  Xki 


//,  ^  -  0,  1  .   .   .  v\ 
V»,  *  *=  V  -f- 1  •    •    •  0/ 


wenn  9/  bzhw.  tf;/  die  homogenen  Coordinaten  der  Pankte  $,  17'  sind. 

Es  seien  ferner    u/  (/  »  0,  1  .   .   .  v)    die  homogenen  Coordi- 
naten irgend   eines  Punktes   der   Wlv  bezogen   auf  das   Prismatoid 
...  iT/  ...(/'—  0,    1  .   .   .  v),    1fr/   die  speciellen  des  Punktes 
17,  dann  wird  y»  bestimmt  durch  die  Gleichung: 


/=o  i>/ 


von  der  n'faeken  Manniffaltiglceil.  385 

wie  in  der  Yoraussetzang  enthalten  ist.  Da  wir  nun  ^  als  Schnitt 
?on  0  nnd  S92p  anffassen  wollen ,  8o  können  wir  diese  Gleichung 
ersetzen  durch 

Z  *?«?«=  0        (/  -  0,  1  ...  V) 

darans  ergiebt  sich  aber,  dass  if;'  bestimmt  ist  durch 

1    1 


9  ;    ^gi  ^i 


=  0    oder 


d.  h.  aber  i|/  ist  Ilarmouikale  des  Punktes  t?'  in  Bezug  auf  das 
Prisraatoid  .    .    .  sr/  .    .   .  (/•  —  0,  1  .   .    .  v).     Das  war  zu  bowoisou. 

Die  Harmonikale  O  des  Punktes  J  (es  gelten  die  alten  Bezeich- 
nungen) schneidet  die  2J?«-i.,  welche  durch  die  Punkte  iy,  xv-\i  ... 
Xh  bestimmt  ist,  in  einer  3}?„_„.].  Man  könnte  nun  vermuten  — 
und  diese  Vermutung  ist  besonders  leicht  möglich  nach  Kenntniss 
einiger  Ergebnisse,  deren  Ableitung  der  nächste  Paragraph  gewidmet 
sein  soll  — ,  dass  diese  SJ^M-r-i,  die  wir  abkürzungsweise  J^  nennen 
wollen,  Harmottikale  des  Punktos  J:  in  Bezug  auf  das  von  den 
Punkten  17,  ^1»  fi  .  .  .  ^n  gebildete  Prismatoid  ist.  Das  ist  aber 
keineswegs  der  Fall;  weil  aber  die  Bestimmungsgleichung  von  X 
grosse  Aehnlicfakeit  mit  der  Gleichung  der  erwähnten  Ilarmonikalo 
besitzt,  soll  sie  hier  abgeleitet  werden.  . 

Wir  wählen  wieder,  der  Einfachheit  wegen,  die  ^n-r  zur  Coor- 
dinatenmaunigfaltigkeit 

'p/  =*  0        (/"  =  1  .    .    .  v) 
Darnach  ist 

zu  setzen.  Ferner  muss  berücksichtigt  werden,  dass  die  Punkte  t?, 
xo, .  .  .  rp  in  einer  SWp  liegen,  demnach  giebt  es  ein  Wertsystem  r/, 
welches  die  Gleichungen: 
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befriedigt.  Es  seien  weiter  %Vf  79-1-1  .  .  >  %n  die  homogenen  Coor- 
dinaten  des  Punktes  ^'  in  Bezug  auf  das  Prismatoid:  17,  xv^i  . . .  'm 
sodass  also 

""   I  m^  *»+!,•• .  •  •  '«»■  I 

^  ""  I  nh  'v\U  .    .    .  *ni  I 

(»  =  0,  V  + 1  .    .    .  fi,     Ä;  =  V  -}•  1  •    •    •  « 
ist. 

Mit  Benutzung  alles  des  eben  angeführten  ergeben    sich  die  in 
der  Gleichung  von  O  vorkommenden  Grössen  J  folgendermassen : 


/Sa  = 


1     1    ...  1,    1  ...  1 

0       X\g  .     .     •  Xrg  0  ...  0 

i't,  *lJt  .     .     .  *r*,  'j»+l*  .     .     .  fc«* 
1,     1  ...  1 

S*,  ^»41* .  .  .  '«* 


=  I  ^fo 


=  I  rfg  il  iy,-,  J^y  I  !•  .    .     .  Xui  I  Xr=^Z»' 


wobei  die  Bedeutung  von  J  klar  ist. 


1  ...J»  J.X  ...Ja  X 


•    .    . 


1 

0 


Xpki  SCv\hk  <     .     .  STuk 


A  -  1,  2  .    .    .  v\ 
\k  =  v+1  .    .    .n) 


Setzt  man   far  x^a   den  in   der  Vorbemerkung   angegebenen    Aus- 
druck und  formt  die  Determinante  etwas  um,  so  erhält  man: 


Weiter 
(r>  v) 


4/  =  —  V I  *y^ '  I  ^h  ^Hhi  •  •  •  «•»•  I  «="  —x/Jxp 


JL       •     •     •  Xf        X  ...  J.)  Ij     X  ...  X 

Xog  .      .      .  Xvff^     0  •      •     .  0)  0,     0  ...  0 

STok  '    .     .  OCrk,  «r+l,*  .     .     •  SCr-l>,  ^"*,   Xr^l,k  .     .     •  Ä^mIt 


/^  «  1,   2     .    .     .  V\ 


Wird  hierin  wieder  otoa  fortgeschafft,  so   kommt  nach  einigen  Um- 
formungen : 

Jy  =  (1  —  2x/)  Isr/g  \    I  fli,    Stp^i,i,  .    .    .  a-r-i'^,  ^'',  Xril,i  .    .    .  <r„,  | 
/ 


(r  =  v+1  .    .    .  ti\ 


von  der  ri'fachen  MannigfaltigktiL 
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Non  hatte  9  die  Gleichang 


0, 


•/f. 


—  0 


(Ä  «  0,  l  .   .   .  ») 


setzen  wir  hierin 


xp/^0       (/-  1,  2.   .  .V) 


QDd  entfernen  zugleich  x^k,  so  geht  die  Gleichung  über  in  die  Be- 
stimmungsgleichung von  2- 


1,     1— Tt/, 

.1    . 

.     .  1 

0,     0, 

•  ^f9     • 

.   .0 

/ 

.     '  OTfk      . 

.     .  STrk 

0     -1-2:^/: 

1 

1 

•        •        • 


oder: 


\^r9  I 


•    •    •  1     •    •    • 

•     .     .  Xrk  •     •    • 


.    .  n) 


1.     1-2t/ 

/ 


i»"p*i  (1  --^vV 


0, 


"~  ^^  ~v~    .     •     •     ^     •     •     • 


'0 


/  ^/ 


0 


oder  mit  Benutzung  der  für  die  J  gefundenen  Werte : 


A 


0, 


0 


1,       1  ...1       ••• 

X^^   lf\k         ...«■»•*... 

v+1  1 

"■"      •    •    •""     •    •    • 

Bezeichnen  wir  die  homogenen  Coordinaten  des  Punktes  apj,*  mit 
if, .  .  .  tP„,  —  für  den  Punkt  \  hoissen  sie  X"  •  •  •  X"'  "~  ^^'^^ 
ist 

rrpk=  i?»fCfc+ 2?  «rtti^r         (»•»  ^5  «=•  v  +  1  .    .    .  n) 

r 

ZU  setzen,  und  wird  obige  Gleichung  zu 


ir* 


«R* 
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Das  ist  die  gesachte  Gleichnng  von  Xy  man  sieht  sofort  ihre  Aehn- 
lichlceit  mit  der  Gleichung  der  Harmonikalo  des  Pnnktes  ^  in  Bezug 
auf  das  Prismatoid  17, .  .  .  :rr  .  .  . ,  denn  deren  Oleichnng  ist  ja, 
gemäss  dem  Frtlheren: 

Die  Sätze,  die  den  Gegenstand  dieses  Paragraphen  gebildet 
haben,  lassen  sich  nun  auch  ohne  Schwierigkeit  auf  die  sphärische 
Mannigfaltigkeit  (vgl.  §  2.)  ausdehnen.  An  die  Stelle  einer  ebenen 
v-fachcn  Mannigfaltigkeit  {yiv)  ist  dann  nur  diejenige  krumme  (Mv) 
zu  setzen,  welche  sich  als  Schnitt  der  sphärischen  und  einer  ebenen 
y^-l-fachen  Mannigfaltigkeit  ergiebt.  Da  die  Betrachtung  sachlich 
sich  an  das  Obige  eng  anlehnt,  so  übergehen  wir  sie  hier. 

Ehe  wir  uns  nun  im  andern  Paragraphen  zu  der  zweiten  Yer- 
allgemcincrung  harmonischer  Punkte  in  einer  Geraden  wenden, 
wollen  wir  tlber  die  oben  erklärte  und  angewandte  Art  der  Pro- 
jection,  von  der  wir  auch  fernerhin  Gebrauch  machen  werden,  noch 
ciuige  Worte  sagen.  Für  die  Ebene  liefert  unsre  Erklärung  als 
alleinige  Möglichkeit  die  Projcction*  von  einem  Punkt  aus  durch 
Gerade  auf  eine  Gerade;  für  den  Raum  erweisen  sich  aber  zwei 
Fälle  als  möglich,  nämlich  die  Protection  vou  einem  Punkt  aus 
durch  Gerade  auf  eine  Ebene  und  die  Projection  von  einer  Geraden 
aus  durch  Ebenen  auf  eine  Gerade. 


§5. 

Wir  schreiten  jetzt  zu  der  andern  Verallgemeinerung  der  har- 
monischen Punkte  einer  Geraden. 

Sind  in  einer  Geraden  drei  Punkte  r^y,  arj,  g  gegeben,  so  be- 
zeichnet man  die  Strecken  x^t^  und  $0?^  als  Teile  der  Strecke  tqx^. 
Entsprechend  erklären  wir  in  der  Ebene  als  Teile  eines  Dreiecks 
fl'o^i's  die  3  Dreiecke,  welche  ein  fernerer  Punkt  £  mit  je  zweien 
der  drei  Punkte  x^,  a;,,  x^  bildet,  und  in  der  n-fachcn  Mannigfaltig- 
keit sollen  die  Prismatoide,  deren  Eckpunkte 

JTo,  .   •   •  aff-i?  $>  '/+!>  •    •   •  flfn     (/  —  0,  l      .   .  n) 

sind,  als  Teile  des  Prismatoids  ar^,  .   .   .  xn  bezeichnet  werden. 

Die  Berechtigung  dieser  Bezeichnung  liegt,  wie  bei  der  Geraden, 
darin,  dass  die  Summe  der  Inhalte  der  Teilprismatoide,  jeder  aller- 
dings mit  einem  bestimmten  Vorzeichen  versehen,  dem  Inhalt  des 
Gruudprismatoids  gleich  ist. 


von  der  n-Jaehen  Mannip/aliigktit.  3g9 

Sifid  nämlich  die  Coordioaten 

TOn     '/  r/h         (Ä  «  1,  2  .    .    .  n) 

und  von    |  lEh         (A  «  1,  2  .   .   .  n) 

so  ist  der  nl-fache  Inhalt  dos  Prismatoidcs  ar«, .   .   .  x/.j,   S,  oy^i, 

*>  "-  II  ^t*»  •    •    •  «y-LAt  f*>    '/-f  1.*  .    .    .  a-n*  11      (A  —  0,  1  ,    ♦    ,  n) 

setzen  wir 

sgn  1  a-M,  •   .   .  ay-i.A»  |A}  ^vm.*  •   •  •  «•«*  I  —  «/ 
so  kommt: 

I  j-^.  .    .    .  «•/-!.*,  fik,  ay|.i,ib,  .    .    .  ar,i^  I  —  «^  K/      (Ä  =  0,  1  .    .    .  ») 
oder 

Daraus  folgt 

(/;  Ä  =  0,  1  .    .    .  n) 
Non  ist 

OsgnD=  V 

dem   nl-fachcn  Inhalt  des  Prismatoides  a-«  .   .   .  a^n,  also  kommt, 

sgn  D  —  c    gesetzt 

ZtfV/^  iV        (/  =  0,  1  .    .    .«) 

woraus  die  Berechtigung  der  Bezeichnung  „Teilprismatoid'^  erhellt. 

Itfan  sagt:  Eine  Strecke  a-g^i  ^^^^  ^^^  ^^^^  Punkten  |,  |'  har- 
monisch geteilt,  sobald  die  Strecken  a*»^'  und  ^a*,  dasselbe  Verliält- 
niss  haben,  wie  die  Strecken  x^i*  und  ^'a-^.  Entsprechend  erklären 
wir  in  der  n-fachen  Mannigfaltigkeit: 

Die  Punkte  'S,  §',  §''...  teilen  das  Prismatoid  x«,  .  .  .  a*«» 
harmonisch,  sobald 

Fo  :  r,  :  .    .   .  :  F»  =  Ko' :  F/;  .    .    . :  F/  -  Fp"  :  F/':  .    .   .  :  F^" 

^^  •    •   • 

ist;  dabei  haben  F/',  F/  dieselbe  Bedeutung  ftu*  |',  |''  bezOglich, 
wie  F/  für  g.  Wir  wollen  die  Punkte  i,  i\  i"  .  .  .  harmonisch 
in  Bezog  auf  das  Prismatoid  nennen. 

Wir  stellen  uns  nun  zuvörderst  die  Aufgabe: 
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Es  sollen  sämtliche  Pankte  bestimmt  werden,   welche  ein    ge- 
gebenes Prismatoid  nach  dem  Yerhältniss  »iq  :  m|  .   .   .  :  m»  teilen. 

Einer  von  diesen  Teilpunkten  sei  S,   so  mnss  also  bei  Bei- 
behaltung obiger  Bezeichnung  sein, 

VoiV^:  .    .    .  :   Fw  ■=  m^) :  .    .    .  :  m^ 

Diese  Proportion  lässt  sieh  durch  das  Gleichungssystem 

Vf^  DXnif        (/=0,  1  .    .    .  «) 

wobei  l  ein  Proportionalitätsfactor  ist,  ersetzen. 

Daraus  folgt 

I  »"oA,  .    .    .  a-/-i,A,  ?A,  Xf\  1,  .    .    .  a-„A  I  «.  Af/m/  |  Xgh  \ 

(A  fl',  Ä  -=  0,  1  .    .    .  n) 
oder 

ZihDhf  =  B/m/Dk 

daraus 

£  dhDh/x/k  —  Zsffn/Dkxf         (/",  /*,  ä;  «  0,  1  .    .    .  h) 

H^h^hkD    «=  Dk£sfm/xn 
h  f 

I»  —  IZe/m/x/k        (/,  ^-  =  0,  1  .    .    ,  w) 

also  kommt,  da 

i'o  =  kZe/  nif  —  1     ist, 


fA  =  ^ 


\Ä  =  1,  2  .    .    .  nj 


2tfm/ 


Auf  diese  Art  sind  die  Coordinaten  jedes  Punktes  bestimmt, 
welcher  das  Prismatoid  in  dem  gegebenen  Verhältniss  teilt. 

Da  die  Grössen  f/(/'=0,  1  .  .  .  n)  den  Wert  ±1  annehmen 
können,  und  es  im  ganzen  2"+^  solcher  Zeichencombiuationen  gicbt, 
so  erhält  man  ebensoviel  Werte  von  hy  die  aber  nicht  alle  von 
einander  verschieden  sind.  Es  fragt  sich  nun,  wieviel  Punkte  .; 
sich  aus  obiger  Gleichung  ergeben.  Es  werde  |  bestimmt  durch 
tf(f=  0,  1  .  .  .  «),  i*  durch  b/ {f  ^0^  1  .  .  .  w),  so  erfordert  die 
Uebereinstimmung  von  '^  mit  £'  das  Bestehen  der  Gleichungen 

ZtfmfXfk        Zt/mj'Xfh 

./ ^  _/ //  «  ü,  1  .    .    .  n\ 

Zt/mf      **     Stf'nif  \h   =  1,  2  .    .    .  »/ 

/  f 
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Hierin  kann  h  auch  den  ^yert  0  annehmen.     Ans   diesen   Glei- 
chuiigeu  folgt 


fii/l 


•f'y»)-^!'— —  v^f ._  W/  =  0  (/,  A  =  0, 1 .  .  .  I.) 

daraos 

wk  i-^* _^*'     (  -  0        (^,  ^  «  0,  1  .   .   .  n) 


also  kommt 

;  (Ä  —  1,   2  .    .    .  ») 


«A  fk! 


Nun  können   aber   io  nnd   fo'  stets  gleich  1  angenommen  werden, 
wie  man  aus  dem  Wert  von  th  ohneweiters  sieht,  sodass  folgt 

fk  =  sh*        (A  «  1,  2  .   .   .  n) 

d.  h.  CS  giebt  soviel  Paukte  '^  als  es  Zeichencombinationen  s^,  ...  Sn 
giebt,  nämlich  2**.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Es  giebt  im  ganzen  2**  Pnnkte,  welche  ein  gegebenes  Prismatoid 
in  n  Teile  von  gegebenem  Yerhältniss  teilen.  Ihre  Coordinaten  sind 
dargestellt  durch 

/  //  —  ü,  1  .    .    .  n 


2  t/nif 
f 


//  -  0,  1  .    .    .  n\ 
VÄ  «  1,  2  .    .    .n) 


Man  fiberzeugt  sich  auch  sofort  von  der  Richtigkeit  der  Um- 
kebrung,  dass  ein  Punkt,  welcher  derartige  Coordinaten  hat,  das 
Prismatoid  nach  dem  Yerhältniss  m^  :  mi  :  .   .   .  :  »in  teilt. 

In  der  ^n  sei  nun  ein  Prismatoid  v-facher  Ausdehnung  gegeben 
dnrch    die    Punkte     oy   {f=^0^\.   .   .  v)     mit    den    Coordinaten 

Tfk  \\      ^'  o  *   '         ).    Welches  sind   die    Coordinaten    |a    eines 

\Ä  «■  1,    J  .     .      .  «/ 

Punktes  £,  welcher  das  Prismatoid  im  Yerhältniss  ni^i  mi  .   .   .  :  mv 
teilt  ? 

Wir  verlegen  das  Axensystem  so,  dass  die  9Rt>,  der  das  Pris- 
matoid angehört,  zur  Coordinatenmannigfaltigkeit 

a-|»t'  =  0         (Ä:  =  v+1,  .    .    .n) 
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wird,  benutzen  die  obcu  abgcloiteto  Formel  u:id  kehreii  zu  dem  alten 
Coordiuateusystem  zurück,  so  ergiebt  eine  leichte  Rechnung: 


Sh 


£  tfmf 


//•=  0,  1  ...  A 
\Ä  «  1,  2  .    .    .  n/ 


Das  sind  also  die  Coordiuaten  eines  Punktes  '£,  der  das  Prismatoid 
0-0, ..  .  ^v  im  gegebenen  Verhältniss  teilt  und  es  ist  diese  Art  der 
Darstellung  notwendig  und  hinreichend  für  einen  solchen  Punkt,  wie 
mau  leicht  sieht. 

Wir  projiciren  jetzt  den  Punkt  i,  der  in  der  SD?«  das  Prismatoid 
Xo,  .  .  .  Xm  nach  dem  Verhültniss  m« :  .  .  .  :  mn  teilt  und  durch  das 
Vorzeichensystem  £«,  .  .  .  f»  bestimmt  ist,  von  der  durch  die  Punkte 
a-fc  (^•  =  v-|-l  .  .  ,  n)  gebildeten  3)?„^r-i  aus  auf  die  durch  ar/  (/  = 
0,  1  .  .  .  v)  bestimmte  üRj^.  Dadurch  entstehe  der  Punkt  97 ;  dessen 
Coordinaten  sollen  nun  ermittelt  werden.  Der  Einfachheit  halber 
nehmen  wir  an,  die  ^v  sei  die  Coordinatenmannigfaltigkeit 


dann  ist  also 


iTpt  «  0       (^•=»v+l, .   .  .  «) 

//•=0,  1   .    .    .v\ 


zu  setzen.    Die  projicirendo   3}Im-i',    welche  durch    n  (ä;«^  v-f-l, 
.   .   .  n)  und  I  geht,  hat  das  Gleichungssystem : 

*.         v/  t^*         /Äj«»v4-1,...»\ 

^ph  —  ih^    £{xkh'-lh)tl,  (;  .       o  ) 

k  Vi  «=«  1,   J  .     .    .  M     / 

und  da  y\  auf  dieser  Mannigfaltigkeit  liegt,   so  giebt  es  ein  Wert- 
system n,  welches  die  Gleichungen: 


%  —  \u  ^^  ^  (^rg  —  ^<f)  Tr 

r 

—  ?jk  =   2(xrk'-4k)'^r 

befriedigt.    Hieraus  folgt 


/i/  -  1,  2  ...  V       \ 


Vs 


^                             *  * 

X.         •         •^K            •         •         * 

'rff  *     •     •  ^k      ... 

1  .     .     .  Xrk     •     .     • 

Xrp  .     .    .  Ä*rk  •    •     • 

oder 


/i7  =  1,  2    .    .    .  V       \ 
\Ä!,  r  «  1/  -|- 1   .    .    .  nj 
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S 
.    1.  Xrk 


/  f 

^rfff  •    •    •  >  ^fk 


(f=0,   1  .    .    .»        N 
i7«l,  2.    .    .  V         ) 

i«^  r  —  V  -}~  1  •    •    •  ^ 
daraas  nach  einigen  Umformungen  unter  Berücksichtigung  von 

//•  =-  0,  1  .   .   .V    \ 

/^/  «  0,  1  ...  V         N 

V9  ^^/nif  I  .r,»  I  —    Ss/m/x/g  I  a:,t  |       f    |;  =  1,   2  .    .    .  v  ] 

also   schliesslich: 

„  -.  / //  ==  Oj  1  •  •  •  n 

d.  b.  aber:  der  Punkt  rj  teilt  das  Prismatoid   r«,  .   .  ,  xp   im  Yer- 
hältoiss  mp :  i»|  :  .    .    .  ntp. 

Nehmen  wir   das  Coordinatensystem  wieder  ganz  allgemein  an, 
so  erhält  17  die  Coordinaten: 

£tymg  \Ä  =  J,  2  .    .    .  n/ 

Ad  diesem  Ausdruck  sieht  man,  dass  jeder  Punkt  $,  welcher  sich 
von  dem,  der  uns  als  Ausgang  diente,  nur  durch  eine  Verschieden- 
heit in  den  n  {h  ^  v)  auszoichuct,  dieselbe  Protection  liefert,  daraus 
folgt  aber,  dass  alle  Punkte  ^',  die  in  den  Zeichen  fo,  •  •  •  Cp  über- 
einstimmen und  deren  es  im  Ganzen  2'*~^  giebt,  auf  einer  ^n-^ 
liegen,  welche  die  Grenz-SÄn-r-i  des  Prismatoides  ro,  .  .  .  tm,  die 
die  Punkte  xk  (k  =  v-j-l  .   .    .  n)  bestimmen,  enthält. 

Bei  Aeuderung  der  Bezeichnung,   haben  wir  demnach  folgenden 
Satz: 

2^   von   den   harmonischen   Punkten,    die   in   den   Vorzeichen 
u^  (/  =  v-(-l,  .    .   .  n)  übereinstimmen,  liegen  auf  einer  iD}»,  die  die 

durch  die  Punkte  Xi  (^r  =  0,  1  .  .  .  v  —  1)  dargestellte  äÄr-i  ent- 
hält.   Dabei  bedeutet  ( .   .   .  ia  .  .   . )  irgend  eine  Permutation  der 

(A=:0,  1  .  .   .  ») 

Zahlen  0,  1  .   .   .  n. 
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Es  sei  jetzt  ciu  Prismatoid  v-fachcr  Ausdehnung  gegeben,  be- 
stimmt durch  die  Funkte  Tg  (g  ^  0^  1  .  .  .  v)  mit  den  Coordinatcii 
Xffh  (h=  1^  2  ,  .  .  n);  dasselbe  sei  im  Yerhältniss  m«:  .  .  , :  ntp 
harmoDisch  geteilt,  dann' sied  die  Teilpunkto  dargestellt  durch  die 
Coordinaten 


th   "=  -  - 


\h^i,  2  .    .    .n) 


Zfgfng 

9 


Alle  Punkte  dieser  Wlv  projiciren  wir  jetzt  von  einer  ä^N-r-i,  ge- 
geben durch  die  Punkte  o-t  (^  »  v-fl,  .  .  .  n),  aus  auf  Vip  .  xg* 
(^  =r  0,  1  .  .  .  v),  §'  seien  die  Projectionen  von  ar^  (</  «  0,  1 . .  .  v) 
bzhw.  £.  Dann  teilen  die  Punkte  ^''  das  Prismatoid  xg'  (^  —  0,  1 
.   .   .  v)  harmonisch.    Das  giebt  den  Satz: 

Teilen  Punkte  ein  Prismatoid  harmonisch,  so  bleibt  diese  Eigen- 
schaft durch  Projection  ungeändert. 

Da  dieser  Satz  nach  denselben  Priucipion  bewiesen  wird,  wie 
der  entsprechende  des  vorg.  §,  so  übergehen  wir  den  Boweis.  Setzen 
wir 

so  ergiebt  sich: 

•c /  „  9 /flr  «  0,  1  .    .    .  v\ 

^  EBgtng'  V/zr:!,  2.    .    .  nj 

9  - 

Das  neue  Teilungsverhältniss   stimmt  allerdings  mit  dem  ursprflng- 
lichen  nicht  ttbcrein. 

Wir  betrachten  nun  wieder  in  der  ^n  das  Prismatoid  xy  {f  <» 
0,  1  .  .  .  n),  das  durch  die  Punkte  £  harmonisch  geteilt  ist.  Halten 
wir  die  Zeichen  fo  •  •  •  ^v  f<^st  und  lassen  Ev\\  .  .  .  f «  sich  ver- 
ändern, so  werden  dadurch  2*"-''  Punkte  \  bestimmt,  welche,  wie 
wir  gesehen  haben,  mit  den  Punkten  rj^  (^  «  v-|*l,  .  .  .  n)  auf 
einer  ^h~v  liegen.  Letztere  schneidet  die  durch  die  Punkte  orff{g^= 
0,  1  .  .  .  v)  gebildete  ^v  in  einem  Punkte  17,  dessen  Coordinatcu 
wir  als 

£ifffngXgh  .      _n      1  «\ 

'^  Zigmg  \Ä«1,  2.    .    .n) 

9 
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gefoDdcn  haben.  In  der  TIh-p  bilden  die  Paukte  r/,  ^r|i,  .  .  *  th 
ein  Prismatoid.  Wir  wollen  beweisen,  dass  dieses  durch  die  oben 
aasgcw&blten  Pnnkte  f  harmonisch  geteilt  wird. 

£s  war 
Daraos  folgt 

N  V  n 

'ih  £  t/m/  =  rik  £  igtng  -f-     ^    tkMkXkh        (ä  =  1,  2  .    .    .  u) 

Setzen  wir 

»  _ 

sgn  £  egfUg  =  6 

p  

£  iytng  '^  B  m 

80  kommt: 


t  mrih'-\'  £BkfnjcXj^ 


^A= =S^ 


(it  —  v  +  1,  .    .    .  n\ 
Ä  =  1,  2  .    .    .  »    j 


damit  ist   dio   Behauptung   erwiesen;    das   Tcilungsverhäitniss    ist 

"t :  mp^i : .   .  .  fiiH,   wenn   das   Prismatoid  in   der   Reihenfolge   17, 
rri  1, .  •  .  xm  genannt  wird. 

5  6. 

Dio  im  Torigen  §  entwickelten  Sätze  führen  durch  die  Annahme 
besonderer  Werte  für  das  Teilungsverhältniss  des  Prismatoidcs  zu 
den  Verallgemeinerangcu  einiger  bekannter  Sätze  der  Elementar- 
geometrie. 

Z.  B.  liefert  die  Annahme 

einen  als  Schwerpunkt  des   Prismatoides  zu  bezeichnenden  Punkt, 
die  Annahme 

w/  =  Jf         (/  «-  0,  1  .    .    .  n) 

wenn  J/  den  Inhalt  des  durch  die  Punkte  ay  (/*'  =  0,  1  .  .  .  (/*) 
.  .  .  n)gebildeten  Prismatoides  n  — •  1-facher  Ausdehnung  bezeich- 
net, die  Mittelpunkte   derjenigen   sphärischen   Mannigfaltigkeiten, 
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welche  sämtlicbo  n-f-1  Grenz-SWu-i  berühren.  Uuscbwer  ergeben 
sich  ferner  die  Verallgemeinerungen  des  für  das  Dreieck  geltenden 
Cevascben  Satzes  von  den  Wechselabschuitten  und  des  Satzes,  dass 
die  Halbirungsliuie  eines  Winkels  im  Dreieck  die  gegenüberliegende 
Seite  im  Verhältniss  der  beiden  andern  Seiten  teilt. 

Hierauf  besonders  einzugehen,  unterlassen  wir  aber,  um  nicht 
den  Rahmen  dieser  Arbeit  zu  sehr  zu  erweitern. 

Ebenso  wollen  wir  auch  nur  ganz  kurz  bemerken,  dass  der 
Satz:  Eine  zu  einem  von  vier  harmonischen  Strahlen  parallele 
Strecke,  welche  die  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen  begrenzen, 
wird  durch  den  dem  ersten  zugeordneten  Strahl  faalbirt,  —  eine  ganz 
interessante  Erweiterung  zulässt.  Au  die  Stelle  der  Strecke  und 
deren  Halbiruugspunktes  tritt  ein  G(  bilde  und  dessen  Mittelpunkt,  das 
als  die  Verallgemeinerung  eines  Parallelepipedons  im  Räume  be- 
zeichnet werden  muss.  Da  wir  die  Absicht  haben  an  einer  andern 
Stelle  hierauf  genauer  einzugehen ,  begnügen  wir  uns  mit  diesen 
kurzen  Andeutungen. 

§7. 

Zum  Schlüsse  der  vorliegenden  Arbeit  soll  nun  noch  die  Frage 
nach  der  conformen  Abbildung  einer  ebenen  n-fachen  Mannig- 
faltigkeit auf  eine  andre  ihre  Erledigung  finden.  Die  Ergebnisse 
dieses  Paragraphen  sind  im  wesentlichen  Verallgemeinernngeu  des 
von  Liouville  in  den  Anmerkungen  zu  Monge's  Applications  •  .  . 
bewiesenen  Satzes,  dass  für  den  dreidimensionalen  Raum  es  nur 
eine  conforme  Abbildung  gicbt  und  dass  diese,  abgesehen  von  Ver- 
schiebungen und  Drehungen,  durch  Transformation  vermittest  reci- 
proker  Radien  entstanden  gedacht  worden  kann. 

Zunächst  erklären  wir  zwei  Mu  als  ähnlich,  sobald  die  Ent- 
fernungen je  zweier  entsprechenden  Punkte  dasselbe  Verhältniss 
zeigen;  eine  Mu  soll  dann  ein  conformes  Abbild  einer  andern 
heissen,  wenn  die  Umgebungen  entsprechender  Punkte  ähnlich  sind. 
Die  Punkte  der  einen  Mannigfalttgkeit  mögen  durch  die  Coordinaten 
a-Ä  (Ä  —  1,  2  .  .  .  fi),  die  der  andern  durch  h  (/*  =  1,  2  .  .  •  m) 
dargestellt  sein,  rh-i-dxh  (h  =  1,  2  .  .  .  n)  bezüglich  a-AHh^'^  sollen 
zwei  benachbarte  Punkte  von  (x/,)  bczeichen,  ihre  entsprochenden 
«eien  (i'Ä  +  eif*)  und  (£^  +  0?*)  (h^l.  2  ,  .  .  »).  Dann  erfordert 
die  Definition  der  conformen  Abbildung,  dass 

(1         Z(d'^k  -  dik)^  =  m^£idxH-öxh)^        (Ä  --  1,  2  .    .    .  n) 

A  In 

für  jedes  beliebige  dxk  und  örk  ist.    Nun  ist 
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dtt,  «  Z  ^dxi  =  Z^idxi    (Ä,  »  =  1,  2  .    .    .  n) 
wobei 

gesetzt  ist;  ebenso 

«?*«  ITEAiaa«^        (Ä,  »«1,  2.    .      n) 
i 

Mit  Benatzang  hiervon  nimmt  Gleichung  1)  die  Gestalt  an: 

S  ikiii,t{djri-^5xi){dxk-öxk)  -  m^  £  (dxh  -  dxk)* 

(Ä,  »,  ^  =»  1,  2  .    .    .  n) 

Diese  Gieichnng  kann,  weil  €!xh  and  dxk  vollständig  willkürlich  sind, 
nur  bestehen,  wenn 

2)  £ikiihk  «  mSJ.t  (Ä,  »;  ib  «  1,  2  .    .    .  n) 

ist.  Das  sind  also  die  Bedingungsglcichungcn,  die  die  Functionen 
h  der  Grössen  ^^j^  (A  —  1,  2  .  .  .  n)  zu  erfüllen  haben,  damit  die 
Abbildaug  eine  conformo  sei.  Den  Gleichungen  2)  können  wir  noch 
eine  andre  Form  geben ;  multipliciren  wir  nämlich  mit  t/,-  und  sum- 
miren,  so  kommt: 

h,  I  t  h 

oder 

2lkk{^hi'ihi-^fhm^)  «0    (/;  Ä,  »,  fc  -  1,  2  .   .    .  fi) 

Da  nun  die  Determinante  |  fAib  I  (^,  A;  »  1,  2  .  .  .  n)  nicht  vcr- 
scbwindet,  wie  man  durch  Bilden  von 

I  fjufc  I  «  =  I  5ai-  I  'ikk  I  «  I  Ehiikk  I  -  I  a.jtms  I  -  m2" 

(Ä,  »,  A;  =  1,  2  .    .   .n) 
sieht,  so  folgt 

oder  mit  Buchstabenänderung : 

2a)  £  iihikh  --  iikm^        (Ä,  »,  ^•  =  1,  2  .    .    .  n) 

n 

Diese  Gleichungen  sind  gleichwertig  mit  den  Gleichungen  2). 
Nun  ist: 
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daraus  folgt,  da  die  ri^A  (A  =  1,  2  .   .   .  n)  yon  einander  unabb&ngig 
sind, 

^  Si;-  ä^  "  ***    (Ä, »,  A?  -  1,  2  .   .   .  n) 
oder,  wenn  wir 

setzen, 

SihiXik  —  ihk 

Hieraus  findet  man  wieder: 

E  'ihflhiXik  =  2'ih/8hk 

A,  i  k 

oder  in  Verbindung  mit  2) 

i  h 

also  scblicsslich : 

3)  jr/Ä«»«  -  i*/       (/,  Ä;  -  1,  2  .   .   .  «) 

Aus  2a}  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  9-/: 

oder  mit  Hilfe  von  3) 


d.  h. 


oder 


9S»7_l_S|>/_^ 


81*  ^  ae.- 


^^  äSiT dif  (/;  ».  A;  -  1,  2  .    .    .  n;     t  ^  /•) 

Nun  ist 

a     /dxi\       _8    /8a-.\ 

8?*  Va^*/  ^  a^A  \WkJ 

daraus  folgt 
also 

a^'ft  \w»  / ""  a?A  Wv 
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-i^      ?£*i  _  o  ("    ^^og^      fc    8  log  f»^ 


daraus  in  Backsicht  auf  4) 

< 


osu       .    ölogm       ^  dlogm  /"A,  •',  I;  •»  1,  2  .    .   .  «N 


oder  auch,  wenn    \ogm=M    gesetzt  und  die  Differentiation  durch 
Zeiger  ausgedruckt  wird: 

-^  —  ikiMk  -  5*1  3/a 
Ferner  ist: 

d'£ki  _  r  8?Ai-   ^        1     V  ^*^'*   -         1     «..    35aa 
^-    ==  2; 5 —  {p*A  =-  --  -2;-—^  -  i*it  »  ~  £^hk  ö— 

c|a  fr  Cark  m*  k  oxiöxk  m'  *         oxi 

**  2m*  3ar|-     fr  2»i*    8*,-    *"  3j-|         fr  Si'fr 

(A,  »,  ib  —  1,  2  .    .   .  n) 
also  haben  wir: 

6)  ^*=:  SMk'Ski        (Ä,  »;  A:  =  1,  2  .    .    .  n) 

Oth  fr 

Aus  der  Gleichung  5),   in  der  wir  g  statt  k  schreiben  wollen, 
folgt  durch  Differentiation  nach  '6/  (f  nicht  —  g) 

^^-  «  ?«A//,  -tV  Mfk+Mg  g^-  -  Aft  g^^-    oder  infolge  5) 

-  MMfg  +  MfMg)'^fi,i(Mfh  +  M/Mk) 

//;  ^,  A,  » =  1,  2  .    .    .  n\ 
V/".^,  Ä  ungleich  / 

Eine  Yertauschung  von  f  und  g  lässt  die  linke  Seite  ungeftndert, 
verwandelt  dagegen  die  rechte  in 

'cki(Mfg  +  MfAf,)'-'iMMgk  +  MkM,) 
demnach  muss 

selu.    Hieraus  folgt: 
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2in  Ifi  (M^  -\-  Mg  Mk)  =  S'iki  Igi  {Mfk  +  Mf  Mh) 

%  i 

oder  in  Rücksicht  auf  2a) 

iMMgH+MgM.)  =  9MM,,^MrM.)     (;:; ;;  \  \^J^^l  •  •  • ") 

d.  h.  es  ist  überhaupt 

7)         Mgh-\-MgMh  =  0        (^,  Ä  =  1,  2  .    .    .  «;    (7,  h  ungleich) 

Weiter  ist 

g.I^j-  =  ^7  {i*/.iA/ib— Sitf-Äf*}    (Ä,  7,  ^•  =  1,  2  .   .    .  »;  /*,  ^-  ungleich) 
=  'Shi Mhk  —  'dki  ^fMl'\-^fk  2^f/ 'i/i-  ~-  M (i"*i  A/a  —  i* I  Mk) 
=  'i*  ,(iW/iit  +  2Mf,  Mk)  -  Sk i{Mhh  —  Mk^  +  3/7,2)  +  S  '^f^^M^  Mk 

(Ä,  i,  it,  /■=  1.  2  .    .    .  n;  Ä,  Ä'  ungleich  ^=1,2.    .    .  {h){b)  .  .    .  n) 

Ebenso  ergiebt  sich: 

=  2  {Mn  i';.  .•  +  Mx  Mk  'i/.i  -  M}}  ik  i}  +  Mkk  \ki  ^Mf^HMj  'ifi 
l  f 

/:  Ä,  «,  Ä  =  1,  2  .    .    .  n,    A  =  1,  2  .    .    .  (A)  .    .    .  «;    Ä,     ungleich) 
oder 


'i-  =  'ik  i  {Mhk  +  2Mh  Mk)  +  Ik  i  (Mkk  +  Mk^  -  £  M',}) 


+  2:Su.(A/uit+23raAft) 


u 


(/i,  /,  A;  «  1,2  .    .    .  n  X 

A  =  J,  2 . . .  (Z.) .. .  «',  ^^  ^-  ungleich    1 
^  =  1,2.    .    .  (Ä)  ijc)  .   .    .  n        -^ 

Die  Vergleichung  der  beiden  Werte  von  g^.  g..    liefert: 

iit.-  (Mit  +  Mhh  -  2:3/«*)  +  -SiV  (A//,jb  +  il/i,  3fi)  =  0 
In  Verbindung  mit  7)  folgt  hieraus  schliesslich 
8)     3/„.  +  3fa  =  j3/,.*     U/.-=l,2...-;^^u»«l^W 
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Berflckrichtigt  man  noch,  dass 

dlogm       1  ft» 
-Mi  — 


8«l0gm  _  1^     8«ffl         JL  *????/,    ^ 

" ""  8j*86k  ""  m  ag*aii ""  m«  agA  35*  (^  *  - 1»  2 .  .  . ») 

ist,  so  gehen  die  Gleichungen  7)  und  8)  Ober  in: 

8*m 
^^  31*  81»  "  ^ 

8«m       8«m  1^  /8m\*      /A,  »,  ib  -  1,  2  .    .    .  n\ 

^^^  85*«"'"8ä«"'  .   wV8sJ      U  *  ungleich  / 

8f» 
Ans  9)  folgt,  dass  gz-  unabhängig  von  fk  (ib  — 1,2  .   .   .  (A)  .   .   .  n) 

d.  b.  es  ist  eine  Function  von  |a  allein.    Wir  können  also  setzen 

dm 

mithin : 


8j, -/»•(?») 


Diese  Ueberlegung  gilt  aber  für  jedes  A,  mithin  muss  m  die  Form 
haben 

11)  m=2:/A(|A)        (A-  I,  2.    .    .n) 

ICt  Hilfe  hierron  folgt  ans  10)  dann  weiter: 

A"(^)+A"(?*)-^^^    G^'n'n^eich  0 

t 

Der  Ausdruck  rechter  Hand  ist  eine  symmetrische  Function  aller 
^,  er  ist  aber  infolge  der  linken  Seite  unabhängig  von  allen  | 
mit  Ausschluss  von  |*  und  ^t,  mithin  ist  er  überhaupt  constant, 
also 

A"(?a)+A"(S*)  =  C       (ä,  ifc  -  1,  2.    .   .  n;    h,h  ungleich) 

daraus  folgt 

/• '  (li)  +A"  (5fc)  -  C'       (Ä, »,  k  ungleich) 
Diese  Gleichungen  liefern 

Areh.  A.  lUih.  «.  PI17B.    2.  Belli«,  T.  XL  S6 
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A"(fA)-  2  (Ä-1,  2.    .    .n) 

Wir  betrachten  zanächst  den  Fall,  dass  C  nicht  verschwindet,  und 
setzen 

dann  kommt: 

A"(Sa)  =  -        (Ä  =  l,  2.   .   .n) 
worans 

fk{h)  ^  ^-'~'''^'  +  ßk       (Ä=  1,  2  .   .   .  n) 

bei  geeigneter  Wahl  der  willkürlichen  Gonstanten  sich  ergiebt. 
Mit  dieser  Bestimmung  wird: 

J. \Q/     » /•       1    o  X 

Sf^Cfi^  1  ^t  —  1,  ^  •    .    .  n; 

Q  «  • 

damit  dieser  Ausdruck  constant  werde,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  2  ßi  verschwinde.    Darnach  wird  also 

m  -  -  2?  (Ja  -  «*)«         (Ä  =  1,  2  .    .    .  n) 

Aus  dem  Gleichungssystem 

£xhiXhk  =  ^t*  — ä        (A,  t,  fc  -=  1,  2  .   .   .  n) 

das  aus  2a;  mit  Hilfe  von  3)  folgt,  ergiebt  sich  in  Rücksicht  auf 
die  gewonnenen  Ergebnisse  ohneweiteres 

^-  =  i  2(xk  —  ah)^        (Ä  -  1,  2  .    .    .  n) 
m        r   k 

Bemerken  wir  noch,  dass  in  den  vorstehenden  Betrachtungen  davon 
Gebrauch  gemacht  wurde,  dass  n  mindestens  »  3,  so  können  wir 
das  Resultat,  das  wir  soeben  erlangt  haben,  so  aussprechen : 

Abgesehen  von  dem  noch  zu  erledigenden  Fall  C  -»  0  ist  eine 
conforme  Abbildung  zweier  ebenen  n-fachen  Mannigfaltigkeiten  (n  >  2) 
nur  dann  möglich,  wenn  die  Function  m  den  Bedingungen  genügt 

12)    m  =  --S(&fc-«A)«;     ^  ^'^üixk-ak)*    (Ä  =  1,  2  .   .   .  n) 
Q  h  m        r  k 
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Hieraus  ergiebt  sich  sofort: 

13)  £(xk  —  ak)*  .  ZiiH  —  ah)*  -  rg 

k  h 

woraus  man  schon  erkennen  kann,  dass,  abgesehen  von  Verschie- 
bang  nnd  Drehung,  die  conforme  Abbildung  identisch  ist  mit  der 
Transformation  nach  reciproken  Radien.  Um  dies  noch  genauer 
einzusehen  und  formelmftssig  darzustellen,  verfahren   wir  folgender- 

masaen:  Es  seien  £a  nnd  1*  (A  =  1,  2  .  .  .  n)  zwei  Lösungen  der 
Differentialgleichungen  2),  zu  demselben  m,  dessen  Form  wir  ja  für 
alle  Fälle  festgestellt  haben,  gehörig,  dann  folgt  aus 

£ik/Si»g  =  dfgm*         (Ä, /,  ^  =  1,  2  .    .    .  n) 
mit  Hilfe  von 

das  Gleichungssjstem : 

^   ^  ^  ^*f  ^ff  —  '/^"**     ^*  ^'  *»  *,  7  =  1,  2  .    .    .  n) 
Maltiplicirt  man  mit  Skg  und  summirt,  so  kommt: 

*,i\>  Ott  06;         ff  9 

oder  in  Rücksicht  auf  2a): 

f{^/(f  J*  J*-^.*)-0        (/,  A,.;  ä:-!,  2.    .    .n) 

also,  da 

I  £,/  I  nicht  =  0        (»,  /=  1,  2  .   .   .  n) 

14)  -^  S-*  S  -  '•*        (^'  »,  ik  -  1,  2  .   .   .  n) 

Dieses  Differentialgleichungssjstem  stimmt  überein  mit  dem  System 
2),  wenn  in  diesem 

m  — i  1,     Sa  —  Ia,     ar*  —  $a 

gesetzt  werden;  mit  der  Auflösung  der  Gleichungen 

15)  ^ikiihk  =  iik        (Ä,  t,  *:  =  1,  2  .    .    .  n) 

26* 
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haben  wir  also  zugleich  die  des  Systems  14).     Die  Gleichungen  5) 
und  6)  werden  für  den  speciellen  Fall  m  ^  1  zu 

g|-*-0        (Ä,  »,  *:  =  !,  2.    .    .n) 

Nun  ist 


S^hi 


also  kommt: 

^f*/   5-^  =  0        (/,  Ä,  t,  it  =  1,  2  .   .   .  n) 

/  dar/oa;«  ' 

daraus 

*,/  dxfdxi        f        dxf  dxi       dxg  dxi 

(/,  flr,  Ä,  t,  *  =  1,  2  .    .    .  n) 
d.  h.  aber,  es  ist 

16)  i*A  =  Ch-i-^atiiXi        (Ä,  »  —  1,  2  .    .    .  n) 

« 

und  da 

ist,  so  müssen  die  Gonstanten  ohi  den  Bedingungen 

üak^iati  '=»  ^it         (Ä,  »,  i:  —  1,  2  .    .    .  n) 

genügen.    Demnach  folgt  aus  dem  Gleichungssystem  14): 

Sa  =  ch'{-  SakkSk 

k 

mit  der  Massgabe: 

Sohiahk  =  'a        (A,  t,  A;  »  1,  2  .    .    .  n) 

Jede  zu  demselben  m  gehörige  Lösung  der  Differentialgleichungen 
2)  lässt  sich  mithin  aus  einer  einzigen  auf  diese  Weise  herleiten. 
Um  nun  eine  solche  aufzustellen,  beweisen  wir  zunächst,  dass  die 
Constanten  r  und  e  einander  gleich  sind;  das  geschieht  so: 


W 8  V   C U ,    ^^_8  /      2^^,.\ 


82 

dxk' 

(i  =-  1,  2  .    .    .  n) 


=r  -  Zikh  ■^-  ^  KF-  a**»         (»,  fc  —  1,  2  .    .    .  n) 

k        o^k  I     0?i 

3  „       /    S^m  ,    dm  Bxhi\ 
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L    5:E.    f         8*^ m»    „  3i»     8    /  1  \ 


Mit  Benntzung  von  2)  und  12)  folgt  hieraas  ohne  Schwierigkeit: 

d.  h. 

17)  r  -  e 

Setzt  man  nun 

5»  -  #^=^1         (Ä,  ä:  =  1,  2  .    .    .  n) 

so  werden    —  man  überzeugt  sich  davon  leicht   —  die  Gleichungen 
2)  befriedigt  für  den  allgemeinsten  Wert,  den  m  haben  kann, 


•"  ^  Z{xk-ak)^         (*  -  1,  2  .    .    .  n) 
k 

Daraus  folgt  in  Verbindung  mit  15),  dass    die  allgemeinste  LösunS 
dieses  Gleichungssystems  überhaupt  enthalten  ist  in  der  Form 


18)  5a  =»  ck-^-r  Saht  -^r, ^,«         (K  *,  *:  «  1,  2  .    .    .  n) 

'    k 

mit  der  Massgabe: 

£akicthk  -=■  Sik        (Ä,  »,  fc  =  1,  2  .   ,    .  n) 

h 

Kon  ist  noch  der  Fall  zu  erledigen,  dass  die  Constante  C  ver- 
Mhwindet;  hierffir  wird: 

A'  (5»)  =  0       und        ^^jj-  -  0 

(Ä,  »  =  1,  2  .    .    .  n) 
d.  h. 

/i"(5*)  ==  0       und         A'(Ea)  =  0    (Ä,  t  «  1,  2  .   .   .  n) 
mithin  kommt 
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/k{ih)  =  const 

also  ist  m  selbst  constant.    Für  diesen  Fall   können   die   Differen- 
tialgleichungen 2)  in  der  Form  geschrieben  werden: 


Dieses  Gleichangssystem  stimmt  überein  mit  dem  System  15),  mithin 
folgt  hieraus: 

m  i 

oder  auch 

?A  =  tfA+ m  2?  ttAi  Xi         (Ä,  I  =  1,  2  .    .    .  n) 


die  ffAt  müssen  dabei  den  Bedingungen  genügen: 

Scihiahk  «■  äik        (Ä,  i,  *;  =?  1,  2  .   .   .  «) 

n 

Die  hierdurch  bestimmte  Abbildung  drückt  die  Aehnlichkeit  und 
für  den  Fall  m  —  1  die  Congruenz  der  beiden  Mannigfaltigkeiten 
aus. 

Demnach  haben  wir  das  Endergebniss : 

„Eine  ebene  n-fache  Mannigfaltigkeit  (n  >  2)  lässt  sich  auf 
„eine  andre  ebene  n-fache  Mannigfaltigkeit  nur  auf  zwei  Arten  cou- 
„form  abbilden,  entweder  so,  dass  beide  ähnlich  sind  —  diese  Ab- 
„bildung  wird  yermittelt  durch  die  Gleichungen: 

?A  ■=■  Ch-i-m^ahiXi         (Ä,  «  — »  1,  2  .    .    .  n) 
«' 

„oder  so,  dass  die  eine  n-fache  Mannigfaltigkeit  sich  aus  der  andern 
„mit  Hilfe  der  Transformation  durch  reciproke  Radien  und  eine 
„Goordinatentransformation  herleiten  lässt  —  diese  Abbildung  wird 
„durch  die  Gleichungen 


?A  -  ch  +  rZaki  -^^ ~         (Ä,  t,  fc  «  1,  2  .    .    .  n) 

,■      zixk—oky 

k 
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^Termittelt;   in  beiden   Fällen   genügen   die  aui  den  Bedingungen 
£ahi  Ohk  —  ^1  *        (Ä,  t,  *  =»  1,  2  .    .    .  n) 

k 

Zum  Schlnss  dieser  Betrachtangen  wollen  wir  noch  auf  einen 
merkwürdigen  Unterschied  zwischen  der  conformen  Abbildung  zweier 
ft-fachen  ebenen  Mannigfaltigkeiten  (n  >  2)  und  der  zweier  Ebenen 
aufmerksam  machen  und  eine  Gleichung  herleiten,  die  diesen  Unter- 
schied recht  erkennen  lässt.    Es  ist 


/Ä,  »,  fc  =  1,  2  .    .    .  n\ 
\ib,  h  ungleich  / 


//,  Ä,  t.  Jfe  =  1,  2  .    .    .  a\ 
\^,  k  ungleich  / 


—  —  (n  — l)lÄm«  +  3fjkiii«  —  — (fi  — 2)i&m« 

« 

Für  n  —  2  folgt  hieraus  die  bekannte  Beziehung 
die  also  nur  für  diesen  speciellen  Fall  gilt. 
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A  I  iV« 

Dreiteilung  jedes  Winkels  mittelst  fester 

Kegelschnitte. 

(Vierter  Artikel.) 

Von 

Wilhelm  Panzerbieter. 


Während  in  den  früheren  Mitteilungen  diejenigen  Kegelschnitte 
angegeben  worden  sind,  welche  sich  in  dem  Scheitel  C  des  rechten 
Winkels  ACB  nnd  den  Trisectionspunkten  P],  P^  und  Pg  der  zu  den 
Centriwinkeln  BMC(2a),  ililfC(1800— 2«  oder  2ß),  360«+ 2a  und 
360^:^2/3  gehörigen  Bogen  schneiden,  soll  nunmehr  die  Lage  der 
Schnittpunkte  derjenigen  Kegelschnitte  bestimmt  werden,  welche  den 
vorigen  congruent  sind  und  von  denen  die  eine  Gruppe  (I)  durch 
B  und  die  Trisectionspunkte  Pj',  P^'  und  P^\  die  andere  Gruppe 
(II)  durch  A  und'  die  Trisectionspunkte  Pj",  P,"  und  Pj"  derselben 
Bogen  gelegt  sind. 

Verlängert  man  den  Radius  CM  durch  Jlf,  bis  der  Kreis  in  D 
geschnitten  wird,  teilt  MD  in  zwölf  gleiche  Teile  und  bezeichnet 
den  (von  M  aus  zu  zählenden)  zweiten  Teilpunkt  mit  T,  <ien  dritten 
mit  ü^  den  vierten  mit  V  und  den  sechsten  mit  W^  so  ist  der 
Schnittpunkt  der  durch  2  zur  Sehne  BC  (a)  und  der  durch  TFzur  Sehne 
AC  (b)  gelegten  Parallelen  der  Mittelpunkt  (/'  der  Trisectionsellipse 

(II) ;  ihre  halbe  kleine  Achse  ä,"  ist  gleich  1/  rrj-  +  -r^ ,        ihre 

halbe  grosse  Achse  oi"  gleich  b^"  .  V3   nnd  ihre  Mittelpunktsglei- 
chung lautet: 

Verlegt  man  nun  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  durch 

parallele  Verschiebung  der  Achsen  von  (^  nach   U,  so  erhält  diese 

d  h 

Gleichung,  da  a;— g  für  a;  und  y— 01  für  y  zu  substituiren  ist,  die 

Form: 
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•        «      ,   o  .      *  33ft»+35o« 


(1) 


Der  Schnittpnnkt  der  durch  T  zu  AC  und  der  durch  W  za  BC  ge- 
legten Parallelen  ist  der  Mittelpunkt   (y  der  Trisectionsellipse   (I); 

ihre  halbe  kleine  Achse  b^'  ist  gleich  J/^TZr"^' "Tfi'      ^'"^    ^alhe 

grosse  Achse  a,'  gleich  ^'  .  ys  und  ihre  auf  dasselbe  durch  U  ge- 
legte Achsensystem  bezogene  Gleichung  lautet: 

«  I  *     I  o  «  I  «  33a«H-35i« 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergiebt  sich: 

*'+«'• 64~" 

und  da    a*-f-Ä*  =  4r*    ist: 

««+y«  -  r«+  (y*  (3) 

durch  Subtraction  derselben  Gleichungen : 

oder: 

{'-!)'-{' +  1)'-''  '« 

Ist  daher  C2>  der  auf  CD  senkrechte  Durchmesser,  so  stellt  die 
Gleichung  (3)  den  Kreis  um  ü  mit  dem  Radius  UC  und  die  Glei- 
chung (4)  zwei  in  M  sich  schneidende  gerade  Linien  dar,  welche 
mit  den  Halbirungslinien  der  Winkel  2«  und  ISO^'— 2a  Winkel  von 
45*  bilden.  Da  nun  die  Goordinaten  der  Schnittpunkte  der  Trisec- 
tionsellipsen  (I)  und  (II)  auch  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  genUgen 
mOssen,  so  fallen  diese  Schnittpunkte  mit  denen  des  Kreises  (3)  und 
der  durch  (4)  dargestellten  Geraden  zusammen.  — 

Die  durch  ü  zu  BC  parallel  gelegte  Gerade  ist  die  Achse  der 
Trisectionsparabel  (11)  ^).    Ihr  Parameter  ist  gleich  t  ;  ihr  Scheitel 

J"  ist  um  — —  von  ÄC  (nach  links)  entfernt  und  ihre  Scheitel- 
gleichung lautet: 

Terlegt#  man   nun  den   Anfangspunkt  des  Goordinatensystems 
durch  par&Uele  Verschiebung  der  Achsen  von  J"  nach  W,  so  erhält 

I)  cf«   ^eine  Abhandlung   zum  Programm   de«  Falkrealgymn.    sn  Berlin« 
Ottern  1S92. 
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diese  Gleichung,  da '«+  — (-  -j-  für  »  und  y  —  «  für  y  zu  ßub- 

stituiren  ist,  die  Form: 

oder: 

y«_-y--^    «-  +  _  (5) 

Die  durch  U  zu  AC  parallel  gelegte  Gerade  ist  die  Achse  der  Tri- 
sectionsparabel  (I).    Ihr  Parameter  ist  gleich  j;  ihr  Scheitel  J*  ist 

(Ja)« 

um  — ^  von  BC  (nach  oben)  entfernt  und  ihre  auf  dasselbe  durch 
W  gelegte  Achsensystem  bezogene  Gleichung  lautet: 

Dnrch  Addition  der  Gleichungen  (5)  and  (6)  orgiebt  sich: 

oder: 

x«  +  y*  =  r»+(0'  (7) 

durch  Subtraction  derselben  Gleichungen: 


oder: 


('-ö'-(-+Ö'-° 


(8) 


Die  Schnittpunkte  der  Trisectionsparabeln  (I)  und  (II)  fallen 
daher  mit  denen  des  Kreises  um  W  mit  dem  Radius  WC  und  der 
durch  (4)  dargestellten  Geraden  zusammen.  — 

Der  Schnittpunkt  der  durcli  V  zu  AC  parallel  gelegten  Geraden 
mit  der  Sehne  BC  ist  der  Mittelpunkt  N'  der  Trisectionshyperbel 

a  i 

(I)  (€  »  2) ;  ihre  halbe  Hauptachse  ist  gleich  »,  ihr'iß   halbe  Neben- 

^        i 

achse  ist  gleich  ^-^Z  und  ihre  Mittelpunktsgleichung  lautet: 


a* 


«._J,«  =  - 


■      t 


9 

Verlegt  man  nun  den  Anfangspunkt  des  Coordinatetisystems   durch 
parallele  Verschiebung  der  Achsen  von  N'  nach  Z>,  so  erhält  diese 

Gleichung,  da  a;-|-  0  für  x  und  y-^b  ffir  ^  zu  substitui^n  ist,  die 
Form: 


oder: 
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X*  +  jX'-iy*+jy=  ^  (9) 

Der  Schnittpunkt  der  darch  V  zu  BC  parallel  gelegten  Geraden  mit 
der  Sehne  AC  ist  der  Mittelpunkt  N"  der  Trisectionsbyperbel  (II); 

ihre  halbe  Hauptachse  ist  gleich  0;   ihre  halbe  Nebenachse   gleich 

^ys  und  ihre  auf  dasselbe  durch  D  gelegte  Achsensystem  bezogene 
Gleichung  lautet: 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (9)  und  (10)  ergiebt  sich: 

«*+r  —  — 2~ 

oder: 

a.«4-ya  -  2r«  (11) 

durch  Subtraction  derselben  Gleichungen: 

(,-|)*_(.+?)'_„  m 

Die  Schnittpunkte  der  Trisectionshyperbeln  (I)  und  (II)  fallen 
daher  mit  denen  des  Kreises  um  D  mit  dem  Radius  DC  und  der 
durch  (4)  dargestellten  Geraden  zusammen.  — 

Die  gewonnenen  Resultate  ergeben  daher  folgenden  Lehrsatz: 

Sind  CD  und  C  D'  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Durch- 
messer eines  Kreises  3f;  MÜ^\MD  und  MW=z\MD\  schlägt 
man  um  £7,  W  nnd  D  die  Kreise  mit  den  entsprechenden  Radien 
IjC\  WC  und  DC*  und  legt  man  durch  Af  einen  beliebigen  dritten 
Durchmesser  AB^  welcher  mit  CD  die  Winkel  2o  und  180^  — 2a 
bilde,  so  schneiden  die  Halbirungslinien  der  Winkel  ifAfD'(90^— 2a) 
und  BMC\W^-{'2a)  und  ihre  Verlängerungen  durch  M 

1)  den  Kreis  um  CT  in  den  vier  Punkten  e^,  e^^  e^  und  64,  durch 
welche  zwei  Trisectionsellipsen  {s  =  V|), 

2)  den  Kreis  um  W  in  den  vier  Punkten  p^,  p^,  p^  und  P4, 
durch  welche  zwei  Trisectionsparabeln, 

3)  den  Kreis  um  D  in  den  vier  Punkten  Aj,  A^,  h^  und  A4, 
durche  welche  zwei  Trisectionshyperbeln  {e  -»  2) 

der  Winkel  2a  und  180*— 2a  bestimmt  sind.  Die  eine  Gruppe  (I) 
der  genannten  Kegelschnitte  geht  durch  B  und  die  Trisectionspunkte 
^19  ^fl'  UQ<^  A' ;  ^0  andere  (II)  durch  ^  und  die  Trisectionspunkte 
P/',  P,"  und  Ps". 
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XX. 

Ueber  die  Beihe 
der  reciproken  Binomial-Coefficienten« 

Von 

Franz  Rogel. 


Werden  za  Coefficienten  einer  Potenzreihe  die  reciproken  Coef- 
ficienten  der  Entwicklung 

genommen,  so  entstellt  die  Koihc 

deren  Summe  gesucht  werden  soll. 
Sie  lässt  sich  auch  schreiben 

1  ^  m^ 

i-/(x):rH=      2     -_l_xm+»  (2) 

dann  ist 


da  ferner 

so  folgt  für  jedes  ganze  m 

was  nur  möglich  ist,  wenn 


(3) 
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1     ..  .  ^1 


1>»+»  —  /(*)*»  —  D* 


worans  sich  ergiebt 

0 

Daas  die  oberen  Grenzen  dieser  n  Integrationen  —  x  Bein  mflssen, 
ist  an  nnd  fOr  sieb  einlencbtend.  Das  Versebwinden  der  sftmtlicben 
unteren  Grenzen  bat  seinen  Ornnd  in  dem  Umstände,  dass  die  n— 1 

ersten  Ableitungen  von  —:f(x)x^  znfolge  der  Oleicbnng  (2)   mit  x 

zagleicb  nnll  werden,  wäbrend  der  nte  Differentialqnotient  fflr  »=0 
der  Einheit  gleich  wird. 

Bei  snccessiven  Integrationen  zwischen  0  nnd  x  findet  sich 


/•    dx 
^-^=_ig(i_,) 


2    s 


y*!^  -  fi  (i-«)[ig(i-x)-*i]+i 


0 

8    X 


./'Ä--r,tw-->-i-f,  +  n 


1    '** 


r    X 


/r?i  -  (7^,^^-')'-'P«(i-)— ] 


worin 

'n-'\  +  l+.    .    .+  1     '0  =  0  (5) 

ein  Ergebniss,  das  sich  dnrch  den  Schluss  von   r  auf  r+l  be- 
weisen lässt 

Die  gleich  hoben,  nicht  in  den  lg(l  -«)  mnltiplicirten  Potenzen 
Ton  X  vereinigt  nnd  geordnet  entsteht 
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(6) 


Fttr    X  ==  0    geht  aas  dem  linksseitigen  Ausdracke  die  Einheit 
hervor,  während  jener  rechter  Hand  die  Form 

00  —  00  -|-  ex  .   .   .     annimmt. 

Die  Auswertung  dieser  unbestimmten   Form   löst   den  schein- 
baren Widersprach,  es  findet  sich 


{(-l)«^(l-a:)"-ilg(l-x) 

In  der  Formel  (6)  —  a?  statt  +x  geschrieben  giebt 


"t    ("r')^*"-^-")^J  <^^ 


woraus  für    o;  —  1 


2  (-1)"  p^Ä  =  »  [2«-Mg2  -;:i  (\  ')  (..-X  -  .O]  (9) 

und  fttr    «1  =  2 

K  ^-l>""  T^iä^  =  41g  2  - 1  (10) 

hervorgeht. 

Der  Formel  (6)  kann  flbrigens  noch  die  folgende  Form  gegeben 
werden : 

1  1    ^^        ip*" 

"-2  /n-l\  1 
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Die  Ersetzung  des  Logarithmus  durch  die  gleichwertige  Potenzreihe 
mnss  notwendig  zu  einer  Identität  führ^,  woraus  noch  folgt,  dass 
die  vorgelegte  Reihe  (1),  indem  sie  aus  der  Logarithmus-Reibe  ent- 
standen gedacht  werden  kann,  mit  ihrer  Summe  denselben  Giltig- 
keitsbereich  besitzt,  wobei  der  Grenzwert  x  ^  1  inbegriffen  ist, 
da  biefür  auch  die  Formel 

-lg(l-aj)-2~ 
widerspruchsfrei  bleibt. 

Die  Betrachtung  des  alternirenden  Summen-Ausdruckes  in  (6) 
regt  die  Frage  nach  jenen  Werten  von  x  an,  für  welche  der  alge- 
braische Teil  verschwindet  Die  hiebei  zu  lösende  Gleichung  hat 
nicht  für  jedes  n  reelle  Wurzeln,  so  z  B.  bei    n  —  4. 

Der  Fall    n  =  3    erfordert  die  Lösung  der  Gleichung 

Qh-Qh-o 

daher 

«- 1 

folglich 

CO  2*»»  3* 


m 


; 


Bei    n  »  5    existirt  ebenfalls  ein  echter  positiver  Bruch,  für  welchen 
der  algebraische  Teil  verschwindet 

Von  der  Reihe  (1)  lassen  sich  noch  weitere  summirbare  ab- 
leiten. 

1.    In  (6) 

X  =  ke^ 

gesetzt,  pmal  bezüglich  v  diffcrentiirt  und    v  =  0    genommen  führt 
zur  Reihe 


(T) 

convergeut  für 


I^i5  1 

deren  Summirung  vor    allem    die    Kenntniss   eines    independenten 
Ausdruckes  für  den  Nullwert  der  pten  Ableitung  von 


»=  J^  (l-^6»)~-Mg(l-Ä:6«') 


erfordert 
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Setzt  man 


so  ist 


ferner 


1-ä:c»  -  (1-ä:)  [l-f^  (e»  -1)]   • 


{  Z^lgd  ^ke^)]^ ^l  l  [^^'E.r  =  U  (13) 

wo 

L,  =  lg(l-fc) 
nnd 

r*-  (J)  (r-l)»+  (0  (r-2)»  .    .    .  +  (-l)'"'  (^Ij)  1* 
Ferner  ist 


Ä:» 


V(-.l)»('*     ^)ifc*(n-*)ff  (14) 


Es  ist  daher 


=  1».    ^o-=(l -«=)"-' 


somit 

m=0    /'»+«\  L    *"       r=0   V»-/ 


+  (-1)p2\-,).  (7^)  (.-x-.)^]  (15) 

giltig  für  positive  ganze  t»,  n  nnd  p  und  für  der  Bedingung 


—  l^Ar  <  1 


genügende  h. 

Für    ib  «  —  1    wird 
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r=l  '    •  ^ 


daher 


«.=0    A»+»\  r=0     V*-/ 


M-2    /n— Ix  1 


woraas  fftr    n  »  2    folgt 


m=0    /7»+2\  r=0  VV 


2.    Die  Snbstitatiou 
ia  (6)  ergiebt  wegeu 
Ig(l-ar)  «  ilg^-iO 

w— l 

^(l  — a:)»*-Mg(l— ap)  =i4  +  i/?     WO 


74 


— 1 


2 

2 

oad 

z^  «  1  —  2(>  cos  qp+  p* 

^  p  sin  0) 

S  «  arctg  7-^^ ^^ 

^  1  —  (>  cos  <p 

die  Relation 

Arek.  d.  Matb.  n.  Phjrs.    8.  Reihe,  T.  XI.  27 
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woraus  durch  Trennung  des    Imaginären   vom  Reellen   die   neuen 
Summenformeln  entstehen 

m=:0     /»»+w\  Lr=0  \    »•    /  (''^' 

+  (-l)~il]  (17) 


IH=  1 


+  (-1)»ä] 


(18) 


Für    9  =  2eos()D 
ist  -i/  =  l,    lg^  =  0,    © 2v 

daher 

«   2"*  cos*"»  .  cos  nMp  «-2,     ,>,/»» — l\»»i-i  —  «r 

•     cos«'+»9       ^  ^     ^    2«-i   cos«v  J  ^  ^ 

00   2*»*  cos"»«)  .  sinwfp  f**"^^/     iw+i  h''^\  *»«-i""  *♦• 

,=i  /m+w\  Li=o  \   »•    /      ^  ^ 

!yir±>J?    ,   ,     i.„_i  JL  e?l!^l  (20) 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  (19)  und  (20)  orgiobt,  da 


«1=1 


D  C08»'9  .  cos  w  g) «=  —  m  cos»'»^  ^  cp  .  sin  m  + 1  <P  ■  sec*<]P 


Dco8'"9>  .  sinwg)  =•  wcos»"+^<p  .  cos  m  4-1 9  .  secV 

ferner  

_COSr+l<P  ,-     siurqp 

D n— ^  ==  —  r+1  ;— secV 

COS» +^9  ^      cos'y 


_sinr  +  l<p       --^— cosrqp       ^ 

7) 1^  — -  =  r  4- 1 S0c*qp 

cos^'+i?)  ^    CO^'(p  ^ 

nach  Division  durch  secV  ^^^  "  '^och 
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m 


("t-') 


( — l)*"*  /    C08n  —  Ifp       1    sinng) 


r=0 


2^+1 


(";')<— 


•r) 


COB'q» 


(19') 


) 


«=3  w*         /m-f-n-  1 

\       w 

( — l  "  /    8inn — ly        1    cosny  \ 
2"-i   V    cos^-iy         n  COS"  "V/ 


(20') 


Weitere  Differentiationen  führen  za  Formeln,    welche  von  (19)  und 
(20)  nicht  wesentlich  verschieden  sind. 


Ans 


I  p  I  =  I  2co8y  1*^1 


folgt 


I  cos  9  I  »  \ 


als  Convergenzbedingang. 
Die  Annahme 


n 


WO  k  eine  durch  n  nicht  teilbare  Zahl  vorstellt,  hat  das  Verschwinden 
des  zweiten  Teiles  von  A  zur  Folge;  es  ist  hiefür 


8in(^--yJ 


Sin  — 
n 


und 


z^ 


8in*<p 


81  n^ 


Jen 


n 


mithin 


^   cosmy 


1=0  ('fn-\^n 
m 


(T)  L 


sin  (^^  _v) 


In 


Sin 


m 


n 


J 


2 


?• 
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k'Ti 


"  Q<-"'("/)""— "'I -Tsf^x 


+  (— l)Ht.8m 


kjc        sin"-*<p 


sin 
sin  ff 


r+l 


C0S(7*+1)9 


Hieraus  orgiebt  sich  die  ueue  Entwicklung 

sm"  I w  ) 


(21) 


sin 


k'Tt 


71 


sin —  sin»*-*  cp 
n 


\    m    /  I 


sin  (v-v) 


Ä:;r 


sm 


n 


m 


w~2  /m— 1\ 


convcrgent  für 


sm 


kn      "n 


72 


rM 


C0S(r4-l)<jp?    (22} 


sin 


kii 


n 


kn 


wobei  die  ganzen  Zalen  k  und  n  so  zu  wählen  sind,  dass  sin--  das 
gleiche  Zeichen  wie  sin<f  erhält. 


In  gleicher  Weise  kann  durch  die  Annahme 


kTt 
2n 


WO  k  relativ  prim  zu  2«  ist,  der   vom  Logarithmus  freie   Teil    von 
{B)  in  (IG)  zum  Verschwinden  gebracht  werden. 


Hiefür  ist 


(kit         \ 
2n-V 


kji 


Blüi 


2» 


und 


^« 


sin^ip 

sm*  ;t- 
2n 


somit 
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y     sin  7/1  q^ 


«^0    /»i-j-n^ 
m 


{"V) 


"» d"  -'') 


m 


"  Cj^~^^'"^'("r  ^)^'"-'-*'-) 


""2,7 


-"»(S-^) 


+  (-1)  811.     -  . 


8iu»*-i(p 


sin-g-,) 


,     sinop 


(23) 


sm 


2» 


woraus  wieder  folgt 


18  --,L  =  (-1) 


SID 


2Ü 


X 


(1     ^    sin  m  (p 


kit 


8IU 


2n         -J 


m 


+i!(-^K\>— ^  -7^ 


sm^ 


sinl 


itTT  \ 


r+l 


ain(r+nr/)(        (24) 


sm 


kit 


I 


kn 


<  I  ""2« 


sin  ^     mit  sing»  gleich  bezeichnet. 
Diese  neuen  Entwicklungen  (23)  und  (21)  werden  um  so  rascher 

convergiren,  je  weniger  g)  von    -  resp.  „      verschieden  ist,   und  je 
grösser  n  gewählt  wird. 

Für  n  «  2  reducirt  sich  die  rechtsstehende  endliche  Reihe 
in  (22)  auf  ein  einziges  Glied ;  wird  noch  iL-  =  1  genommen, 
80  ist 

1 


logcosec  9  =  i  -^— ^ 


00 


3+2; 


f2 


1     rtn  j~£,    \ 

\    m    ) 
F&r  dieselben  Werte  ergiebt  sich  aus  (24) 


3-7 cos?» 9  •  cos"» 


,] 


(25) 
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CC08CC 9 «  J Ig2  +  sin Ij  ~ q>\ 


m 
+     V28ina)       o  /'»+A  '^  V4       "^^  ^     ' 


V28in 
3.    Wenn 


v  t  ('"•+n 


.2A»r 
a*  =  /  P 


also  eine  Einheitswnrzol  ist^  so  hat  man 


\    mp   ) 
Zur  Auswertung  erstcrcr  Summe  dient  die  Formel  {S)  und  zwar  ist 

zu  setzen;  das  Ergebniss  ist 


+C2;')'=3^---+<-''"i,^] 


(27) 


In  dem  Falle  als  p^  n^2  ist,  bleibt  rechter  Hand  nur  die  Summe 
2A  stehen,  es  ist 

^,  /      .     ,   -(-1)H-     2:  ^/  [4c08n(g)+©).lg^f 

„,=0  /»»p+n\  '/>*=! 

V  w/>    y  -e8inn(g)  +  ©)]     (28) 

2h7V 

tp  »  — - 

P 
Für    p  «  M    ist 

-S    —-? -«(-1)~2:^        HeosÖ.lg^-e.  Sinei 

iH=l    /     mn     \  h-i 


1    /_^*_\ 


ferner 


cos B  «  cosarctg  :; ■^—  —  — ^,  .    ^ 


i 


. 
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siQ  ß  =»  siu arctg  -i —  — y-^^ 

daher 

l(iii-l)J 

DDD  ist 

Cü82 :t  =  cos 

»  n 

.  ,,«  —  A  .    2Ä7r 

8iu2 T  ^  ~  8in  — 

n  n 

somit  bin  geradem  n 

n  —  2    

CO  «JM  M  J        ^ 

2:       ^ 


■1=1    /     mn      \ 


-<-"■!  f./    (•— '^-)'««^ 


-2x©si0^'^l  +  (l— a:)-- Mg(l  -ar)  +  (l +«)'*-Ug(l +a;)| 


(29) 


und  bei  vngeradem  n 

n — 2 

i      >*~2     f/ ,  2Ä7r\ , 

\     »»«     / 

—  Sicesin  ^|  +  (1  -*'*-Mog(l— ic)|  (29') 


-1  ^aj<:i 


Bezeichnet  f(x^  n)  die  Function  /(är)  mit  der  Constanten  n,  so  lassen 
sich  Beziehungen  zwischen  den  Functionen,  welche  n  »  1,  2, .  .  .  n. 
entsprechen,  ableiten. 

Eine  Relation  ergiebt   sich  sofort  mit  Benutzung  einer  Eigen- 
schaft höherer  Integrale. 

Bekanntlich  lässt  sich  das  n-fache  Integral 

M 

//  •   •   •  (/*(a5)^to  abkürzungsweise  /f(x)tlx 


1 
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geschrieben,  mit  Hilfe  wiederholter  Anwendung  der  „tcilweiseu  Inte- 
gration''  durch  einfache  Integrale  von  der  Form 

I  x'^f(x)dx,      w  =  0,  1,  2.    .    .n  — 1 

ausdrücken,  und  zwar  ist 

n\  I  — "-J  (-!)•»'  ("J   JÄ-**"'^"^  /  x'^f{x)€lx  (30) 

was  sich  leicht  mittelst  Specialisirung  von  f{x)  prüfen  lässt. 
Umgekehrt  lässt  sich  jedes  einfache  Integral  der  P'orm 

/  x^f{x)dx 

durch  höhere  Integrale  darstellen-,  man  liudet 

2 

2  3 

Px'^fdx =x*  r  '■2x  r+  2 1  r 

2  3  M-i-l 

Beiderseits  differentiirt  ergiebt 

2 


H 


.    .      +(aM-!  +  w»)    / 


was  nur  möglich  ist,   wenn  jedes  Glied  verschwindet,  welcher  Um 
stand  zur  Kenntniss  der  Coefficientcn  führt:  es  ist 


«j  =  — n 


a«  =  —  w  —  1  «1  =  n  ?i  —  1 


a«  =  —  n  —  2  a«  =»  —  m  ?*  —  1  yi  —  2 


'3  —  — M  — Ä  "2 


rtr  ~  (  — l)**»  «  -1  .    .    .w — r+1 


ön  =»  -«M-i  •=  (-l)"n! 

folglich 
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fj^^fdx  «  -^  (-irr!  (")'--/  (3t) 

ciiic  Forme],  welcho  sich  mittelst  des  bokaunton  Ausdruckes  für 

leicht  prüfou  lässt. 
Nun  ist  nach  (4) 


n  X 


z «*  — .  /■(-«:,  n) 

1  ^ «5        n\^  ^ 


0 

daher  das  allgemeine  Glied  obiger  Summe 


(-i)';ii(")*"">'(x,  r+i) 


+ 

Far  das  linksseitige  lotegral  iu  (31)  erhält  mau,  wenn  0  and«; 
als  Grenzen  gewählt  nud 

gesetzt  wird: 

'«ri-.-(!+ä'+---+?) 

Die  verlangte  Beziehung  ist  daher 


»+^  1  /    n   \  1 


(i+?+--+r) 


(32) 


welcher  man  auch  die  Form  geben  kann 


=1  r  \r — 1/  «=o  n+«+l 


(32') 


-l^aj<l 


Für    fl-  «  —  1  ist 

Hfl 


*tI  1  /    n    \  11  1 

(33) 
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Bildet  man  die  Gleichang  (22)  für  n-^l,  zieht  sie  von  (22)  ab  and 
dividirt  dnrch  x**,  so  kommt 

i<-iK-KCi.)'-(::'.)><"" 


oder 


+<-"-.-i-iC)'«''"+''  =  -; 


i<-.)'HA)(-+-^-V<-" 


Bringt  man   in    der   Gl.  (32)  jc»*+^   auf  die  rechte  Seite,  ersetzt  x 
wieder  durch  (>e%  so  geht  hervor: 

tntp 


^/-ir-> -,  (,_i)  ^ -ppy 


«  H  COS  IT  m 

irx  (»slnn+l  v-lg^  .  cos  »+1  y)  -^f?  („_^^^i)^.      (35) 


r=i  ^    ^      »•  V»--!/  «=i    /'»»-H-\ 


^1  (6  COS  n  +1  9  +  lg ^  •  sin  n+l  9)  +  ^-£^  (,^_^.|,i)^r      ^^6) 

\q\  <  1 


Die  Substitution 

Q  »  2cos9) 

ergiebt  wegen     /i  «=  1,    6  «  —  2g) 

••^i  I  1  /   «    \    V  2»»C08"*<p  .  COSmqp 

J(-i)'-«  ;  (,_i)  f p;^ 


ip8in(n+l)g  _  ^^  cosry 

2»»  cos"+^  fp         r=i  (w  --  r  + 1)  2^  COS*'  9>  ^     ' 

CO  2*"cos'**<p  .  sin  mg) 


i"^) 


g)COs(n+l)<y>        »  sinrg» 

2»» C0S«+^ 9    "'"tliCw— r+l)2^ COSrg) 


(38) 
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Die  Differentiation  dieser  Gleichnngen  ergiebt  noch 


"^*  (jz!)'  (  " 


M  +  l      co8ii<p      sinH+lg?  .   »*j;^  r-f  1  sinry 


"y  C^^)*^"'  /  '*   \  2  CT  2"'^^^*^^^^  •  cosm+l  jp^ 


(;i7') 


2»    ^  C08**y        2»C06»-^9   »   ,_o  n  —  r  cos»'  ijp       ^      ^ 


Eine  uocbmaligo  Differentiation  fahrt  zu  Formeln,    welche  von  (37) 
nnd  (38)  nur  formell  verschieden  sind. 

Die  Annahme 

^siny  =»  1 — (»cosy 


ergiebt 


9  = 


sin^-f-cosqp       V2    .   /» 
*  sin ' 


(i+-) 


e-i,    'I- 


r siny         T 


Ans  (35)  nnd  (36)  entsteht  demzufolge 


r=l  r  \r  -l/m=< 


C03  m  P 


mr=Q    m 


X"'^>""(f+») 


n+1 


2  8in«+i^-4.opj|^j8in(n  +  l)g)-2Ig  — j^ r  . 

sin  (4 +9>j 

r 
-,        „    2   sinr  (r +<lp) 

•COS(n+l)^    —   2: ^^^,     ^  COSry  (39) 
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»Ml  1  /    n    \  OS 

r=l  r  \r—lj  „^-, 


SMimq) 


=.  2    ^"8inH.(^^+^)[;-8in(„+l)^  +  21g--;';-''-  - 


sm  I  -r 


r 


1        n    '2^f^m-(T+q>) 
.sin(n  +  l)(p   +  £   — ^^       /giur 


81U'"<f  (40) 


Aus  obiger  Auuabmc  üiosst  dio  Gonvcrgcnzbcdiugung 

8in<p+cos<)p    >>  I     oder    ßinj-  <sin(  .  +9) 

dio  für 

0  <  <P  <  AT, 

allgemein  für 

2^Jr  <^<(2^•^-g)7r 

erfüllt  wird. 

Der  Logarithmus  kann  hier  daher  nicht  zam  Verschwiudcn  gc 
bracht  werden,  weil  dio  Werte 

nnzalässig  sind. 

Setzt  man  in  derselben  Gleichung  (32) 

differentiirt  2>mal  und  lässt  v  verschwinden,  so  entsteht  wegen 
wo 
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AV  = 


ist,  die  Relation 


»fi 


=1  r  \r~l/m=l  (fn-\-r\ 


Geht  man  von  der  Öleichung  (32')  aus,  so  führt  dasselbe  Verfahren 
za 


^  (-ir-' ;  L   i)  ^,  -r^  -  -^  -X-X7  («) 


(») 


l5^-<l 


Bezüglich  der  in  (19),  (20),  (37),  (38)  und  den  davon  abgelei- 
teten  Formeln  summirteu  unendlichen  Reihen  muss  schliesslich  noch 
bemerkt  werden,  dass  derartige  Entwickelungen  von  Herrn  Dr. 
0.  Schlömilch  in  dem  Aufsätze  „lieber  eine  besondere  Gattung  von 
Reihen"  (Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  I.  Jahrg.)  untersucht  und  die 
Bedingungen  angegeben  wurden,  unter  welchen  eine  gegebene  Func- 
tion auf  diese  Weise  entwickelt  werden,  nicht  aber  ob,  &lls  dies 
wirklich  möglich  ist,  es  nur  auf  eine  einzige  oder  auf  mehrero 
Arten  geschehen  kann. 

Diese  Frage  wird  durch  die  Erbringung  des  Nachweises  der 
Existenz  resp.  Nicht-Existenz  linearer  Relationen  zwischen  den 
Functionen,  nach  welchen  entwickelt  werden  soll,  gelöst. 

Für  die  Functionen 

cos**  9)  .  COSn^)     bzhw.     008**9)  .  sinn9> 

n  =  0,  1,  2,  .   .   .in  inf. 
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lassen  sich  nun  Systeme  an  endlich  vieler  linearer  Verknflpfungen 
angeben. 

Es  ist 
woraus  fftr     x  ^  q€^ 

aber  aach 

(cos©  — p  ,  .psin»V  ^      -      ft  19 

Nach  Ansfflhrang  dieser  Operation  zeigt  es  sich,  dass  bei  geradem 
n  im  reellen,  und  bei  ungeradem  n  im  imaginären  Teile  kein 
von  cosq>—e  freies  Glied  vorkommt. 

Wird   nun    (»  »  C08(f  >  mjr)(i7i  —  0,  1,  2  .  .   . )    genommen, 
so  ergiebt  sich: 

^   (         1  C08>  .  %mr(p  =  0       n  —  0,  2,  4,  6  .   .   .       (42) 

r 

^   (  )  C08«"9  .  COSry  —  0         n  =-  1,  3,  5  .    .    •  (43) 

Ein  zweites  System  findet  sich  aus 

[Ig  (1— !»«•>)>  «  (— l)«n!      2;  -  CV-.*^»-COSrg> 

Nach  der  Entwicklung  stellt  es  sich  heraus,  dass  bei  geradem  n 
im  reellen,  und  bei  ungerade|m  im  imaginären  Teile  kein  von 
Ig^  freies  Glied  auftritt; 

Q  — >  2C0S9 

gesetzt  ergiebt 

lgz/-0 

daher  gilt 
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^  — r  Cr-« cos*"®  .  sinr©  —  0,        n  «  0,  2,  4,  .    .    .         (44) 
r=fi    r  l 

00   2»" — »  *" 

^  — p  Cr^MCOS^^  .  cosry  =0,        n  =  1,  3,  5,  .   •   •        (45) 

(9>  mn) 

Beliebig  viele  weitere  SyBteme  entstehen  noch  in  analoger  Weise 
aas  den  höheren  Integralen  von  (l-— a;)-i;  dieselben  sind  jedoch 
nicht  unabhängig  von  einander,  lassen  sich  vielmehr  alle  ans  dem 
erst  gefundenen  Systeme  ableiten. 

Jede  der  anendlich  vielen  Oleichangen  desselben  kann  mit  einer 
ganz  willkflrlichen  Zal  multiplicirt  and  zu  den  gefandenen  Ent- 
wicklangen addirt  werden. 

Es  lässt  sich  daher  der  Satz  aassprechen: 

^Wenn  eine  Entwicklang  einer  gegebenen  Fanetion  nach 

C0b''9  •  cosr^ 
„oder  nach 

cos*'f  .  sinr9)(r  —  0,  1,  2,  3,  .   .   . ) 

„besteht,  so  giebt  es  anendlich  viele  derartige  von  einander  ver- 
,VBChiedene  aber  gleichwertige  Entwicklungen.^' 

Eine  Anwendung  des  „Satzes  der  unbestimmten  Coefficienten" 
ist  hiemit  ausgeschlossen. 

Während  zwischen  diesen  Functionen  in  endlicher  Anzal 
keinerlei  lineare  Beziehungen  bestehen,  gelten  für  die  in  den  rechts- 
stehenden Ausdrucken  in  (19),   (20)  etc.  vorkommenden  Functionen 


sinny  cosny 

•*  ""  cos"  ^'      ^"  —  cos»«  9) 
die  Relationen 

^"■"O^^-'+G)^""^'   •   .-  (^1j)a«0,  «gerade  (40) 
Ol  — mQi.-i+u)Q'*-2  .   .   .  — l^-O,    nungerade         (47) 
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welche,  wenn  sie  für  »,  n  — 2,  n  — 1  .   .   .  gebildet  werden,  zu  zwei 

n  n*4- 1 

Systemen  von  5,  resp.  —^    Gleichungen    führen.      Hieraus   folgt, 

dass  2  i'^sp*   ~~cf'   C<>^^*  <1^^  ^  Te%^.  Q  in  obgenannteu  Ausdrücken 

jedmöglicher  Wert  beigelegt  werden  kann.  Diese  Wandelbarkeit 
entfällt,  wenn  der  die  Grössen  sn-\  —  «r  enthaltende  Teil  der  Aus- 
drücke mit  Hilfe  der  Systeme  so  transformirt  wird,  dass  in  den- 
selben entweder  nnr  gerade  oder  nur  ungerade  P  resp.  Q  er- 
scheinen. Wegen  der  sehr  complicirteu  Beschaffenheit  der  sich 
hiebei  ergebenden  Coeflicienten  dürften  jedoch  die  ursprünglichen 
Formen  in  (19),  (20)  etc.  bei  numerischen  Berechnungen  vorzu- 
ziehen sein. 
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XXI. 

Miscellen. 
1. 

Zv  Dvrehdringoiig  d«r  Kogel  mit  dem  irondeB  KreiBkegel^ 
Satz  über  das  Kegelschnittbftoehel  lud  die  ParabeL 

Herr  Wiener  fahrt  in  seinem  grossen  Werke:  „Lehrbnch  der 
darstellenden  Geometrie*'  Leipzig  1887,  2.  Band.  Seite  256  den  Satz 
an,  dass  wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Hanptebene  ge- 
meinschaftlich haben,  die  orthogonale  Projection  ihrer  Schnittearve 
anf  diese  ein  Kegelschnitt  ist.  Auf  die  Natur  des  Kegelschnittes, 
insbesondere  in  für  das  technische  Zeichnen  wichtigen  Fällen,  wird 
weiter  nicht  eingegangen,  und  so  soll  im  Folgenden  dieser  Kegel- 
schnitt für  die  Kugel  und  den  geraden  Kreiskegel  betrachtet  und 
daraus  einige  Folgerungen  gezogen  werden. 

Die  diesen  beiden  Flächen  gemeinschaftliche  Bauptebene  ist 
offenbar  jene  Ebene,  welche  man  durch  den  Mittelpunkt  M  der 
Kugel  Fig.  1.  und  die  Achse  8N  des  Kegels  legen  kann.  Diese 
£bene  schneidet  den  Kegel  in  den  Erzeugenden  SA  und  SB^  deren 
Winkel  ASB  durch  8N  halbirt  wird ,  und  die  Kugel  in  dem  Kreise 
K.  Sollen  sich  die  beiden  Flächen  in  einer  reellen  Gurve  schnei- 
den, 80  muss  wenigstens  eine  dieser  Erzeugenden  von  dem  Kreise 
K  geschnitten  werden ,  und  die  orthogonale  Projection  dieser  Curve 
auf  die  Hanptebene  ist  eine  Parabel,  deren  Scheiteltangente  die 
Chordale  des  grdssten  Kugelkreises  K  mit  jenem  Kreise  ist,  der  die 
beiden  Erzeugenden  berührt  und  dessen  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  O 
des  vom  Kugelmittelpunkte  auf  die  Achse  des  Kegels  gefällten  Per- 
pendikels ist. 

Beweis.  Um  irgend  einen  Punkt  P'  der  Projection  der  obigen 
Gurve  zu  erhalten,  lege  man  eine  Ebene  senkrecht  zu  8N^  welche 
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in  der  Figur  1.  als  die  Gerade  CD  erscheint.  Diese  ischneidet  die 
Kugel  nach  einem  Kreise  K\  welcher  in  der  Figur  umgelegt  als 
Halbkreis  gezeichnet  wurde.  Ebenso  wurde  der  Kreis  it,  nach  wel- 
chem die  Ebene  den  Kegel  schneidet,  behandelt  Die  beiden  Halb- 
kreise K'  und  k  schneiden  sich  in  P,  und  zieht  man  durch  P  eine 
Senkrechte  auf  MO^  so  schneidet  diese  CD  in  P\ 

Wählt  man  nun  OS  zur  Ordinaten-,  OE  zur  Abscissenachse, 
bezeichnet  man  OQ  mit  x,  QP'  mit  y,  den  Kugelhalbmesser  mit  /?, 
MO  mit  a,  den  des  Kegclkreises  vom  Mittelpunkt  O  mit  r,  OS  mit  A, 
verbindet  man  ferner  O'  mit  P,  so  ist  im  rechtwinkeligen  Dreieck 
CPP' 

x^  +  PP'*^  0  1^  1) 

Weil  aber  0'C|  OE  und  O'C^  O'P,  so  findet  die  Projection  statt 

(h  -y)  :Ä=  0'P\r 
und  daraus 

O  P=--—r^- 

h 

und  endlich  mittelst  1) 

x^+PP,    «-->  2) 

Verbindet  man  Jl/'  mit  P,  so  ist  im  rechtwinkeligen  Dreieck  M'PP' 

PP'^  -  JrP^-  (a-  +  ö)« 
daher  mittelst  2) 

Endlich  ist  im  A  r^^/Af 
daher  mittelst  3) 


i2«-y«— 2aa5  -a» 


Ä» 


Da  diese  Gleichung  vom  zweiten  Grade  ist,  in  ihr  x*  und  rp 
fehlen,  so  ist  die  durch  dieselbe  dargestellte  Cnrvc  eine  Parabel^ 
deren  Achse  parallel  zur  Abscissenachse  liegt  Will  man  aus  der 
Gleichung  die  Abscissc  m,  die  Ordinate  n  des  Scheitels  und  den 
Parameter  2p  erkennen,  so  muss  man  sie  auf  die  Form  bringen : 

(y-w)«  =  2|>(x-»i) 
worauf  sie  lautet 
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Die  Abscisse  des  Scheitels  kann  auch  so  geschrieben  werden: 


Ä«-a»  — 


Ä«+r 


X 


2a 


4) 


Zieht  man  von  O  auf  5'Ä  die  Senkrechte  OF,  so  ist  ^  OFSo^OSC 

daher  

OF :  r  =  Ä  :  VÄ«+r« 

rÄ 
weshalb  4)  anch  so  geschrieben  werden  kann: 

2a 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  die  Scbcitcltangente  die  Chordale  zweier 
Kreise  von  der  Centrallinie  a  und  den  Halbmessern  K  und  OF  ist, 
w.  z.  b.  w. 

Sind  1,  2,  3  und  4  die  Schnittpunkte  der  Eegelerzengenden 
mH  dem  grössten  Eugelkreise  JT,  und  schneiden  sich  die  Verbindungs- 
linien 12  und  34  in  S\  so  kann  man  auch  S^'  und  S«'  als  Erzeu- 
gende eines  zweiten  Kegels  betrachten,  und  es  tritt  demoach  nocli 
eine  zweite  Parabel  auf,  die  durch  die  nämlichen  vier  Punkte  hin- 
durchgeht, und  deren  Scheiteltangente  wieder  die  Chordale  von  K 
und  jenem  Kreise  ist,  der  die  Geraden  S/  und  £>/  berührt,  und 
dessen  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  des  von  M  auf  die  Halbirungs- 
linie  des  Winkels  IS4,*  gefällten  Perpendikels  ist.  Da  ferner  be- 
kanntlich im  Sehnenvierecke  die  Halbirungslinien  der  Winkel  der 
Gegenseiten  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

„Lässt  sich  durch  die  Basispunkte  eines  Kegelschnittbüschels 
ein  Kreis  (Basiskreis)  legen,  so  stehen  die  Scheiteltaugenten  der 
beiden  Parabeln  des  Büschels  auf  einander  senkrecht  und  sind  die 
Chordalen  des  Basiskreises  mit  jenen  zwei  Kreisen,  die  die  Gegen- 
seiten des  Kreisviereckes  berühren,  und  deren  Mittelpunkte  in  den 
durch  den  Mittelpunkt  des  Basiskreises  zu  den  Halbirungslinien  der 
Winkel  der  Gegenseiten  gezogenen  Parallelen  gelegen  sind/' 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  das  Gezeigte  für  den  geraden 
Kreiscy linder,  wdcher  entsteht,  wenn  h  unendlich  gross  wird.  Dann 
ist 

28* 
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d.  h.  die  Tom  Mittelpunkt  der  Kugel  auf  die  Achse  des  Cylinders 
gefällte  Senkrechte  ist  die  Achse  der  Parabel. 


ä2-  fl«— 


r» 


1  + 


r 


„.  = ._ _ 

d.  h.  die  Scheiteltangente  der  Parabel  ist  die  Chordale  jener  zwei 
Kreise,  nach  welchen  beide  Flächen  durch  eine  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  gehende  zur  Achse  des  Cylinders  senkrechte  £bene  ge- 
schnitten werden,  wenn  hierauf  diese  Ebene  in  die  Hauptebene  um- 
gelegt wird. 

Ferner  ist 


h^+r 


r 


i+Ä» 


d.  h.  der  Brennpunkt  der  Parabel  ist  von  der  Leitlinie  ebenso  weit 
entfernt,  als  der  Mittelpunkt  der  Kugel  von  der  Cylinderachse. 

Da  die  Halbirungslinie  der  Sehne  12  durch  den  Mittelpunkt  Af 
der  Kugel  gehen  muss,  so  folgt  sofort  der  Parabelsatz: 

„Die  Halbirungslinie  einer  Parabelsehne  und  die  vom  Mittel- 
punkt der  letzteren  auf  die  Achse  gefällte  Senkrechte  bestimmen 
auf  der  Achse  eine  Strecke,  welche  gleich  ist  der  Entfernung  (p) 
des  Brennpunktes  vou  der  Leitlinie^'. 

Anmerkung  1).    Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  analytisch  beweisen 
Die  Gerade    y  -»  o^-j-^    schneidet  die  Parabel    y^  «  2px    in  den 
Punkten 


p  —  ab  —  yp(ii  —  2  ab)       p  —  yp  (  p  —  2 ab) 
o*  a 

p  —  ah-\-  Vp(p  —  2ab~)       p  +  Vplp—  2ab) 
a*  a 

Der  Mittelpunkt  der  durch  die  Schnittpunkte  bestimmten  Sehne  hat 

daher  die  Abscisso  - — «^  und  die  Ordinate  -.    Die   Gleichung    der 

a*  a 

Halbirungslinie  der  Sehne  lautet  demnach: 
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und  ihr  Abschnitt  auf  der  Abscissenachse  beträgt 


'-! 


daher  die  Strecke  zwischen  ihrem  Schnittpunkt  and  dem  Fnsspankt 
der  Ordinate  des  Mittelpnnktes  ;>,  w.  z.  b.  w. 

Anmerknng  2).  Der  Satz  von  der  constanten  Snbnormale  der 
Parabel  ist  nnr  ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes. 

Nnn  ergibt  sich  eine  sehr  einfache  Construction  der  Parabel, 
wenn  die  Achse  nnd  zwei  Punkte  derselben  gegeben  sind. 

Man  halbire  die  durch  die  beiden  Punkte  P^  und  P^  bestimmte 
Parabelsehne ,  Alle  vom  Mittelpunkte  M  derselben  eine  Senkrechte 
auf  die  Parabelachse,  deren  Fusspunkt  N  sei.  Errichtet  man  ferner 
in  M  eine  Senkrechte  auf  die  Sehne,  so  schneidet  diese  die  Achse  in 
O,  und  es  ist  hierauf  ON  ==  p  und  der  Parameter  der  Parabel 
20N. 

Hierauf  fälle  man  von  P,  eine  Senkrechte  auf  die  Achse,  deren 
Fusspunkt  Qi  sei,  und  trage  von  Qi  auf  der  Achse  in  der  Richtung 
^0  letztere  Strecke  zweimal  auf,  wodurch  man  den  Punkte  erhält. 
Verbindet  man  R  mit  P|  und  errichtet  auf  diesen  Verbindungslinie 
in  Pj  eine  Senkrechte,  so  schneidet  diese  die  Achse  im  Scheitel  A 
der  Parabel,  denn  die  Ordinate  ist  die  mittlere  geometrische  Pro- 
portionale zwischen  der  Abscisse  ^Q  und  dem  Parameter  QR.  Trägt 
man  hierauf  die  Hälfte  von  NO  beiderseits  von  A  auf  der  Achse 
au^,  so  erhält  man  den  Brennnpunkt  und  die  Leitlinie  der  Parabel. 

Auch  ergibt  sich  eine  einfache  directe  Construction  der  Achse 
der  Parabel,  wenn  die  Richtung  R  der  Achse  derselben  (Fig.  2)  und 
drei  Punkte  P^,  P^  und  P9  gegeben  sind. 

Man  bestimme  die  Mitten  M^  und  M^  der  Parabelsehnen  Pj/^g 
und  Pf  Ps.  Yen  diesen  Punkten  aus  fälle  man  die  Senkrechten  1  und 
2  auf  R.  Ferner  errichte  man  in  denselben  die  Senkrechten  3  und 
4  auf  die  Parabelsehnen. 

Die  Achse  der  Parabel  x  muss  hierauf  so  gefunden  werden,  dass 
wenn  dieselbe  1  in  ^,  3  in  /,  2  in  6  und  4  in  <?  schneidet,  gf  =  ed 
ist  Um  dies  zu  erreichen  ziehe  man  durch  M^  die  Parallele  5  zu 
4,  femer  eine  Senkrechte  zu  Ry  die  3  in  a  und  5  in  &  schneidet, 
ferner  durch  a  eine  Parallele  zu  R  und  durch  h  eine  Parallele  zu 
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MiM^.  Die  zuletzt  gezogenen  Geraden  schneiden  sich  im  Punkte 
0,  dessen  Verbindungslinie  mit  Mi  die  Gerade  ^  in  d  trifft,  durch 
welchen  Punkt  die  Achse  der  Parabel  hindurchgehen  muss,  was  man 
bewiesen  haben  wird,  wenn  man  zeigt,  dass    gf  «-*  etl. 

Zieht  man  durch  /  eine  Senkrechte  auf  Jß,  so  schneidet  diese  5 
in  A,  und  es  ist  hd  1  bc,  denn  h/d  und  bac  sind  zwei  perspectivische 
Dreiecke  mit  zwei  Paar  parallelen  Seiten  (kf  und  ab,  fd  und  ae) 
daher  muss  auch  das  dritte  Paar  Seiten  (Ad  und  bc)  parallel  sein. 
Dann  ist  aber  auch  hd  parallel  M^M^y  demnach  Viereck  M^M^dh 
ein  Parallelogramm,  daher 

M^h^M^d    und    AMikh^M^ed 

Daraus  folgt,  dass  ed  =  AXr,  wenn  k  der  Fusspunkt  des  von  h  auf 
1  gefällten  Perpendikels  ist.    Im  Rechtecke  khfg  ist  aber 

kh  =  gfy    daher  auch    gf  ^  ed    w.  z.  b.  w. 

Wien,  im  Januar  1892. 

Wilhelm  Rulf. 


2. 

Geometrische  Bestimmung  der  Tangente  der  Casslniscbeii  Linie« 

Die  Gassinischc  Linie,  die  mitunter  auch  Gassinische  Ellipse  ge- 
nannt wird,  zeigt  auch  in  Bezug  auf  die  Tangeutenconstruction  eino 
gewisse  Aehnlichkeit  mit  der  Ellipse.  Errichtet  man  nämlich  iu 
dem  einen  Brennpunkte  der  Ellipse  auf  dem  zugehörigen  Leitstrahl 
eine  Senkrechte,'  verlängert  man  ferner  den  anderen  Leitstrahl  um 
den  ersten  und  errichtet  man  in  dem  Endpunkte  der  Verlängerung 
auf  diese  eine  Senkrechte,  so  schneiden  sich  beide  Senkrechten  in 
einem  neuen  Punkte  der  Tangente,  deren  Berührungspunkte  die 
beiden  Leitstrahlen  angehören.  Dieselbe  Gonstruction  gilt  auch,  wie 
im  folgenden  recht  einfach  gezeigt  werden  soll,  für  die  Cassinische 
Linie,  nur  darf  der  zweite  Leitstrahl  nicht  um  den  ersten,  sondern 
muss  um  sich  selbst  verlängert  werden. 

Beweis.  Es  sei  Fig.  1.  P  ein  Punkt  der  Gassinischen  Linie,  /\ 
und  F^  die  Brennpunkte  derselben.  Die  Leitstrahlen  dieses  Punktes 
mögen  mit  r^  und  r,  bezeichnet  werden.  Ist  P'  ein  unendlich  nahe 
an  P  gelegener  Punkt  der  Gurve,  so  ist  die  durch  PP'  gelegte  Ge- 
rade die  Tangente  T  in  P.  Denkt  man  sich  von  F^  aus  mit  r^  den 
Kreisbogen  PA  beschrieben,  so  ist    AP'  »  m   die  unendlich  kleine 
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Zunahme  des  Lcitstrahlos  r,  beim  ücbcrgaug  von  P  nach  P'.  Denkt 
man  sich  ferner  von  F^  aus  mit  r,  den  Kreisbogen  PB  beschrieben, 
so  ist  BP'  =  ft  die  nnendlich  kleine  Abnahme  von  r,  beim  Ucber- 
gang  von  P  nach  P'.  Da  aber  P,  P*  Punkte  derselben  Cassinischen 
Linie  sind,  so  mnss 

sein,  woraus  folgt 

nnd  wenn  man  mn  als  nnendlich  klein  höherer  Ordnung  vernach- 
liLssigt, 

und  endlich 

r,  :  rj  =  m  :  n  1) 

Die  unendlich  kleinen  Kreisbögen  PA  und  Pfi  kann  man  aber 
als  gerad  nnd  als  senkrecfatstchend  auf  den  Leitstrahlen  des  Be- 
rührungspunktes P  betrachten.  Aber  auch  die  Winkel  PAP'  und 
PBP'  kann  man  als  Rechte  ansehen.  Der  unendlich  nahe  Punkt 
P*  der  Tangente  hat  also  von  den  Senkrechten  im  BerQhrungspnnkte 
P  auf  die  Lcitstrahlen  Entfernungen,  die  sich  nach  1)  wie  die  Leit- 
strahlen verhalten.  Was  aber  bezüglich  des  Verhältnisses  der  Ent- 
fernungen des  unendlich  nahen  Tangentenpunktes  gilt,  gilt  von  einem 
jedem  Punkte  derselben,  man  wird  daher  einen  Punkt  D  der  Tau- 
gente gefunden  haben ,  wenn  man  Fi  P  um  PC  »  r|  verlängert, 
nnd  die  Senkrechte  in  C  auf  P|  C  zum  Schnitt  mit  jener  Senkrechten 
bringt,  die  man  in  F^  auf  F^ Perrichtet,  denn  der  Punkt  D  hat 
dann  von  PA  die  Entfernung  r,,  von  PB  jene  r^. 

Wien,  im  April  1892. 

Wilhelm  Rulf. 


3. 
Zur  Zahlentheorie. 


Die  natürliche  Zahlenreihe  lässt  sich  in  2,  3, . . .  n  arithmetische 
Reihen,  zwischen  deren  Gliedern  die  Differenz  n  besteht,  zerlegen. 
Diese  Zerlegung  ist  dadurch  leicht  zu  bewerkstelligen,  dass  man  zu- 
nächst eine  Yerticalreihe  mit  den  Zahlen  1  bis  n  bildet  und  dann 
eine  zweite,  dritte  u.  s.  w.  Yerticalreihe  mit  den  Zahlen  n-f-1  bis 
2fi,  2n-\*l  bis  3n  u  s.  w.  daneben  stellt.  Zwischen  den  Gliedern 
der  Horizontalreihen  besteht  dann  die  Differenz  n.  —  Beispielsweise 
gestaltet  sich  die  Zerlegung  der  natürlichen  Zahlenreihe  in  6  Reihen, 
zwischen  deren  Gliedern  die  Differenz  6  besteht,  wie  folgt; 


U.      8.      W. 
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1,  7,     13,     19,     25 

2,  8,    14,    20,    26 

3,  9,    15,    21,    27 

4,  10,    16,    22,    28 

5,  11,     17,    23,    29 

6,  12,     18,    24,    30 

Von  diesen  6  Reihen  enthalt  die  2.,  4.  und  6.  nur  gerade  Zahlen, 
weil  das  Anfangsglied  diesen  Beihen  ebenso  wie  die  beständige  Dif- 
ferenz eine  gerade  Zahl  ist.  Die  3.  Reihe  enthält  nur  Zahlen,  die 
die  dnrch  3  teilbar  sind,  weil  das  Anfangsglied  dieser  Reihe  »  3 
ist. und  weil  die  beständige  Differenz  6  eine  durch  3  teilbare  Zahl 
ist.  —  In  diesen  4  Reihen  kann  also  keine  einzige  Primzahl  vor- 
kommen und  es  müssen  deshalb  notwendig  alle  Primzahlen  in  der 
1.  und  5.  Reihe  mit  enthalten  sein.  Es  muss  aber  auch  notwendig 
jede  Primzahl  ^3^71  (mod  6)  sein,  weil  die  beiden  Reihen  1 
und  5  nach  Streichung  der  Zahl  1  nur  Zahlen  von  der  Form  6n  +  1 
enthalten. 

Will  man  nun  alle  Primzahlen  >>  3  in  ununterbrochener  Rei- 
henfolge ermitteln,  so  braucht  man  nur  die  oben  angegebenen  Reihen 
1  und  5,  d.  i.'die  Doppelreihe  6n:f  1  zu  bilden  und  von  den  ent- 
stehenden Zahlen  die  durch  die  Primzahlen  7,  11  u.  s.  w  und  deren 
Potenzen  teilbaren  Zahlen  zu  streichen.  Die  dann  zurtlckbleibenden 
Zahlen  sind  die  Primzahlen  >  3.  Hierbei  ist  daran  zu  erinnern, 
dass  man,  um  zu  untersuchen,  ob  eine  Zahl  n  eine  Primzahl  ist  oder 
nicht,  dieselbe  nur  mit  den  Primzahlen  <;  yn  zu  diyidiren  braucht 
—  Um  festzustellen,  welche  Zahlen  zu  streichen  sind,  kann  man  also 
jede  Zahl  n  der  Doppelreihe  6nZp  l  auf  die  Teilbarkeit  durch  die 
Primzahlen  <C  Vn  prüfen.  Man  hat  es  aber  leichter,  wenn  man  die 
zu  streichenden  Zahlen  durch  Multiplication  der  schon  bekannten 
und  successive  bekannt  werdenden  Primzahlen  feststellt  Es  kommen 
dabei  dann  immer  nur  diejenigen  Vielfachen  von  j»  «  7,  11  n.  s.  w. 
und  deren  Potenzen   in    Betracht,    deren   Primzahlmultiplicatoren 

^  p  sind,   da  die  niedriger  liegenden  Vielfachen  des  jeweiligen  p 

immer  schon  als  Vielfache  der  niedrigeren  Primzahlen  gestrichen 
sind.  Die  Berechnung  der  Vielfachen  von  p  —  7,  11  u.  s.  w.  und 
p**  wird  nun  sehr  bequem,  wenn  man  das  Resultat  einer  vorher- 
gehenden Rechnung  stets  bei  der  nachfolgenden  mitbenutzt  So  ist 
z.  B.  für 
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jj  —  7:  p  «—  11: 

7.7—        49  11  .  11  —         121 

7.11  =  49+28  -  77  11  .  13  -  121+22  =  143 

7  .  13  -  77+14  -  91  11  .  17  -  143+44  =  187 
Q.  B.  w.  n.  s.  w. 

O.  8.  W. 

Die  Frimzahleii  2,  3  and  5  kommen  deshalb  als  Teiler  nicht  in  Be- 
tracht, weil 

1)  die  Zahl  2  eine  gerade  Zahl  ist,  nnd  in  der  Reihe  6»T1 
nur  angerade  Zahlen  vorkommen, 

2)  die  Reihe  6nq:i  keine  darch  3  teilbaren  Zahlun  enthält, 

3)  die  mit  dem  Teiler  5  behafteten  Zahlen  als  mit  5  endigend 
bei  der  Bildang  der  Reihe  6n7 1  gleich  abersprangen  werden 
können. 

Für  das  Gebiet  der  Zahlen   1   bis  100  mag  die  Reihe  6nq:i 
hier  folgen. 

,  5,  11,  17,  23,  29,    ,  ,  41,  47,  53,  59,    .  ,  71,  77,  83,  89,   . 

^'*^^  ^  7,  13,  19,    .  ,  31,  37,  43,  49,    . ,  61,  67,  73, 79,   . ,  91,  97 

Wo  ein  Pankt  steht,  ist  eine  mit  5  endigende  Zahl  aasgefallen,  Za 
streichen  sind  nnr  die  mit  dem  Teiler  7  behafteten  Zahlen  49,  77 
and  91. 

Oldenbarg  i.  6. 

6.  Speckmann. 


4. 

Zar  Cassinischen  Linie. 

Yon  einem  Pnnkte  der  Cassinischen  Linie  ziehen  wir  ^wei 
Fokallinien  nach  den  Brennpunkten  ±  e  and  bezeichnen  die  Winkel, 
welche  sie  mit  dem  Radiusvector   vom  Mittelpankt  ans  bilden,  mit 

Man  findet  leicht  folgende  Beziehnng  zwischen  den  genannten 
Grössen  and  dem  Polarwinkel  9: 

,  .  Ä*— C*C0S2g) 

cos(yi^y,)  —  — 


Vi?*  —  2c«Ä«cos29>  +  <J* 
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Da  aber  die  Gleichung  der  Curvc 

Jl*  —  2c*  /?*  cos  •->  +  c*  =  2* 
ist,  so  gewinnt  man  einfacher 

q-  t  OS  (yi  —  /j)  =  7f*  =  f-cos    (p 


und  ferner 


c* 


si»(yj  — y^)  =    ,siu2y 


Es  ist  aber,  wenn  ß  den  Winkel  zwischen  der  Normale  und  R  be* 
zeichnet, 

sin/?  =  —^  sin  2<p 
demnach 

Um  also  die  Normale  in  einem  Punkte  der  Curve  zu  coustruireii, 
trage  mau  etwa  y^  auf  /,  ab,  und  mau  erhält  damit  iu  dem  ent- 
sprechenden Schenkel  des  Winkels  die  gesuchte  Normale.  Damit 
ist  die  Tangentenconstruction  ebenfalls  gelöst. 

Ferner:  Legt  man  ein  rechtwinkeliges  Achsenkreuz  durch  den 
Mittelpunkt  einer  geschlossenen  Cassinischen  Curvc,  und  durch  deren 
Schnittpunkt  Tangenten,  so  sind  die  AVinkel  derselben  mit  den 
Achscnteilen  einander  gleich. 

Für  Ovale  existirt  eiu  analoger  Satz. 

Dass  die  algebraische  Summe  der  4  Peripheriewinkel  eines 
Bogens  der  Cassinischen  Linie  nach  den  Schnittpunkten  des  genannten 
Achsenkreuzes  gleich  null  ist,  haben  wir  schon  früher  bewiesen. 

Emil  Oekinghaas. 


5. 

Fandamentalaxen  der  mehrfach  gekrfimmten  Linien« 

Die  Taugente,  Hauptnormale  und  Binormale  der  Ranmcnrven 
bilden  ein  bewegtes,  den  erzeugenden  Punkt  begleitendes  orthogo- 
nales Axensystem,  welches  von  französischen  Mathematikern  ganz 
passend  das  fundamentale  genannt  wird.  Die  Erweiterung  seines 
Begriffs  und  seiner  Darstellung  auf  mehrfach  gekrümmte  Linien  in 
mehr  als  dreifacher  Mannigfaltigkeit  wird  man  schwerlich  umgehen 
können,  wenn  man  überhaupt  solche  Curven  analytisch  untersuchen 
will;  sie  sei  unsere  gegenwärtige  Aufgabe. 
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Den  Weg  der  Erwcitcrnng  des  Begriffs  zeigt  die  Hanptnormale, 
anfgefasst  als  das  in  der  Scbwlngnogsebene  errichtete  Lot  auf  der 
Tangente,  während  die  Analogie  der  Binormale  durch  die  SpecialitAt 
verhallt  ist,  dass  der  Schmiegungsranm  mit  der  festen  alles  um- 
fassenden Mannigfaltigkeit  zosammenf&llt.  Analog  der  Tangente  und 
Schmiegungscbene  als  in  L  und  2.  Ordnung  osculirende  Gerade  und 
Ebene  definiren  wir  zuerst  die  osculirende  mdehnnn  g  als  finale 
lineare  m  dehnung  der  durch  m-}-l  einander  unendlich  nahe  Curven- 
punkte  bestimmten  linearen  m  dehnung. 

„Die  mte  Fundamentalaxe  der  Curve  ist  dann  das  inner- 
halb der  osculirenden  m  dehnung  im  laufenden  Currenpunkte  errichtete 
Lot  auf  der  osculirenden  (?/i  —  l)  dehnung.  Die  erste  ist  die  Tan- 
gente." 

Da  hiernach  das  Lot  auf  allen  in  letzterer  enthaltenen  Geraden, 
somit  auf  allen  vorhergehenden  Fundamentalaxen  senkrecht  steht,  so 
folgt,  dass  überhaupt  alle  Fundamentalaxen  zu  einander  rechtwinklig 
sind. 

Der  laufende  Curvenpunkt  T  sei  nun  Anfang  der  Coordinateu 

2(ik  »  1,  2, .   .   .  n),  wofQr  wir  gewöhnlich  kurzx  schreiben,  bezüg- 

k 

lieh  auf  ein  Axensystem  von  fester  Stellung.  Ferner  seien  ««(/»»  1, 
2, .  .  .  n)  (oder  kurz  an)  die  Richtungscosinus  der  Fundamental- 
axen gegen  die  or.  Um  sie  auf  Invarianten  der  Curve  zurückzu- 
fahren, setzen  wir 

£  agüh'  -  VVi'r?  =•  1,  2,  .    .    .  n)  (1) 

wo  der  Strich  die  Differentiation  nach  dem  Bogen  der  Curve  s  be- 
zeichnet   Dann  folgt  aus  der  Orthogonalität  der  beiden  Axensysteme . 

fl,n'  -     'i:   agPgn,  (2) 

Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  unter  den  n  Grössen  P  nur  zwei 
von  0  verschieden  sind. 

Seien  a-a  (A=l,  2, .  .  .  m)  die  Coordinateu  von  m  Curvenpunkten 
T],  Ts,  .  .  .  Tm,  in  unendlich  kleinen  Bogenabständen  uh  von  T: 
Die  Punkte  T,  r,, .  .  .  Tm  liegen  auf  einer  durch  sie  bestimmten 
linearen  m  dehnung  erzeugt  vom  Punkte 


fii 

"IM 


-  £  Thivh)  (3) 

h=l 
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bei  unabhängiger  Variation  der  Parameter  (r*).    Nach  taylor^scher 
Beiheuentwickelnng  wird 

A=si    AI 

Ftthrt  man  diesen  Ansdrnck  ein  und  ersetzt  die  m  Unabhängigen  (va) 
durch  ebensoviel  neue  Unabhängige  vh  gemäss  der  Substitution 

£    .-*  \  -V  _  ,,;i     (;  «  j^  2,  .    .    .  m) 
so  wird 

wo  der  Rest 


m 


•^        «A 


A 


A=l  ;.=m|l  ^J 

wenn  sämtliche  ua  in  1.  Ordnung  gleichzeitig  verschwinden,  für  end- 
liche VA,  wo  auch  {vh)uk^  endlich  bleibt,  unendlich  klein  ist.  Daher 
ist  die  genaue  Gleichung  der  osculirenden  mdehnung: 

Zn,^    £  X(*)  VX  (4) 

A=sl 

Diese  zunächst  muss  ein  Punkt  Vm  der  mten  Fundamentalaxe  mit 
der  Goordinate  zn%  erfüllen.  Ausserdem  mnss  die  Gerade  TVm  aaf 
der  osculirenden  (m  —  1)  dehnung,  d.  i.  auf 

m-l 

senkrecht  stehen,  d.  h.  es  mnss  für  jedes  v^ 

Jk=l 

also  auch  einzeln 

-T  a„x(.")  —  0    (^«1,2,.   .   .w  — 1)    oder 

*=! 

AM  H 

£  n  £  jc^Oji^.")  -  0    (ii  «  1,  2,  .    .    .  m  — 1)  (5) 

sein.  Durch  diese  m— 1  homogenen  Gleichungen  sind  die  m  Grössen 
VX  bis  auf  einen  gemeinsamen  Factor  Q  bestimmt.  Setzt  man  zur 
Abkürzung 

A)u  «  £  ^^^^x^)  (6) 

so  wird 
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Vv^  Qh^m     WO  (7) 

Ist  nun 

arn,^  V^^I^  «m«  (9) 

der  Radiusvector  von  Fm.  also 


•-■  ö» 


Qrm 

so  erb&lt  man  nach  EinfOhrang  des  Wertes  (7)  in  61.  (4): 

in 
rm  flfm  =    £  hvm  X^^)  (10) 

Qod  nach  Anflösang  dieser  Gleichung  angewandt  auf  m  »  1,  2,  . . . 

m,  m  -|-  1 : 


ä(»)  =  i:  cxt^ax  (11) 


Gl   (10)  differentiirt  gibt: 


m 
v=l 

nach  Gl    (11) 

Mnltiplicirt  man  mit  a^  und  summirt  von  ^  •»  1  bis  /j  =  n,  so  ver- 
schwinden zur  Rechten  alle  Terme  für  ^<^^,  folglich  überhaupt 
alle  fflr  g  >  m-j-l,  und  mau  hat: 

Pgm  =  0    für    ^>»*+l 
Da  aber 

80  ist  auch 

Pg^  =  0    für    TO  >>  ^+ 1    oder    g  <  m—  1 

Endlich  ist  auch  für  g  =  fn 

Pgn,  -  i-E  (a«,«)'  -  0 

4=1 
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folglich  Bind  in  61.   (2)  zur  Bechtcn   nar  die   2  Terme  g  ^  h-^l 
und    g  ^  h-}-!    nicht  nall.    Setzt  man 


so  lautet  sie: 


A+i,Ä  =  — AÄfi  «•  ph 

ah   «■  aA+i|>A  — <iA-ip/*-i  (13) 

M 

pk=^  £  ah^i  au'  (14) 

Diese  für  A  »  1,  2,  .  .  .  n  gültigen  Gleichungen,  in  denen  natür- 
lich für  A  =  1  das  zweite,  für  A  =  n  das  erste  Glied  der  Rechten 
als  null  zu  betrachten  ist,  sind  zunächst  als  Differentialformeln  die 
Yerallgemeineruug  deijenigen,  welche  von  französischen  Mathematikern 
die  Fundamentalformeln  der  Curventheorie  genannt  worden.  Die 
allgemeinere  Aufstellung  zeigt  nun  deutlich,  dass  die  jetzt  in  Frank- 
reich ausschliesslich  angewandten,  Herrn  A.  Serret  als  Autor  zuge- 
schriebenen Differentialformeln  mit  Unrecht  von  Monge's  Vorzeichen- 
bestimmung  des  zweiten  Gliedes  abweichen.  Man  sieht,  dass  zwar 
sämtliche  ph  nach  Definition  ein  willkürliches  gemeinsames  Dop- 
pelzeichen haben,  dass  aber,  sofern  ph  und  ah  überhaupt  Functionen 
von  h  sind,  die  zwei  Glieder  nicht  beide  positiv  sein  können.  Die 
Unregelmässigkeit  der  Serret'schen  Formeln  erklärt  sich  aus  dem 
Wunsche  die  Vertauschbarkeit  von  Tangente  und  Binormale  nicht 
durch  Yorzeichenwechsel  complicirt  zu  machen.  Dabei  wird  aber 
nicht  beachtet,  dass  die  Orthogoualcoefficientendeterminante  ^—  1 
durch  jene  Yertauschung  in  —  1  übergeht. 

Die  Gl.  (13)  kann  ferner  in  der  Form 

aV  +  a*-!  fiA-i 
«Hl 

zur  recurrenten  Bestimmung  von  ah  dienen,  wenn  zuvor  die  ph  be- 
kannt sind.  Multiplicirt  man,  um  ihre  Werte  zu  finden,  Gl.  (12) 
mit  Ofn^i  und  summirt  über  alle  Werte  von  A;,  so  bleibt  zur  Rechten 
nur  ein  Term  nicht  null,  und  man  findet: 

Nach  Gl.  (10)  und  (11)  ist  aber 

m-l 

r=l 

m— 1  m— 1  V 

==  ^mtH{Ctninam-\'    ^  ^xinOx)-)-   <^^  ^ym    2.'  Cxvax 

x—\  v=l  x=l 
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Da  alle  «  <  m  sind,  so  mass  der  Goefficient  jedes  n«  null  sein,  und 
68  bleibt  nur: 

Gl.  (15)  wird  also 


Nach  Gl.  (8)  ist 

hmm  =  I  il^/i  I  (A,   I*  «  1,   2,  .     .    .  »»  — 1) 

wofür  wir  abkürzend  schreiben  bm.    Dann  lautet  61.  (13): 

am    =  am+1 ;— Om-l .  (17) 

£s  bleiben  noch  die  Grössen  rm  in  den  x^t*)  darzustellen.  Der 
Punkt  Fm  war  anfangs  ein  willkttrlicher  auf  der  m  ten  Fundamental- 
axe  Er  wird  ein  bestimmter,  wenn  wir  in  Gl.  (7)  Q  *=  1  setzen; 
denn  dann  wird  nach  Gl.  (4)  (9) 

IN  um 

Zu,^    £  X^^)hvm\      rm^-V    £   \   £  X^^)brm\^ 

Führt  man  in  Gl.  (17)    zm  «  rmam    ein,  so  lautet  sie: 


r»i»VM  hm  Tn?      2»m-l 


Alle  Termo  dieser  Gleichung  sind  rational.  Wir  sehen  ihre  Zähler 
und  Nenner  als  ganze  Functionen  der  Differentialquotienten  von  x 
an  und  beobachten  nur  diejenigen  AXßy  in  denen  A-f-^  seinen  grössten 
Wert  hat.  In  den  beiden  Nennern  r^^  und  6m  fi  ist  dies  Amm^  und 
zwar  findet  man : 

rm«  «  \  «(-•);r(«0^,„««-|-  .    .    .  -  ^mm&m*+  •    .    • 
^m+l  = -^mm^m"!"  •    •     • 

Gl.  (18)  ist  unerfüllbar,  wenn  nicht  diese  2  polynomischen  Nenner 
gemeinsame  polynomische  Factorcn  haben.  Da  nun  Amm  in  keinem 
andern  Term  vorkommt,  so  müssen  alle  Termo  beider  Grössen  ein- 
ander entsprechen  und  den  ausgeschriebenen  Türmen  proportionirt 
sein.    Folglich  haben  sie  selbst  das  gleiche  Yerhaltuiss,  d.  h.  es  ist 

I'm^  =•  bm  bm-^l 

und  nach  Gl.  (16) 
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yhm  Äm+2 


Pm 


ftm+t 


ezplicite  Id  DifFereutialqaotienten  der  x  dargestellt  pm  bedeutet  die 
mte  Erammang  der  Gorve«,  zunächst  für  m  »  1  und  2;  denn 

Pi  ■«  Üa^'a^    und    p^  —  Za^a^ 

sind  in  der  Tat  gleich  der  Krümmung  und  Torsion  einer  Baumcnrve. 
Diese  Ausdrücke  definiren  diej  Krümmung  als  cos.  des  Winkels 
zwischen  der  Hauptnormale  und  consecutiven  Tangente,  die  Torsion 
als  cos.  des  Winkels  zwischen  der  Binormale  und  consecutiven  Haupt- 
normale, beide  dividirt  durch  das  Curvenelement  ds.  Analog  kann 
man  nun  definiren: 

„Die  mte  Krümmug  ist  der  Grenzwert  des  cos.  des  Winkels 
„zwischen  der  (m-|-l)ten  Fundamentalaxe  und  der  consecutiven 
„mten  Fundamentalaxe,  dividirt  durch  das  Curvenelement'^ 

Nach  61.  (14)  ist  sie  ausgedrückt  durch 

H 

Pm  ^=    ^  «m+löf»' 

Ohne  Hülfe  der  recurrenten  Gl.  (13),  also  indcpeiulcnt ,  gibt 
schon  Gl.  (4)  den  Wert  jedes  am,  wenn  man  vh  nach  Gl.  (7)  (8)  und 
rm  nach  Gl.  (9)  ausdrückt,  nämlich 


m 


n 


2  vO)a:^M) 
k-l 


j  A  «    %  .     .     .  V — 1,   V+1,  .     .     .  Wj 

\  fi  =  1,  .    •    .  m — 1 


.      .   7WI 


doch  ist  jedenfalls  die  Relation  (13)  zwischen  den  a  für  die  Theorie 
wichtiger.  R.  Hoppe. 
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Litterarischer  Bericht 

XLin. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Beiträge  zur  Zahlentheorie,  insbesondere  zur  Kreis-  und  Kngel- 
teilnng  mit  einem  Nachtrage  zor  Theorie  der  Gleichnngen.  Von 
Dr.  Hermann  Scheffler.  Leipzig  1891.  Friedrich  Foerster. 
285  +  133  8. 

Die  von  Ganss  gegründete,  von  Richelot,  Serret  und  Kammer 
geförderte  and  erweiterte,  Yon  Bachmann  nach  erreichtem  Standpunkt 
zasammengestellte  Theorie  der  Kreisteilang  ist  nach  Erklftrang  des 
Yer&ssers  hiermit  nicht  abgeschlossen,  sondern  lässt  noch  manche 
Mängel  bestehen  und  wird  im  Gegenwärtigen  in  wol  verständlichem 
Vortrage  mit  Untersnchang  der  noch  offenen  Fragen  entwickelt 
Die  Reihenfolge  der  behandelten  Gegenstände  ist  folgende:  Die  con- 
stmirbare  Kreisteilang;  die  cyklisch  geordneten  Functionen;  die 
allgemeine  Kreisteilang;  die  Teilbarkeit  der  Zahlen  von  der  Form 
2*^-1-1;  znr  allgemeinen  Zahlentheorie,  nämlich:  die  poljplexen  Wur- 
zeln und  die  polyplexe  Zahl  überhaupt;  die  ideale  Zahl,  die  alge- 
braische Zahl,  die  Quaternionen,  d.  i.  die  vom  Verfasser  als  ganz 
verfehlt  dargetane  Speculation  Hamilton's;  endlich  die  Kagelteilung. 
Dann  folgt  im  Anhang:  das  Lösbarkeitsmerkmal  und  die  Herstellung 
lösbarer  Gleichungen.  H. 

Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Von  Dr.  M.  Paul  Mansion,  Professor  an  der  Universität  Gent, 
Mitglied  der  königl.  belgischen  Akademie.  Vom  Verfasser  durch- 
gesehene und  vermehrte   deutsche   Ausgabe.     Mit   Anhängen   von 

▲reh.  d.  Mfttli.  a.  Physik  2.  Beihe,  T.  XL  3 
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S.  von  Eowalevskj,  Imschenetsky  und  Darboux.    Heraas- 
gegeben  von  H.  Maser.    Berlin  1892.    Julias  Springer.    489  S. 

Die  hervorragende  Stelle  des  Originalwerkos,  welches  jetzt  nach 
langer  Unterbrechang  wieder  zugänglich  gemacht  wird,  in  der  mathe- 
matischen Litteratur  wird  vom  Herausgeber  in  den  Worten  ausge- 
sprochen: „das  Mansion'sche  ßuch  ist  bisher  das  einzige  geblieben, 
welches  in  so  eingehender  Weise  die  verschiedenen  Methoden,  welche 
zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  vorgeschlagen 
wurden,  historisch-kritisch  beleuchtet,  ihre  Beziehungen  zu  einander 
klarlegt,  ihre  Vorzüge  und  Mängel  gegenseitig  abwägt  und  jedem 
der  Begründer  das  Verdienst  lässt,  welches  ihm  zukommt  Es  ist 
das  einzige  Werk  dieser  Art  geblieben,  einfach  aus  dem  Grunde, 
weil  es  seine  Aufgabe  gleich  in  vollkommener  und  unübertrefflicher 
Weise  löste^S  Letztere  Aussage  kommt  jeder  Kritik  zuvor.  Wir 
wollen  nur  die  Hauptabschnitte  aufführen:  Entstehung  der  partiellen 
Differentialgleichungen.  I.  Buch:  Methode  von  Lagrange  und  Pfaff. 
Lineare  partielle  Differentialgleichungen;  Methode  von  Lagrange 
zur  Integration  der  part.  Diffgl.  mit  3  Veränderlichen  und  einiger 
Gleichungen  mit  einer  grösseren  Zahl  von  Veränderlichen;  Ausdehnung 
der  Lagrange'schen  Methode  auf  part.  Diffgl.  mit  beliebig  vielen 
Variabein;  die  Pfaff'sche  Methode.  II.  Buch:  Methode  von  Jacobi. 
Grundlagen;  Integration  einer  part.  Diffgl.  1.  Ordnung;  Integration 
der  simultanen  part.  Diffgl.  1.  Ordnung;  Methode  von  Clebsch  für 
die  Integration  der  linearen  part  Diffgl.,  zu  denen  die  Jacobi'sche 
Methode  führt;  Methode  von  Korkine  und  Boole;  Mayer's  Methode 
zur  Integration  der  linearen  part.  Diffgl.,  zu  welchen  die  Jacobi'sche 
Methode  führt  III.  Buch:  Methode  von  Caucby  und  Lie.  Allge- 
meine Auseinandersetzung,  Arbeiten  von  Cauchy;  Untersuchungen 
von  Serret;  Lie's  Methode  betrachtet  als  eine  Erweiterung  der 
Cauchy'schen ;  die  Lie'sche  Methode  als  Zusammenfassung  der  frü- 
heren Methoden.  Anhänge:  Zur  Theorie  der  part  Diffgl.  Von  Frau 
Sophie  vonKowalevsky.  Untersuchnug  der  Methoden  zur  Inte- 
gration der  part  Diffgl.  2.  Ordnuug  mit  1  abhängigen  und  2  unab- 
hängigen Veränderlichen.  Von  V.  G.  Imschenetsky.  Ueber  die 
part  Diffgl.  2.  Ordnung.    Von  G.  Darboux.  H. 


Cours  de  la  Faculte  des  sciences  de  Paris.  Trait6  d'analyse. 
Par  £mile  Picard,  Membre  de  Tlnstitut,  Professeur  ä  la  Faculte 
des  sciences.  Tome  I.  Integrales  simples  et  multiples.  L'6quatioii 
de  Laplace  et  ses  applications.  D^veloppements  en  s^ries.  Appli- 
cations g^om^triqucs  du  calcul  iufinitesimal.  Paris  1891.  Gautbicr- 
VUlars  et  fils.    457  S. 
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Der  umfassende  Titel  „Lehrbuch  der  Aoalysis'*  bezeichnet  das 
Gesamtwerk  nicht  und  ist  auch,  wie  aus  dem  Vorwort  zu  ersehen, 
nicht  zn  diesem  Zwecke  vom  Verfasser  gewählt.  Der  eigentliche 
Gegenstand  ist  vielmehr  die  Theorie  der  Differentialgleichungen,  und 
der  jetzt  erschienene  erste  Band  hat  die  vorbereitende  Bestimmung, 
gewisse  Lehren  von  den  bestimmten  Integralen,  welche  der  Ver- 
fasser zugunsten  seiner  Zuhörer  für  gut  fand,  zu  entwickeln.  Die 
4  Themata  sind  auf  dem  Specialtitel  genannt.  Das  erste  betrifft  die 
allgemeine  Lehre  von  den  Integralen  der  Functionen,  den  einfachen, 
auch  krummlinigen,  den  doppelten  und  mehrfachen;  das  zweite  die 
Laplace'sche  Gleichung,  Anziehung  und  Potential,  die  gleichförmig 
eonvergenten  Reihen,  das  Dirichlet'sche  Integral,  die  Fourier'sche 
Reihe;  das  dritte  Enveloppen',  Regelflächen,  Congruenzen  von  Ge- 
raden und  Gomplexe',  Berührung,  Krümmung,  Torsion,  Curven  auf 
Flächen,  abwickelbare  Flächen,  Abbildung.  H. 


Grundlagen  für  eine  Theorie  der  Functionen  einer  veränder- 
lichen reellen  Grösse.  Von  Ulisse  Dini,  ordentlichem  Professor 
an  der  Universität  Pisa.  Mit  Genehmigung  des  Verfassers  deutsch 
bearbeitet  von  Dr.  Jacob  Lüroth,  Professor  zu  Freiburg  i.  ß., 
und  Adolf  Schepp,  Premierlieutenant  a.  D.  zu  Wiesbaden. 
Leipzig  1892.    B.  G.  Teubner.    554  S. 

In  der  Bearbeitung  ist  der  Gesichtspunkt  unverkennbar,  ein 
italienisches  Werk,  dass  nach  dem  Urteil  der  Herausgeber  bisher 
einziges  und  durch  kein  andres  ersetztes  Hülfsmittel  des  Studiums 
der  Functionentheorie  gewesen  ist,  nicht  nur  nach  Deutschland  zu 
verpflanzen,  sondern  es  auch  für  Deutschland  und  die  neueste  Zeit 
durch  Berücksichtigung  der  methodischen  Fortschritte  auf  der  Höhe 
seiner  Stellung  zu  erhalten.  Dies  Verfahren  war  indes  vom  Ver- 
fasser selbst  an  die  Hand  gegeben;  denn  auch  die  Entstehung  des 
Originalwerks  zeigt  durch  successive  Aufnahme  neuerer  und  fremder 
Erzeugnisse,  dass  es  für  weitere  Vervollkommnung  bestimmt  war. 
Die  Lehrmethode  charakterisirt  sich  durch  Bevorzugung  der  for- 
mellen Begriffsbestimmung  vor  der  materiellen.  Dies  hat  auf  den 
Entwickelungsgang  des  Ganzen  keinen  merklichen  Einfluss  geübt. 
Es  werden  nach  einander  die  Begriffe  der  Irrationalzahl,  des  Grenz- 
werts und  der  unendlichen  Grössen ,  der  Functionen ,  ihrer  Stetig- 
keit, ihre  Derivation,  die  unendlichen  Reihen,  dann  die  Integration 
behandelt,  mithin  dem  Plane  nach  die  Theorie  aufgebaut.  Im 
Einzelnen  aber  macht  die  Begriffsbestimmung  die  grösste  erreichte 
Allgemeinheit  zum  Ausgangspunkte  und  begnügt  sich  mit  Aufstel- 
lung der  notwendigen  Bedingungen,  ohne  den  Anschluss  der  Lösungen 
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an  vorher  bekannte  Gebiete  ans  Licht  kommen  zn  lassen.  Der 
Deutlichkeit  förderlich  ist  diese  didaktische  Inconsequenz  gewiss 
nicht;  eher  möchte  das  letztere  Verfahren  dahin  wirken  scheinbare 
principielle  Schwierigkeiten  zn  schaffen,  wo  von  Natur  keine  vor- 
handen sind.  Hoppe. 

Cnrso  de  analyse  infinitesimal.  Por  F.  Oomes  Teixeira, 
Director  da  Academia  Poljtechnica  do  Porto,  professor  na  mesma 
Academia,  antigo  professor  na  Universidade  de  (^oimbra,  socio  cor- 
respondente  das  Academias  Beaes  das  Sciencias  de  Lisboa  e  Madrid 
e  das  Sociedades  Reaes  das  Sciencias  de  Li^ge,  Praga,  etc.  Calculo 
differencial  (premiado  pela  Academia  Real  des  Sciencias  de  Lisboa 
com  0  premio  instituido  por  El-Rei  D.  Luiz  I)  2.»  ediga'o.  1890. 
—  Calculo  integral  (segunda  parte)  1892.  Porto.  Typographia 
Occidental. 

Die  erste  Ausgabe  der  Differentialrechnung,  erschienen  1887, 
ist  im  23.  litt.  Bericht  S.  27,  der  erste  Teil  der  Integralrechnung, 
erschienen  1889,  im  33.  litt.  Bericht  S.  4  besprochen.  Der  jetzt 
erschienene  2.  Teil  der  Integralrechnung  behandelt  die  Integration 
der  Functionen  imaginärer  Yariabeln,  die  Euler'schen  Integrale,  die 
elliptischen  Functionen  mit  Anwendungen,  vielförmige  Functionen, 
die  Lagrange'sche  Reihe,  die  Variationsrechnung,  geometrische  An- 
wendung, Minimalflächen.  H. 


Elliptische  Functionen  und  algebraische  Zahlen.  Akademische 
Vorlesungen  von  H.  Weber,  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  Marburg.  Braunschweig  1891.  Vieweg  n.  Sohn.     504  S. 

Das  Buch  ist  in  3  Teile  geteilt,  überschrieben  analytischer, 
algebraischer,  zahlentheoretischer  Teil.  Im  ersten  findet  man  die  Lö- 
sung der  Probleme,  welche  aus  der  Einführung  der  elliptischen  Functio- 
nen natürlich  hervorgiengen,  wiewol  erst  vollendet  in  einem  Abschnitt 
des  zweiten.  Die  beiden  letzten  teilen  die  durch  die  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  veranlassten  weitergehenden  Untersuchungen 
mit,  und  zwar  der  zweite  solche,  die  schon  länger  bekannt  sind,  der 
dritte  solche,  die  lange  nur  Wenigen  bekannt,  erst  in  neuester  Zeit 
durch  Halphen,  aber  auch  hier  nur  unvollendet,  an  die  Oeffentlich- 
keit  gelangt  sind.  Die  Abschnitte  des  1.  Teils  sind:  die  elliptischen 
Integrale;  die  Thetafunctionen;  die  Transformationen  derselben;  die 
elliptischen  Functionen;  die  Modulfunctionen;  einige  Anwendungen; 
Die  Abschnitte  des  2.  Teils:  Uülfssätzc  aus  der  Algebra;  Multipli- 
cation  und  Teilung  der  elliptischen  Functionen ;  Theorie  der  Traus- 
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fonnationsgleichangen  and  die  Oleichang  5.  Grades.  Die  Abschnitte 
des  3.  Teils:  complexe  Moltiplication;  Berechnung  von  Glassen- 
in?arianten;  die  Mnlüplicatorgleichnng  in  der  complexen  Moltipli- 
cation nnd  die  ZerfUlang  der  Ciassengleichang  in  Factoren;  Galois'- 
sche  Gruppe  der  Classengleichnng,  die  Normen  der  Classeninvarianten 
/(o);  Teilung  der  elliptischen  Functionen  mit  singularen  Moduln. 
Anhang:  Yerzeichniss  von  Classeninvarianten.  H. 

Theorie  der  Quaternionen.  Von  Dr.  P.  Molenbroek.  Leiden 
1891.    E.  J.  Brill.    284  S. 

Zum  grössten  Teile  ist  der  Verfasser  Hamilton  gefolgt,  in  einigen 
Stocken  selbständig  bessernd  vorgegangen  Die  einzelnen  Abschnitte 
behandeln:  Summen  und  Differenzen  von  Yectoren;  Quotienten  von 
Yectoren,  Quaternionen;  Producte  von  Yectoren;  einige  geometrische 
Oerter;  Differentiale  von  Quaternionen;  Auflösung  von  Quaternionen- 
gleichnngen  1.  Grades;  Quatemionengleichungen  2.  und  höhern 
Grades.  Anhang:  Potenzen  mit  Quaternionenexponenten;  Logarith- 
mus und  trigonometrische  Functionen  eines  Quaternions.        H. 


Die  sieben  Rechnungsoperationen  mit  allgemeinen  Zahlen.  Auf 
Grundlage  der  Anschauung  und  unter  Anwendung  verallgemeinerter 
Definitionen  nach  einheitlichem  Plane  dargestellt  von  Dr.  Franz 
Bivie,  königl.  Gymnasial-Professor.  Mit  35  Holzschnitten.  Wien 
und  Leipzig  1891.    A.  Pichler's  Wittwe  u.  Sohn.    165  S. 

Da  keine  Aeusserung  des  Yerfassers  darüber  vorliegt,  so  kann 
man  in  Zweifel  sein,  ob  das  Buch  für  wissenschaftlichen  oder  fQr 
Schnlzweck  bestimmt  ist.  Jedenfalls  gibt  es  keinen  Anlass,  päda- 
gogische Gesichtspunkte  darin  zu  suchen.  Ist  es  aber  unabhängig 
vom  Schulgebrauche  bearbeitet,  so  kann  man  wol  einen,  wenn  auch 
nicht  sachlichen,  doch  formellen  theoretischen  Fortschritt  erwarten. 
In  dieser  Beziehung  behauptet  der  Yerfasser,  dass  seine  DarsteUungs- 
weise  viele  Yorzüge  habe,  und  nennt  als  Hauptvorzug,  dass  seine 
Definitionen  der  Operationen  ftlr  alle  Zahlarten  (weder  von  Zahl- 
arten noch  von  Erweiterung  des  Zahlbegriffs  kommt  etwas  vor)  einen 
verständlichen  Sinn  geben.  Dies  trifft  jedoch  nicht  zu ;  z  B.  die 
Definition  der  Multiplication  ist  nur  für  natürliche  Zahlen  verständ- 
lich. Ueberhaupt  möchte  es  wol  schwer  sein  Definitionen  oder  Sätze 
in  dem  Buche  zu  finden,  die  sich  anders  als  durch  ungewöhnliche 
Ausdrücke  und  Umschreibuogen  von  den  gewöhnlichen  unterschieden. 
Die  Auffassung  steht,  mit  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  verglichen, 
auf  niederer  Stufe.    Unklare  Bedeweisen  kommen  nicht  wenige  vor, 
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z.  B.  „Mit  einer  Grösse  sind  zwar  alle  ihre  Teile  insgesamt  gegeben 
etc/^  —  „eine  andere  Zahl,  welche  mit  der  erwähnten  gleichwertig 
ist."  —  Factoren  werden  Teile  des  Products  genannt.  —  Eigentüm- 
lich möchte  vielleicht  die  Erklärung  des  Zählens  sein  *,  was  aber  da- 
durch gewonnen  wird,  ist  nicht  wol  abzusehen.  Hoppe. 


Neue  Integrationsmethoden  auf  Grund  der  Potenzial-,  Logarith- 
mal-  und  Numeralrechnung.  Von  Dr.  Julius  Bergbohm.  Wien 
1892.    Selbstverlag  des  Verfassers.    58  S. 

Vor  nicht  langer  Zeit  trat  der  Verfasser  mit  einer  Schrift: 
,,Neue  Rechnungsmethoden  der  höheren  Mathematik"  —  auf,  worin 
er  zwecklose,  nichts  unbekanntes  darbietende  Rechnungen  anter 
Einführung  neuer  Namen  für  neue  Entdeckungen  ausgab.  Was  im 
40.  litterarischen  Bericht  S.  41  hierüber  gesagt  ist,  lässt  die  gegen- 
wärtige Schrift  ohne  Beachtung  und  fährt  auf  dem  Wege  voraus- 
geschickter Anpreisung  und  unerfüllter  Versprechungen  fort  Zum 
Belege  die  Aussage  S.  56:  „Fast  alle  Methoden,  welche  nötig  sind, 
um  selbst  die  verwickeltsten  Integrale  zu  ermitteln,  sind  sdion  in 
der  vorliegenden  Abhandlung  angedeutet."  In  der  Tat  wird  aber  in 
den  zur  Darlegung  der  angeblichen  Methode  ausgeführten  Rech- 
nungen kein  einziges  Integral  ermittelt,  vielmehr  stets  erst  durch 
eine  überflüssig  vermehrte  Reihe  von  Operationen  die  Differentiation 
einer  speciellen  Function  vollzogen,  dann  durch  den  umgekehrten 
Gang  das  bereits  bekannte  Integral  wiedererhalten. 

Hoppe. 

Synopsis  der  höheren  Mathematik.  Von  Johann  G.  Hagen, 
S.  J.,  Director  der  Sternwarte  des  Georgetown-College  Washington 
D.  G.  Erster  Band.  Arithmetische  und  algebraische  Analyse. 
Berlin  1891.    Felix  L.  Dames. 

Dass  bei  dem  grossen  Umfang  und  der  vielfachen  Verzweigung 
der  hohem  Mathematik  eine  Synopsis,  welche  die  Ergebnisse  der 
Forschung  übersichtlich  zusammenstellt,  den  erreichten  Standpunkt 
in  jeder  Richtung  erkennen  lässt  und  die  betreffenden  Arbeiten 
nachweist,  ein  Bedürfniss  Aller,  die  die  Wissenschaft  treiben,  ge- 
worden ist,  werden  dieselben  wol  zugestehen.  Zur  Erschaffung 
eines  solchen  Werkes  ist  indes  viel  Umsicht  und  Verständniss  er- 
forderlich. Auch  der  Verfasser  hat  gefunden,  dass  die  Aufnahme 
des  Stoffes  begrenzt  werden  muss,  und  dazu  den  Gesichtspunkt  ge- 
wählt, dass  die  vorhandenen  Lehrbücher  alle  diejenigen  Sätze  ent- 
halten möchten,   welche  abgeschlossenen  Theorien  zugehören.    Nur 
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deren  Lehritoff  ist  also  aufgenommen,  jedoch  stets  aaf  die  Original- 
arbeiten sinrackgefahrt.  Das  Ganze  ist  sachlich  geordnet,  die  Zweige 
der  Wissenschaft  sind  so  geschieden,  wie  sie  sich  der  Litteratnr 
zofolge  actaell  gestaltet  haben.  Ein  alphabetisches  Sachregister  er- 
leichtert die  Anffindnng.  Den  einzelnen  Sätzen  (natttrlich  ohne 
Beweis)  sind  historische  Angaben  nnd  andre  Bemerkungen  beigefügt. 
Obgleich  nun  das  Urteil  eines  Einzelnen  nicht  darüber  zn  entscheiden 
Termag,  ob  die  vorliegende  Synopsis  dem  Bedürfnisse  nach  allen 
Seiten  hin  genügt,  so  kann  man  doch  soviel  sagen,  dass  die  Be- 
handlnngsweise  eine  vortreffliche  Bef&hignng  zn  einem  solchen  Werke 
knnd  gibt  H. 


Erd-  und  Himmelskimde. 

Mitteilnngen  der  Vereinigung  von  Freunden  der  Astronomie  und 
kosmischen  Physik.  Redigiert  von  Prof.  Dr.  W.  Fo erster  zu 
Berlin.    I.  Jahi^ang.    Heft  1.    Berlin  1891.    Ferd.  Dümmler. 

Die  Vereinigung  ist  gegründet  am  19.  Mai  1891,  mit  dem  Zwecke 
das  Zusammenwirken  der  Forschung  zu  organisiren.  Der  Verkehr 
besteht  in  freien  Mitteilungen  von  Seiten  der  Mitglieder  an  die  lei- 
tenden Stellen  der  Vereinigung  und  von  diesen  aus  in  Publication 
von  Batschlägen  und  von  Ergebnissen  der  Bearbeitung  der  einge- 
sandten Beobahtungen  in  der  gegenwärtigen  Zeitschrift,  ihrem  ein- 
zigen Organ.  Die  neue  Vereinigung  soll  als  regionale  gleich  den  in 
England,  Frankreich,  Bussland  und  Nordamerika  bereits  bestehen- 
den nationalen  Vereinigungen  von  Astronomen  und  Freunden  der 
Astronomie  die  internationale  „Astronomische  Gesellschaft^^  als  nm- 
futendere  und  Übergeordnete  ansehen.  Sie  hat  6  Arbeitsgruppen 
gebildet  und  jede  fOr  sich  organisirt,  nämlich:  fOr  Sonnenbeobach- 
tnngen,  für  Beobachtungen  des  Mondes  und  der  Planetenoberflächen, 
der  Intensität  und  Färbung  des  Stemlichtes  und  des  Milchstrassen- 
znges,  fär  Zodiakallicht  und  Meteore,  für  Polarlicht,  Erdmagnetis- 
mus, Erdströme  und  Luftelektricität,  fOr  Wolken-,  Halo-,  und  Ge- 
witter-Beobachtungen. Das  erste  Heft  enthält  zuerst  Batschläge  fflr 
die  Beteiligung  an  der  Erforschung  der  sogenannten  leuchtenden 
Wolken,  dann  Ankündigung  in  Betreff  der  Meteorbeobachtungen 
nebst  Nachricht  Aber  zwei  solche,  dann  eine  Zusammenstellung  der 
vorhandenen  Sternkarten.  H. 
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Astronomische  Abende.  Allgemein  verständliche  Unterhaltangen 
über  Geschichte  und  Ergebnisse  der  Himmels-Erforschong.  Yon 
Dr.  Hermann  J.  Klein.  Dritte,  vielfach  umgearbeitete  und  ver- 
mehrte Auflage.    Leipzig  (1892).    Eduard  Heinrich  Mayer.  392  S. 

Der  Verfasser  beabsichtigt  in  diesem  Buche,  fern  von  systema- 
tischer. Darstellung,  in  einer  freien   und  unterhaltenden  Form  dem 
Leser  die  hauptsächlichen  Errungenschaften  der  heutigen  Sternkunde 
vorzuftthren.    Hierzu  hat  er  als  geeignetsten  Anknüpfungspunkt  die 
historische  Entwickelung.  insbesondere  die  Lebensgeschichten  der 
hervorragendsten  Astronomen  gewählt,  welche  die  Gelegenheit  bietet 
die  notwendigsten  Erklärungen  einzuflechten,  um  so  unmerklich  eine 
Grundlage  zu  gewinnen,   die  für  den  Leser  ohne  grosse  Vorkennt- 
nisse zum  Verständniss  der  spätem  Darstellung  ausreicht    Dass  in 
der  Tat  Interesse   für  Belehrung  über  die  Himmelserscheinangen 
reichlich  vorgefunden  wird,  wie  es  der  Verfasser  voraussetzt,  kann 
man  oft  bemerken  und   ist  durch  den  so  häufig  dargebotenen  An- 
blick des  Sternhimmels  leicht  erklärlich.    Auch  muss  man  bei  Durch- 
lesung des  Buches  dem  Verfasser  viel  Befähigung  und  Geschick  zur 
Durchführung  des  genannten  Planes  zuerkennen;  ganz  besonders  ist 
es  hochzuschätzen,   dass  er  es,  ohne  den  Lesern  viel  Fleiss  und 
Nachdenken  aufzubürden,   doch  vermieden  hat,  ein   eingebildetes 
Wissen  durch  Mitteilung  unverstandener  Gelehrsamkeit  zu  erzeugen. 
Gerade  darum  aber  dürfen  wir  über  eine  Ausnahme,  die  sich  den- 
noch an  einer  Stelle  findet,  nicht  stillschweigen.  Das  Auftreten  des 
Coppernicus  bezeichnet  eine  entschiedene  Wendung  der  wissenschaft- 
lichen Forschungsweise,  (von  der  freilich  Klein  kein  Wort  sagt). 
Indem  C.  mit  klarem  Bewusstsein  die  Basis  seiner  Lehre  eine  An- 
nahme nannte  und  in  seinem  ganzen  Werke   sowie  in  der  Wid- 
mungsschrift als   solche   charakterisirte,    errang  die  „Hypothese^^ 
vermöge  ihrer  ausserordentlichen  Erfolge  ihren  glänzenden  Sieg  über 
die  bornirte  Meinung  (die  sich  jederzeit  für  absolutes  Wissen,  Wahr- 
heit, Forderung  des  Geistes  u.  s.  w.  hält  und- ausgibt)  und  behauptete 
ihn  durch  durch  die  racshe  Entwickelung  der  neuem  Wissenschaft. 
,  Hätten  C.  und  seine  Nachfolger  ihre  Lehren  als  Wahrheiten  hinge- 
stellt,  so  hätte  sich  statt  einer  fortschreitenden  Wissenschaft  nur 
eine  Reihe  von  Meinungen  ergeben.     Die  Hypothese  des  C.  war 
es ,  die  von  Kepler  präcisirt ,  von  Newton  zur  Vollendung  gebracht 
ward.    Dies  Verhältniss   der  Hypothese  zur    angeblichen  Wahrheit 
verdreht  nun  Klein  gänzlich   auf  S.  24,   wo  er  von  Osiander's  Vor- 
rede zu  C.'s  Werke  spricht  und   sich  empört  darüber   zeigt,  dass 
dieser  die  neue  Lehre  als  Hypothese  bezeichne,  die  weder  wahr  noch 
wahrscbeinlich  zu  sein  brauche.    Der  Beisatz  versteht  sich  natürlich 
für  jeden  Forscher  von  selbst,  die  Bezeichnuug  als  Hypothese  steht 
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logar  mit  dem  von  Klein  citirten  eigenen  Aussprach  des  C.  in  voller 
Uebereinstimmnng.  Es  ist  daher  nicht  die  Aussage  von  Os.,  sondern 
die  von  Klein  unverständlich.  Sofern  nun  die  vorgesehenen  Leser 
keine  Forscher  sind,  durfte  freilich  Klein  jene  bedeutungsvolle  Wen- 
dung mit  Stillschweigen  übergehen.  Dann  aber  war  auch  kein  An- 
lass  .von  der  genannten  Vorrede  ein  Wort  zu  sagen.  Sprach  er 
einmal  davon,  so  war  es  ganz  den  sonst  treu  gehaltenen  Grundsätzen 
zuwider,  den  Sachverhalt  so  im  Dunkeln  zu  lassen  wie  es  hier  ge- 
schieht Doch  ist  nicht  bloss  die  fehlende  Erklärung,  sondern  eine 
wirkliche  Entstellung  des  Sachverhalts  zu  rflgen.  Was  die  Erhaben- 
heit von  C.'s  Geiste  offenbart,  und  worin  der  Kundige  eine  Anbah- 
nung des  spätem  Wiederauflebens  der  Wissenschaften  sieht,  das 
lässt  Klein  —  denn  anders  lässt  sich  seine  Aeusserung  nicht  wol 
deuten  —  in  Os.'s  Munde  als  Herabwflrdigung  von  C.*s  Lehre  er- 
scheinen. Hoppe. 


Astronomy  and  astro-physics.  Editors  WM.,  W.  Payne, 
Director  of  the  Goodsell  Observatory,  Northfield,  Minn ,  George  £. 
Haie,  Director  of  the  Kenwood  Astro-Physical  Observatory,  Chi- 
cago.   101.  102.  103.    1892. 

Das  dem  Ref.  in  3  Heften  Vorliegende  ist  eine  amerikanische 
Zeitschrift,  von  welcher  jährlich  10  Hefte  erscheinen.  Der  erste 
Teil  jedes  Heftes  enthält  Abhandlungen  allgemein  astronomischen 
Inhalts,  der  zweite,  astrophysikalische  Teil  hauptsächlich  Unter- 
suchungen der  Spectra  von  Fixsternen  und  der  Physik  der  Sonne, 
der  dritte  Teil  Nachrichten  und  Noten.  H. 


Les  m6thodes  nouvelles  de  la  möcanique  cäeste.  Par  H.  Poin- 
cari,  Membre  de  l'Institnt,  Professeur  ä  la  Facult^  des  sciences. 
Tome  I.  Solutions  piriodiques.  Non-existence  des  integrales  uni- 
formes. Solutions  asymptotiques.  Paris  1892.  Gauthier-Villars  et 
fils.    385  8. 

Nachdem  Gyldin  und  Lindstedt  die  säcularen  Tenne,  welche 
die  nach  alter  Methode  zur  approximativen  Lösung  des  Problems 
der  3  Körper  gebrauchten  Reihen  enthalten,  entfernt  und  neue 
Reihen  mit  lauter  periodischen  Termen  dafür  entwickelt  hatten, 
Reihen  indes  die  nur  eine  anfängliche  grössere  Annäherung  ergeben, 
aber  nieht  convergiren,  war  es  im  theoretischen  Interesse  für  den 
Verfasser  das  nächste  Ziel,  eine  obere  Grenze  des  Restes  zu  finden. 
Dies  Ziel  ist  durch  die  gekrönte  Preisarbeit,  wie  sie  im  13.  Bande 
der  Acta  Mathematica  veröffentlicht  ist,   erreicht    Das  vorliegende 
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Werk  gibt  nnn  fiie  ganze  Theorie  in  mehr  synthetischer  Darstellung. 
Die  Abschnitte  des  bis  jetzt  aHein  erschienenen  1.  Bandes  sind: 
Jacobi's  Methode;  Integration  dnrch  Reihen;  periodische  Lösungen; 
charakteristische  Exponenten;  Nichtexistenz  einförmiger  Integrale; 
approximative  Entwickelang  der  Störnngsfanction;  asymptotische 
Lösungen.  H. 


Lehrbuch  der  physikalischen  Geographie.  Von  Dr.  Siegmund 
Günther,  Professor  an  der  k.  technischen  Hochschule  in  Manchen. 
Mit  169  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten  und  3  Tafeln  in 
Farbendruck.    Stuttgart  1891.    Ferdinand  Enke.    508  S. 

Welche  Doctrinen  hier  der  Begriff  der  physikalischen  Geogra- 
phie als  umfassend  betrachtet  wird,  zeigt  die  Reihe  der  Themata 
des  Lehrbuchs:  Eosmophysikalische  Einleitung;  Gestalt  und  Grösse 
der  Erde;  Gravitation;  Erdtemperatur  und  Erdinneres;  Geognosie 
und  Stratigraphie;  Land  und  Entstehung  der  Gebirge;  Hebungen 
und  Senkungen;  yulcanische  Erscheinungen;  Erdbeben;  das  magne- 
tische und  elektrische  Verhalten  der  Erde;  die  Atmosphäre  und  die 
in  ihr  sich  vollziehenden  Bewegungen;  Klimatologie;  ozeanische 
Statik  und  Dynamik;  die  Gewässer  des  Festlandes;  Schnee  und 
Gletschereis;  die  zerstörenden  Kräfte  an  der  Erdoberfläche;  allge- 
meine und  specielle  Morphologie  der  Erdoberfläche.  Aus  diesen 
vielen  Gebieten  erwachsen  nun  eine  grosse  Anzahl  naturwissen- 
schaftlicher Fragen,  die  wir  nach  heutigem  Standpunkt  als  ungelöst 
betrachten  mQssen,  sofern  aus  ihrer  Untersuchung  kaum  irgend  eine 
definitive  Lehre  oder  Theorie  hervorgegangen  ist.  Dem  Lehrbuch 
bleibt  nur  die  Aufj^be  des  beschreibenden  Berichts,  nämlich  eines- 
teils der  Beschreibung  der  beobachteten  Erscheinung,  andemteils  des 
der  Beobachtung  sich  entziehenden  zur  Erklärung  der  Erscheinung 
hinzugedachten  Vorgangs,  darüber  hinaus  höchstens  Kritik  der  Ar- 
gumentationen. So  lässt  denn  auch  das  vorliegende  Lehrbuch  es 
dabei  bewenden,  die  verschiedenen  Erklärungsversuche  mit  Nennung 
ihrer  Autoren  neben  einander  zu  stellen.  Es  bleibt  sogar  uner- 
wähnt, wenn  denselben  wesentlich  verschiedene  Erscheinung  zugrunde 
liegt  So  sind  z.  B.  zur  Erklärung  der  Meeresströmungen  3  Hypo- 
thesen aufgeführt,  deren  erstere  beiden  fftr  locale  Ausgleichungs- 
ströme passen,  während  der  dritte  nur  für  Girculationen  denkbar 
ist,  ohne  dass  die  Frage  nach  der  Existenz  der  letztern  aufkommt 
Gerade  darum  aber,  weil  keine  Frage  zum  befriedigenden  Abschlnss 
gebracht  ist,  darf  man  annehmen ,  dass  der  Reiz  des  Studiums  um 
so  grösser  sein  wird;  denn  ein  Rätsel  übt  nach  Mitteilung  der  Lösung 
keine  Anziehung  mehr.  H. 
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Astronomischer  Kalender  ftr  1891.  1892.  Nach  dem  Master  des 
Karl  Yon  Littrow'schen  Kalenders  heransgegeben  von  der  k.  k.  Stern- 
warte. Nene  Folge.  Zehnter,  elfter  Jahrgang.  Wien.  Carl  Oerold's 
Sohn.    144  +  147  S. 

Die  Beilagen  beider  Jahrgänge  geben  die  Elemente  aller  Pla- 
neten, Satelliten  nnd  Asteroiden.  Jede  Yon  beiden  berichtet  femer 
aber  die  Entdeckungen  nener  Planeten  nnd  Kometen.  Ausserdem 
enthält  erstere  die  Phasen  des  Satnmringes  in  den  Jahren  1891 
und  1892,  letztere  das  Yerzeichniss  der  yorzflglichsten  in  nnsem 
Breiten  sichtbaren  Fixsterne.  Nähere  Auskunft  wird  in  beiden  Jahr- 
gängen erteilt  aber  die  nach  ein-  oder  mehrmaliger  Wiederkehr 
beobachteten  Kometen.  H. 
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Gesehichte  der  Mathematik  und  Ph/sik« 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  J.  1886.  Dargestellt  v.  der 
physikal.  Gesellschaft  za  Berlin.  42.  Jahrg.  1.  Abth.,  enth.:  Physik 
der  Materie.    Red.  v.  E.  Budde.    Berlin,  Georg  Reimer.    13  Mk. 

Ger  1  and,  £.,  Geschichte  der  Physik.  (Weber's  natarwissen- 
schaftl.  Bibliothek,  Nr.  4.)    Leipzig,  J.  J.  Weber.    Geb.  4  Mk. 

Jahrbuch  üb.  die  Fortschritte  der  Mathematik.  Hrsg.  v.  E. 
Lampe.  21.  Bd.  Jahrg.  1889.  (In  3  Uftn.)  1.  Hft.  Berlin,  Georg 
Reimer.    13  Mk. 

Methode  und  Prlnciplen. 

Baur,  0.  W.  y.,  üb.  die  dialektisch-didaktische  Begriffiser- 
weiterung  in  der  Mathematik,  nachgewiesen  an  der  Lehre  vom 
Negativen.    Nach  e.  Vortrag.    Tübingen,  Fnes,  Verl.    60  Pf. 

Jde,  J.,  was  ist  Elektricit&t?  Eine  auf  Grand  einiger  Erscheingn. 
der  Physik  n.  Chemie  versachte  Beantwortg.  der  Frage.  Berlin, 
Simion.    1  Mk. 

Korn,  A.,  e.  Theorie  der  Gravitation  n.  der  elektrischen  Er- 
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Litterarischer  Bericht 


XLIV- 


Methode  und  Principien. 

Die  Grundlage  der  Geometrie  ohne  specielle  Grandbegriffe  und 
Grundsätze  mit  Einschluss  einer  vollständigen  Darstellung  der  reinen 
Sphärik  einheitlich  dargestellt  von  Johann  Jakob  Iselin  (eidgcn. 
diplom.  Arzt  von  Glarus).    Bern  1891.    K.  J.  Wyss.    4».    264  S. 

Der  Gedanke,  aus  dem  die  vorliegende  Arbeit  entsprungen  ist, 
findet  sich  in  der  Einleitung  klar  dargelegt.  Die  Principien  der 
Geometrie  zeigen  einige  Begriffe  und  einige  Sätze,  welche  nach  bis- 
heriger Methode  nicht  begründet  werden  konnten,  daher  als  Grund- 
begriffe und  Grundsätze  angenommen  werden  mussten.  Der  Verfasser 
ist  nun  der  Ansicht,  diese  Mängel  beruhten  nur  auf  unrichtiger 
Entwickelungsfolgc.  Er  meint  eine  Anordnung  gefunden  zu  haben, 
bei  der  keine  Yoraussetzung  nötig  sei  und  das  System  der  Begriffe 
und  Sätze  sich  in  strenger  Folge  ergebe.  Die  Ausführung,  welche 
der  Hauptsache  nach  den  Inhalt  des  Buches  ausmacht,  wenn  der- 
selbe auch  vielfach  über  die  notwendigen  Principien  hinausgeht,  hat 
den  Erfolg  auf  folgende  Umstellung  gebaut:  statt  der  linearen  Ge- 
bilde ,Ebene  und  Geraden,  macht  die  Kugel  den  Anfang;  jene  werden 
aas  ihr  durch  Uebergang  zur  Grenze  und  durch  Schnitte  gewonnen 
(eine  Dednction  die  auch  von  andern  Autoren  versucht  ist).  Dass 
nun  das  eigentliche  Ziel,  die  Beseitigung  aller  Voraussetzungen,  in 
vorliegender  Bearbeitung  gänzlich  verfehlt  ist,  kann  dem  Leser  der- 
selben schwerlich  entgehen.    Dass  jede  Theorie,  also  auch  die  Geo- 
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metrie  Yoraassetzangen    haben   muss,  ist  selbstverständlich.    Das 
,,nene  System^'   stellt  sich   bei   gegenwärtiger  Abfassung  dem  alten 
gystem  gegenüber  gerade  dadurch  in   Nachteil,  dass  die  factischen 
Voraussetzungen,  die  teils  mehr,  teils  weniger  offenbar  darin  gemacht 
sind,  nie  ausgesprochen  werden.    Die  Congruenz  von  Raumgebilden 
als   notwendiger   Grundbegriff,   die  empirischen  Eigenschaften   des 
Raumes  als  notwendige  Grundsätze  hätten  zunächst  anerkannt  werden 
müssen,  da  sie  beständig  in  Anwendung  kommen.    Hierron  kann 
man  leicht  absehen.    Das  Ganze  charakterisirt  sich  schon  in  unver- 
hchlter  Weise   durch  seinen  Anfang  als  principiell  unlogisch    und 
entzieht  dadurch  alles  Folgende  der  Controle,   nämlich  durch  Ein- 
führung und  beständige  Verwendung  unmöglicher  Begriffe.  Unmittelbar 
und  ohne  Versuch  einer  Erklärung   wird  das   absolute   Unendliche 
(qo)  als  Grösse  behandelt  und  die  Linie  eine  Summe  von  Punkten, 
die  Fläche  eine  Summe  von  Linien  u.  s.  w.  genannt.     Als  Symbole 
sind  solche  Ausdrücke  offenbar  nicht  zulässig,  wo  die  logische  Bün- 
digkeit in  Frage  steht;  man  müsste  verlangen,  dass  der  Autor  auch 
im  Stande  wäre,  die  Symbole  durch  Worte  von  eigentlichem  Sinne 
zu  ersetzen,  das  aber  wäre,  um  es  bei  allen  Anwendungen  zu  voll- 
ziehen,  eine  Aufgabe,   die  dem  gesamten  vorausgesetzten  Problem 
ziemlich  gleich  käme;  ehe  es  geschehen  ist,  lässt  sich  nicht  ersehen, 
wieviele  Lücken   der  Deduction  dann  zutage  kommen  würden,   die 
unter  der  Decke  der  Symbole  verborgen  waren.    Nach  allem  ist  das 
Buch  weit  entfernt  das  Versprochene  zu  leisten.     Ueberhaupt  muss 
man  darauf  verzichten  auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege  ein  Lehr- 
system zu  schaffen,  das  als  Grundlage  des  Unterrichts  das  euklidische 
zu  ersetzen  vermöchte,  weil  hier  die  Gesichtspunkte  des   letztern, 
Beginn  in  den  einfachsten  Gebilden  und  synthetischer  Fortgang,  gar 
nicht  in  Betracht  gezogen   sind.     Lässt  man  diese  Bestimmung  des 
Buchs  fallen  und  betrachtet  es  als  wissenschaftliche  Untersuchung, 
und  zwar  ohne  Anspruch  ein  bestimmtes  Ziel  erreicht  zu  haben,  so 
bietet  es  manches  anregende   dar.    Zuerst  werden  die  bisherigen 
Grundbegriffe  in  der  Weise  des  Verfassers  discutirt.     Der  2.  Teil 
trägt  das  „neue  System^^  vor.    Er  beginnt  mit  dem  Eulcr'schen  Satze 
von  den  Polyedern  (unter  Voraussetzung  successiven  Angrenzens  der 
Flächen).    Dann   werden   die  Kugel,    die  Schnitte  der  Kugeln,  die 
sphärische  Geometrie,   die  Rotationsflächen  und  solche  2.  Grades 
boliandelt.    Dann  folgt  durch  Uebergang  zur  Grenze  die   Geometrie 
der  Ebene  und  der  Geraden.    Die  Lehrsätze  werden  als  Folge  vor- 
liergehender  Erörterung,  nie  mit  nachfolgendem  Beweise  aufgestellt 
,,Benamsnngen^^  werden,  unterschieden  von  Definitionen,  in  grosser 
Anzahl  gegeben,  die  meisten   dem    gewöhnlichen  Gebrauche  gemäss, 
^udre  auch  neu  erdacht,  wegen  Länge  der  Erklärung  nicht  leicht  zu 
verstehen.  Hoppe. 
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Deber  den  Ureprang  des  Zahlbegriffs  aus  dem  Tonsinn  und  über 
das  Wesen  der  Primzahlen.  Von  W.  Frey  er  in  Berlin.  Hamborg 
nnd  Leipzig  1891.    Leopold  Voss.    36  S. 

Der  Verfasser  stellt  die  Ansicht  anf ,  dass  der  Mensch  anf  den 
Zahlbegriff  zuerst  durch  die  Empfindung  der  Harmonie  der  in  ein- 
fachen Schwingungsverhältnissen  stehenden  Töne  geführt  werde.  Da 
Dan  das  System  der  Harmonie  nicht  die  vollständige  Zahlenreihe 
ergibt,  so  seien  eben  die  LQcken  derselben  das  erzeugende  Element 
der  Primzahlen,  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  mflsse  man  freilich 
2  nnd  3  (warum  nicht  auch  5  ?)  von  der  Reihe  der  Primzahlen  aus- 
schliessen.  Der  schlagendste  Einwand  gegen  die  Ansicht  ist  ohne 
Zweifel  der,  dass  kein  Kind,  ehe  es  zum  Verständniss  der  Akustik 
reif  ist,  von  einer  Beziehung  der  Octave  zur  Zahl  2,  etc.  etwas  weiss 
und  doch  schon  langst  vorher  zählen  kann.  Weder  gegen  diesen 
Einwand  indes,  noch  fiberhaupt  verteidigt  die  Schrift  jene  Ansicht, 
sondern  sucht  nur  soviel  als  möglich  Beziehungen  der  Musiktheorie 
zur  Arithmetik  aufzuweisen,  ohne  je  darauf  zurückzukommen,  welche 
das  psychische  prius  sei.  Gleich  als  ob  der  Ursprung  des  Zahl- 
begriffs ein  unergründotes  Geheimniss  wäre,  scheint  also  der  Ver- 
fasser die  Entdeckung  joner  Quelle  als  einer  nur  möglichen  schon 
für  eine  vorläufig  hinreichende  Leistung  zu  halten.  Erwähnt  mag 
noch  werden,  dass  der  Verfasser  das  hezadische  Zahlsystem  empfiehlt, 
damit  das  Bereich  der  Primzahlen  auf  die  Einerzifforn  1  und  5  be- 
schränkt wird.  Hoppe. 

Die  Gravitation  ist  eine  Folge  der  Bewegung  des  Aethers.  Von 
Karl  Schlichting,  Lttben  i.  Schi.  Lüben  1891.  L.  Goldschie- 
ner.    11  8. 

Der  Verfasser  nimmt  eine  gleichmässige  Bewegung  der  als  Kugeln 
gedachten  Aetheratome  in  gemeinsamer  Richtung  an.  Diese  gehen 
zum  Teil  wirkungslos  durch  die  Zwischenräume  der  Körpermolecüle, 
znm  andern  Teil  erteilen  sie  dem  Körper  durch  Stoss  eine  Bewegung. 
Treffen  dann  die  durchgeströmten  Atome  in  verminderter  Anzahl 
einen  zweiten  Körper,  so  ist  ihre  Wirkung  auf  ihm  schwächer,  und 
relative  Annäherung  beider  ist  die  Folge.  So  wird  dann  die  Er- 
scheinung der  Attraction,  d.  h.  für  eine  einzige  momentane  Lage 
der  Körper  erklärt  Manche  Rechnung  wird  geführt,  doch  steht  die 
physikalische  Deutung  mit  den  Resultaten  in  keiner  sichtlichen  Ver- 
bindung. Hoppe.  . 

Die  Gestaltung  des  Raumes.  Kritische  Untersuchungen  über  die 
Grundlagen   der  Geometrie.     Von   F.    Pietzker,  Oberlehrer  am 
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OyiDDasiam  za  Nordhansen.  Mit  10  Figaren  im  Teit.  Braanschweig 
1891.    Otto  Salle.    104  S. 

Der  Verfasser  verspricht  in  der  vorliegenden  Schrift  die  nicht- 
euklidische  Geometrie  in  der  von  ihren  Autoren,  Helmholtz,  Rie- 
mann  und  Beltrami  geschaffenen  Gestalt  und  die  Mehrdimensionen- 
geometrie durch  Nachweis  von  Widersprüchen  zu  widerlegen.  Da 
die  Behandlungsweise  von  vom  herein  den  Eindruck  einer  vortreff- 
lichen Beherrschung  des  Gegenstandes,  Yorurteilsfreiheit,  Umsicht 
UDd  Sogfalt  macht,  so  muss  die  genannte  Ankflndigung«  auch  wenn 
man  die  Ueberzeugung  hat,  dass  sie  aus  Irrtum  hervorgeht,  Auf- 
merksamkeit in  hohem  Grade  und  die  Begierde  erwecken  die  Wider- 
sprüche kennen  zu  lernen,  die  der  Verfasser  gefunden  haben  will. 
Allein  in  dieser  Erwartung  findet  sieh  der  Leser  gftnzlich  getftuscht: 
zum  Nachweis  des  Widerspruchs  kommt  es  gar  nicht;  die  bei  der 
VorbereituDg  bewiesene  Sorgfalt  wird  jedesmal  bei  Seite  gesetzt,  so- 
bald eine  exacte  Entscheidung  bevorsteht:  der  definitive  Schluss 
wird  in  allgemeinen  Worten  unbekümmert  um  deren  Deutung  und 
ohne  Eingehen  auf  den  sachlichen  Inhalt  gezogen ,  und  was  ihm  an 
Bündigkeit  fehlt,  durch  starke  Betonung  des  Hesultats  ersetzt  Bei 
Beurteilung  der  Schrift  müssen  wir  auf  den  wesentlichen  Unterschied 
der  zwei  in  Rede  stehenden  Theorien  ein  grösseres  Gewicht  legen, 
als  es  der  Verfasser  tut.  Die  nichteuklidische  Geometrie  operirt 
mit  unfertigen  Begriffen,  nämlich  solchen ,  die  wegen  des  Fehlens 
gewisser  Merkmale  eine  grössere  Allgemeinheit  besitzen;  ihre  Auf- 
gabe ist  keine  Fortbildung,  sondern  eine  rückgängige  Prüfung  der 
Basis  einer  durch  ihre  Erfolge  bereits  gesicherten  Wissenschaft;  sie 
ist  kein  Teil  oder  Zweig  der  letztern,  eine  weitere  Ausdehnung  un- 
abhängig von  jener  didaktischen  Bestimmung  möchte  sich  schwer- 
lich rechtfertigen  lassen.  Die  Mehrdimensionengeometrie  hingegen 
steht  ganz  auf  dem  Boden  der  euklidischen,  sie  bedarf  keiner  neuen 
Grundbegriffe,  und  alle  ihre  Gebilde  und  Lagenverhältnisse  sind  (un- 
endlich mehr  als  erforderlich)  durch  euklidische  eindeutig  bestimmt. 
Sie  ist  kein  notwendiger,  aber  ein  nützlicher  peripherischer  Zweig, 
gerechtfertigt  durch  eine  grosse  Anzahl  von  Sätzen,  welche  der  Geo- 
metrie von  1,  2  und  3  Dimensionen  durch  Unterordnung  unter  all- 
gemeinere Gesetze  eine  Beleuchtung  erteilen,  eine  Rechtfertigung 
die  hiernach  dadurch  bedingt  ist,  dass  sie  durchschauliche  Gesetze 
producirt«  Die  Idealität  beider  Speculationsbereiche  charakterisirt 
dieselben  überhaupt  nicht,  weil  die  meisten  Gegenstände  der  Mathe- 
matik ideell  sind.  In  Betreff  der  nichteuklidischen  Geometrie  müssen 
wir  uns  hier  auf  einige  Bemerkungen  beschränken.  Es  werden  zu- 
erst bedenkliche  Folgen  derselben  genannt,  dann  ihre  Unvereinbar- 
keit mit  dem  Princip  der  gleichmässigen  Gestaltung  des  Raumes  zu 
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beweisen  versacht,  dann  die  Beweiskraft  der  Raiimthcorien  von 
Hclmholtz,  Biemann  und  Beltrami  antersncht.  Auffällig  ist  zunächst, 
dass  der  Verfasser  nach  wiederholten  Aeusserungen  den  Begriff  der 
('Ongruenz  als  gegeben  durch  die  Gleichmässigkeit  dos  Raumes  be- 
trachtet, noch  mehr,  dass  er  durch  eine  citirte  Stelle,  wo  Helmholtz 
den  Sachverhalt  auseinandersetzt,  auf  seinen  Irrtum  nicht  aufmerk- 
sam wird,  also  jene  Stelle  gar  nicht  zu  verstehen  scheint.  So  hc- 
langlos  die  Sache  an  sich  sein  mag,  so  macht  sie  doeh  die  richtigo 
Auffassung  der  von  ihm  kritisirten  Theorien  etwas  zweifelhaft.  Sein 
Haupteinwand  gegen  dieselben  ist  nämlich,  dass  die  Geraden  sich 
nicht  umgekehrt  decken ;  zwar  seien  für  die  Deckung  umständliche 
Beweise  gegeben,  deren  Richtigkeit  er  nicht  bestreitet,  doch  seien 
dieselben  unzureichend.  Die  vermisste  Untersuchung,  welche  er  nun 
selbst  in  Angriff  nimmt,  bezieht  sich  nicht  auf  den  Verlauf  der  Ge- 
raden, sondern  nur  auf  ihre  Endpunkte:  er  sucht  ein  Coordinaten- 
sjstem,  welches  den  zweiten  Endpunkt  vom  ersten  aus  ebenso  be- 
stimmt wie  der  ersten  vom  zweiten  aus.  Weil  er  für  8  Dimensionen 
ein  solches  im  nichteuklidischen  Räume  nicht  findet,  so  schliesst  er, 
dass  der  nichteuklidische  Raum  unmöglich  sei.  Dabei  ist  folgendes 
zu  bemerken.  Nimmt  man  den  Gongruenzbegriff  als  gültig  an,  d.  h. 
betrachtet  man  ein  einziges  Gebilde  bei  seiner  Translocation  als 
unveränderlich,  so  ist  es  selbstverständlich,  dass  das  System  der  2 
Punkte,  als  starres  betrachtet,  sich  in  umgekehrter  Lage  decken 
muss*,  ohne  dass  daraus  ein  Schluss  auf  die  Gleichmässigkeit  des 
Raumes  gezogen  werden  kann.  Die  Deckung  der  geraden  Verbin- 
dung folgt  aus  dem  Satze,  dass  eine  Gerade  durch  2  Punkte  be- 
stimmt ist  Dies  und  dass  die  Gerade  in  dem  definirten  Räume 
liegt  wenn  2  ihrer  Punkte  darin  liegen,  ist  ohne  Zweifel  in  der 
Üoctrin  bewiesen.  Dass  dennoch  kein  Coordinatensystem  gleich- 
massig  t  umkehrbar  und  vertauschbar  gefunden  werden  kann,  wenn 
man  sich,  wie  es  hier  geschieht,  nuf  Kürzeste  als  Coordinatenlinien 
beschränkt,  ist  nicht  auffällig,  da  auf  keiner  nicht  abwickelbaren 
Fläche  zwei  Scharen  Kürzester  ein  regelmässiges  System  ergeben, 
und  doch  die  positiv  gekrümmte  Kugelfläche  einen  gieichmässigen 
Raum  darstellt  So  ist  denn  auch  hier  der  definitive  Schluss  durch 
nichts  motivirt;  dem  Räume  wird  schuld  gegeben,  was  Schuld  der 
Abmessungsweise  innerhalb  desselben  ist,  ein  Fehler  der  in  naher 
Vorbindung  damit  steht,  dass  der  Verfasser  mit  der  Gleichmässig- 
keit des  Raumes  den  Gongruenzbegriff  als  gegeben  betrachtet,  als 
ob  man  nicht  in  jenem  auch  nicht  congruente  Gebilde  construiren 
könnte.  Vorstehendes  soll  keine  Widerlegung  der  entwickten  Ansicht 
des  Verfassers  sein,  sondern  nur  zeigen,  warum  wir  seine  Behaup- 
tung, die  nichteuklische  Geometrie  führe  auf  Widersprüche ,  nicht 
als  einleuchtend  dargetan   anerkennen   können.    Anders  liegt^  nun 
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die  Sache  in  Betreff  der  Mehrdimensionengeometrie;  denn  diese  be- 
steht ganz  unabhängig  von  ihren  Bearbeitern,  lässt  sich  also  rein 
objectiv  beurteilen.  Der  Verfasser  wird  hier  auf  sie  durch  den 
Umstand  geführt,  dass  Riemann  und  Beltrami  die  nichteuklidische 
Geometrie  fflr  gleichbedeutend  mit  der  Geometrie  eitles  constant 
gekrümmten  Raumes  erklären,  eine  Auffassung,  weiche  offenbar 
ihre  Möglichkeit  als  bedingt  durch  die  Möglichkeit  einer  minde- 
stens vierfachen  Mannigfaltigkeit  darstellt.  Hieraus  erwächst 
dem  Verfasser  ein  zweiter  Weg  zur  Widerlegung  der  nichteuklidi- 
schen Geometrie,  indem  hierzu  schon  die  der  Mehrdimensionen- 
geometrie allein  genügen  würde.  Zur  Ausführung  stellt  er  im  letzten 
Abschnitte  eine  „Betrachtung"  an,  die  er  am  Schlüsse  eine  „un- 
mittelbar die  vollkommene  Unmöglichkeit  der  vierten  Raumdimension 
klarlegende^^  nennt,  der  aber  zu  einem  Beweise  geradezu  alles, 
namentlich  das  Vorkommen  der  zu  beweisenden  Unmöglichkeit,  fehlt. 
Es  werden  nach  einander  die  Gebilde  von  1,  2,  3,  4  Dimensionen 
betrachtet  und  an  ihnen  einzeln  ein  gewisser  Gegensatz  und  eine 
„doppelte  Auffassung"  hervorgehoben.  In  wiefern  nun  der  gemeinte 
Gegensatz  und  die  2  Auffassungen,  die  bzhw.  nur  bei  1  und  2  Di- 
mensionen ausgesprochen  sind,  auch  bei  3  und  4  Dimensionen  als 
dieselben  verstanden  werden  sollen,  um  einen  Sinn  zu  ergeben, 
wenn  weiterhin  schlechthin  von  der  doppelten  Auffassung  die  Rede 
ist,  lässt  sich  schwer  erraten;  jedenfalls  stimmt  es  nicht  mit  der 
Absicht  „klarzulegen",  dass  so  dehnbare  Begriffe,  gerade  wo  ein 
wichtiger  Schluss  gezogen  werden  soll,  ohne  vollkommen  entwickelte 
Angabe  ihres  Inhalts  gebraucht  werden.  Doch  ist  es  auch  gar  nicht 
nötig  aus  der  langen  Betrachtung  irgend  etwas  zu  bestreiten.  Wir 
wollen  zugeben,  dass  ein  gewisser  gemeinsamer  Gegensatz  und  eine 
gewisse  gemeinsame  doppelte  Auffassung  innerhalb  der  ersten  3  Di- 
mensionen bestehen,  in  der  4.  Dimension  hingegen  fehlen.  Dies 
sagt  offenbar  nichts  weiter,  als  dass  die  4.  Dimension  eine  Eigen- 
schaft nicht  hat,  welche  die  3  ersten  besitzen,  d.  h.  dass  sie  be- 
grifflich in  diesen  nicht  enthalten  ist.  Um  einen  Widerspruch  in 
ihrer  Idee  aufzuweisen,  hätten  2  Betrachtungen  zu  unvereinbaren  Re- 
sultaten führen  müssen,  und  von  solchen  ist  nirgends  die  Rede. 
Auch  die  Forderung  der  Anschaulichkeit,  welche  an  andrer  Stelle 
erhoben  wird,  ist  in  gleichem  Falle;  denn  deren  Bedingungen  sind 
aus  dem  euklidischen  Raum  entnommen.  Die  obige  Behauptung  der 
Unmöglichkeit  einer  4.  Dimension  ist  demnach  nicht  einmal  formell 
begründet.  Im  vorletzten  Abschnitt  der  Schrift,  wie  hier  noch  nach- 
zuholen ist,  bestreitet  der  Verfasser  das  Recht  die  von  Riemann  ans 
Licht  gestellten  speciellen  Eigenschaften  des  euklidischen  Raumes 
als  solche  zu  bezeichnen,  welche  aus  der  Erfahrung  stammten,  indem 
er  auf  die  Unmöglichkeit  hinweist  durch  Messung  der  Winkel  eines 
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sehr  grossen  Dreiecks  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  deren  Summe 
2  Rechte  beträgt  Dies  verbunden  mit  einer  spätem  Erklärung, 
dass  nämlich  Grössenvergleichung  erst  durch  das  Bewusstsein  der 
Fähigkeit  möglich  sei,  zeigt,  dass  der  Verfasser  die  Rolle  der  Er- 
fahrung noch  gleicherweise  verkennt  wie  die  speculative  Philosophie, 
die  mit  der  inductiven  Erkenntniss  nichts  anzufangen  weiss.  Dass 
seit  Bako's  Reform  der  Erkenntnisslehre  die  Naturwissenschaft  den 
entgegengesetzten  Forschnngsweg  verfolgt  von  dem  des  Descartes, 
welcher  nur  von  einem  sichern  Anfang  einen  sichern  Fortgang  der 
Erkenntniss  fflr  möglich  hielt,  dass  für  die  empirischen  Wissen- 
schaften vielmehr  der  Anfang  ganz  gleichgültig  ist,  und  die  Sicher- 
heit allein  in  den  Erfolgen  liegt,  scheint  auf  das  Urteil  des  Ver- 
fassers unwirksam  geblieben  zu  sein:  er  meint  noch  immer,  die  Er- 
fahrung, welche  die  Quelle  der  geometrischen  Grundbegriffe  genannt 
werde,  müsse  eine  präcise  Beobachtung  sein.  Die  roheste  Erfahrung 
eines  Kindes,  welches  Dinge  so  lange  für  gleich  hält,  bis  es  die 
Verschiedenheit  gewahr  wird,  nötigt  es  zur  Vergleichung  noch  lange 
che  es  von  seiner  Fähigkeit  etwas  weiss;  eine  ebenso  rohe  Erfahrung 
reicht  hin  den  Vorzug  der  geraden  Linie  vor  andern  Linien  zu  be- 
merken, ohne  dass  es  die  Bedingungen  der  Geradheit  kennt.  Als 
eine  zunächst  unwissenschaftliche  Idee  wird  die  Gerade  von  Euklid 
aufgenommen,  bildet  die  Grundlage  eines  wissenschaftlichen  Systems 
und  zeigt  sich  Jahrtausende  lang  als  eine  Errungenschaft;  erst  in 
neuster  Zeit  denkt  man  daran  nach  dem  exacten  Begriffe  zu  fragen. 
Ebenso  beruhen  die  von  Riemann  genannten  Eigenschaften  des  Raumes 
auf  Erfahrungen,  die  ohne  Wissenschaft  gemacht  werden,  und  deren 
Ursprung  er  nicht  näher  zu  bestimmen  braucht,  weil  nichts  davon 
abhängt  Den  dialektischen  Kunstgriff,  welchen  Kant  gebraucht  um 
die  Bakonische  Erkenntnisslehre  beiseite  zu  schieben  und  wieder  auf 
die  Cartesische  einzulenken,  ahmt  der  Verfasser  nach:  gleichwie 
Kant  setzt  er  der  Erfahrung  angeborene  Fähigkeiten  entgegen.  Die 
Nichtigkeit  des  Einwandes  ist  leicht  genug  zu  enthüllen.  Die  Fähig- 
keit etwas  zu  tun  unterscheidet  sich  vom  Tun  selbst  allein  durch 
die  Willensfreiheit,  (welche  bekanntlich  das  Kind  erst  mit  der  Zeit 
gewinnt,  so  dass  es  keinen  Sinn  hat,  wenn  man  die  Fähigkeit  an- 
geboren nennt).  Auf  dieses  Tun ,  d.  i.  auf  die  psychische  Genesis, 
geht  aber  Kant  grundsätzlich  nie  ein,  er  urteilt  wie  ein  Prophet 
Aber  ein  Gebiet,  das  er  nie  betreten  hat.  Wie  von  Kant  wird  auch 
vom  Verfasser  die  Bedeutung  der  Erfahrung,  welche  in  Wirklichkeit 
die  Erwerbung  von  Fähigkeiten  in  sich  schliesst,  willkürlich  auf  die- 
jenige eingeschränkt,  welche  bei  bewusster  Forschung  gemacht  wird, 
weil  Beide,  vom  Cartesischen  Vorurteil  beherrscht,  nicht  begreifen, 
wie  unwissenschaftlich  gefasste  Ideen  productiv  für  die  Wissenschaft 
sein  können.    Neben  der  Sinnlichkeit  als  Quelle  der  Ideen  eine  ur- 
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sprüDgliche  Qaclle  im  Geiste  setzen  wollen  heisst  nicht  die  Aufgabe 
des  Nachweises  der  Entstehung  der  Ideen  der  Lösung  näher  führen, 
sondern  die  begonnene  Untersuchung  aufs  neue  unter  die  bornirtc 
Meinung  stellen.  Hoppe. 


Aesthetische  Factoren  der  Raumanschauung.  Von  Theodor 
Lipps  in  Breslau.  Hamburg  und  Leipzig  1891.  Leopold  Toss. 
91  S. 

Das  Buch  handelt  von  den  Täuschungen  des  Gesichtssinnes 
Gleich  im  Anfang  wird  das  Vorhandensein  zweier  Ansichten  Consta- 
tirt:  Manche  suchen  den  Grund  der  Täuschungen  in  unvollkommenen 
Functionen  der  Organe,  Andere  in  Irrungen  des  Urteils.  Wer  beide 
Ansichten  neben  einander  bestehen  lässt^  müsste  wenigstens  jede  für 
einseitig  erklären,  weil  sie  den  Fall,  dass  beide  Gründe  zusammen 
wirken,  gar  nicht  in  Betracht  ziehen.  Indessen  zeigt  sich  bald,  dass 
crstere  Meinung  in  sich  unklar  ist,  daher  ganz  ausser  Betracht  fällt 
Der  Gesichtseindruck  ist  eine  psychische  Tatsache,  die,  weil  sie 
nichts  aussagt,  auch  nichts  irriges  aussagen  kann.  Erst  mit  dem 
Denken  beginnt  die  Gefahr  des  Irrens.  Demnach  verfährt  der  V^- 
fasser  ganz  correct,  welcher,  ohne  sich  auf  Bestreitung  der  erstem 
Ansicht  einzulassen,  sich  einfach  für  letztere  erklärt  Dagegen 
möchte  es  wol  nicht  gerechtfertigt  sein,  dass  er  mit  Wahrnehmung 
den  unmittelbaren,  also  subjectiven  Sinnesact  bezeichnet  Dem  aus- 
nahmlosen Wortgebrauche  gemäss  ist  das  Wahrgememeue  stets  ein 
Objectives.  Beide  Bedeutungen  klar  zu  unterscheiden  ist  in  hohem 
Masse  Grund.  Denn  die  Beziehung  der  Wahrnehmung  auf  das  Ob- 
jective  involvirt  immer  ein  Urteil,  und  dieses  kann  irren,  was  beim 
reinen  Sinneseindruck  sinnlos  ist  Indessen  ist  der  vulgäre  Begriff 
der  Wahrnehmung  wegen  Inconsequenz  überhaupt  keines  azacten 
Gebrauchs  fähig;  denn  sobald  das  objectivirende  Urteil  und  seine 
Begründung  zum  Bewnsstsein  kommt,  wie  z.  B.  bei  der  das  An- 
schauen des  Mondes  begleitenden  plastischen  Vorstellung,  nennt  man 
die  objective  Anschauung  nicht  mehr  Wahrnehmung,  ihr  Begriff  be- 
schränkt sich  auf  das  Bereich  des  Unbewussten.  Die  hieraus  ent- 
springende Unklarheit  erklärt  einerseits  die  irrige  Meinung  von  der 
Täuschung  durch  die  Sinne,  andrerseits  die  Veränderung  des  Be- 
griffs der  Wahrnehmung  von  Seiten  des  Verfassers,  welcher  den- 
selben vielleicht  dadurch  exact  zu  gestalten  hofft;  im  vorliegenden 
Falle  lässt  die  nominelle  Abweichung  nichts  missverständlich,  weil 
gerade  jene  Täuschungen,  welche  aus  der  vulgären  Auffassung  des 
Wahrnehmens  entspringen,  Hauptgegenstand  der  Betrachtung  sind. 
Der  Verfasser  stellt  nach  Vorgang  von  Helmholtz  zu  Anfang  zwei 
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Regdn  auf.  Die  erste  setzt  eine  gewisse  Uebnng  voraas  die  Ge- 
sichtseindrflcke  in  die  objective  Gestaltung  za  übersetzen.  Die  Täa- 
schang  besteht  darin,  dass  wir  die  gettbte  Methode  der  Uebcrsetzang 
aach  gewohnbeifsmässig  anf  Fälle  anwenden,  wo  der  Grand  daza 
fehlt  Die  zweite  Regel  spricht  das  Obenbemerkte  ans :  da  der  Act 
der  Objectivirang  ein  anbewnsster  ist,  da  das  in  der  Wahroehmong 
enthaltene  Urteil  mit  dem  Sinneseindrack  verschmilzt,  so  fehlt  aach 
dem  Geiste  die  Controle  der  objectiven  Richtigkeit  des  Urteils,  and 
es  sind  viele  Irrungen  möglich.  Die  genannten  Gründe  von  Tau- 
schangen  mögen  anbestritten  bleiben;  aber  ein  starker  Fehler  ist 
es  doch,  dass  die  bei  der  ersten  Regel  anerkannte  und  voraasgesette 
Fähigkeit  des  Geistes  von  da  an  durchweg  ignorirt  wird.  Es  ist 
klar,  dass,  wenn  und  soweit  die  Ueberdetzung  der  Sinneseindrttcko 
in  die  objective  Gestaltung  durch  Erfahrung  zur  Gewohnheit  wird, 
alle  Gründe  der  Täuschung  unwirksam  sein  müssen.  Als  Beleg  da- 
far,  dass  der  Verfasser  diese  Rectification  unbeachtet  lässt,  sei  an- 
geführt, dass  er  von  dem  auf  Seite  8  gezeichneten  Quadrat  be- 
hauptet, es  scheine  vertical  gestreckt,  während  es  doch,  trotz  aller 
Grande  der  Täuschung,  die  wol  statthaben  mögen,  beim  ersten  An- 
blick wie  ein  richtiges  Quadrat  aussieht.  Gegen  die  völlige  Unwirk- 
samkeit der  Täuschung  könnte  man  noch  einwenden,  sie  sei  za  ge- 
ring um  bemerkt  zu  werden.  Nehmen  wir  daher  einen  andern  Fall 
hinzu,  wo  Uebnng  und  NichtÜbung  zur  Ycrgleichung  dicht  bei  ein- 
ander stehen.  Blickt  man  innerhalb  eines  bedeckten  Säulengangs 
von  einen  Endo  zum  andern,  so  scheinen  längs  des  horizontalen 
Bodens  beide  Säulenreihen  vollkommen  parallel,  an  der  Decke  hin- 
gegen stark  convergirend«  Die  Erklärung  ist  einfach.  Unter  uns 
anf  dem  ebenen  Fussboden  haben  wir  auf  allen  Wegen  Anlass  und 
Gelegenheit  unsere  Anschauung  zu  rectificireu,  über  uns  ist  freio 
Lnfty  die  weder  Anlass  noch  Gelegenheit  bietet  uns  Uebnng  darin 
zu  erwerben.  Der  Fall  zeigt  deutlich,  dass  der  Einfluss  der  Uebnng 
sehr  gross  ist.  Dass  der  Verfasser  ihn  nirgends  in  Betracht  zieht, 
mag  wol  mit  seiner  Erklärung  in  Zusammenhang  stehen,  ihn  in- 
teressire  vorzugsweise  die  zweite  Regel;  mit  der  ersten  Regel  wird 
dann  .die  darin  erwähnte  Rectification  vergessen.  Die  Folge  ihrer 
Vernachlässigung  ist  natürlich,  dass  die  auf  Grund  der  vorgetrage- 
nen Lehren  angesagten  Erscheinungen  in  der  Wirklichkeit  bald  zu- 
treffen, bald  nicht,  dass  man  daher  vor  den  Lehren  wenig  Achtung, 
an  ihrer  Anwendung  wenig  Interesse  haben  kann.  Ein  grosser  Teil 
der  Schrift  behandelt  die  Anwendung  auf  die  Kunst,  namentlich  auf 
die  Architechtonik ,  bei  der  es  teils  auf  Längen-,  teils  auf  Winkel- 
schätzung ankommt,  der  übrige  Teil  die  Täuschungen  bei  der  Kreis- 
linie. Das  Urteil  des  Beschauens  wird  aus  dem  gemeinsamen  Princip 
interpretirt,  dass  derselbe  der  Linie  eine  Bewegung  und  dieser  eine 
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Kraft  oder  Tcudenz  unterlegt.  Da  die  möglichen  Tendenzen  hänfig 
entgegengesetzte  sind,  daher  die  zar  Erklärung  angezogeneu  mehr 
und  mehr  als  willkürliche  erscheinen,  so  ist  die  Schlussbemerkung 
des  Verfassers  an  ihrer  Stelle,  dass  er  nicht  beabsichtigt  habe  er- 
schöpfende Regeln  fQr  alle  Fälle  zu  geben,  sondern  nur  dahin  zu 
wirken,  dass  Jeder  sich  die  Gründe  seiner  Täuschungen  bewusst 
werden  könne.  Offenbar  ist  dies  an  sich  eine  hinreichende  Leistung. 
Sogar  über  die  genannte  Bestimmung  hinaus  würde  auch  die  Kunst, 
nämlich  für  momentanen  Effect  in  Aufführungen,  Gebrauch  davon 
machen  können.  Aber  die  Baukunst  in  Betreff  ihrer  Jahrhunderte 
unverändert  dauernden  Werke  ist  dadurch  schlecht  gerechtfertigt) 
wenn  sie  nach  einseitiger  Theorie  vorgesehene  Sehfehler  durch  an- 
gepasste  eigene  Fehler  ausgleichen  will.  Es  ziemt  ihr  nicht ,  vor- 
kommenden Urteilsschwächen  der  Einen  zu  dienen  und  Andre  zu 
gleichen  Täuschungen  zu  zwingen,  sondern  für  alle  Zeiten  geltende 
Muster  zur  Ausbildung  des  Urteils  aufzustellen.  Dieser  Gesichts- 
punkt fehlt  in  dem  Abschnitt  „Anwendungen  auf  die  Knnst'^  ganz 
entsprechend  der  Yerschweigung  der  Rectification  der  Anschauung. 

Hoppe. 


Die  Einheit  der  Naturkräfte.  Ein  Beitrag  zur  Naturphilosophie. 
Von  P.  Angel 0  Secchi,  weiland  Director  der  Sternwarte  des 
CoUeginm  Romanum.  Autorisirte  Uebersetzung  von  Professor  Dr. 
L.  Rud.  Schnitze.  Zweite,  revidirte  Auflage.  Mit  61  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.  Braunschweig  1891.  Otto  Salle.  333  -{~ 
379  S. 

Das  Buch  handelt  von   den   physikalischen  Doctrinen  der  an- 
organischeü  Körper  aus  dem  Gesichtspunkte,  dass  dieselben  dahin 
ausgehen  alle  Kräfte  auf  Bewegung  zurückzuführen,   und  zwar  die 
4  Bücher  einzeln  von  der  Theorie  der  Wärme,   des  Lichtes,    der 
Elektricität  und  fernerer  Untersuchungsgebiete.    Voraus  geht  eine 
allgemeine  Einleitung.    Die  Bedeutung  dessen,  was  xlas  Buch   dar- 
bietet, kann  man  von  mehr  als  einer  Seite  auffiassen.    {Einerseits  ist 
es  ein  eingehender  Bericht  über  den  heutigen  Standpunkt  der  Lehren 
der   soviel  als  nötig  auch   deren  successiven  Fortschritt   darlegt, 
andrerseits  eine  populäre  Einführung  unkundiger  Leser  in  das  wis- 
senschaftliche Gebiet  und  in  das  Wesen  und  Ziel  der  Forschung. 
Eine  dritte  Seite  der  Betrachtung  ist  die  philosophische;  eine  vierte 
würde  die   Frage  ergeben,  welche  Gedanken  dem  Verfasser  eigen- 
tümlich sind,  doch  findet  sich  wenig  Anhalt  dafür,  weil  das  Eigene 
nirgends  vor  dem  Entlehnten  hervorgehoben  wird.    Den  ersten  Ge- 
sichtspunkt und  damit  zugleich  den  gesamten  doctrinären  Stoff  des 
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Bachs  kdunen  wir  ttbergehen-,  der  Name  dos  Verfassers  bttrgt  fttr 
die  materielle  Richtigkeit  Seine  Philosophie»  wie  wir  im  voraus 
bemerken,  weil  es  auch  den  zweiten  Gesichtspunkt,  die  Belehrung 
der  Laien,  berOhrt»  steht  durchaus  auf  dem  Boden  der  empirischen 
Wissenschaften,  aus  denen  die  Logik,  d.  h.  Begriffe  und  Schlüsse 
gewonnen  sind.  Der  Metaphysik  gegenüber  hat  der  Verfasser  die 
jetzt  übliche  Maxime  adoptirt,  sie  von  Zeit  zu  Zeit  anzuführen  und 
ia  respectvoller  Entfernung  an  ihr  vorbeizugehen.  In  einem  Punkte 
jedoch  bleibt  er  sich  nicht  treu.  Von  den  Kräften  geht  das  Ganze 
aus,  und  gerade  der  Begriff  der  Kraft  bleibt  in  ein  mystisches  Dunkel 
gehüllt.  Bei  allen  andern  Begriffen  wird  die  Bedeutung  in  der 
Wissenschaft  klar  geschieden  von  der  nichts  beitragenden  Vorstel- 
langsweise.  Ebenso  hätten  auch  die  Kräfte,  nach  Abstreifnng  der 
bildlichen  Vorstellung,  die  wir  damit  verbinden,  rein  aus  der  Rolle, 
wie  sie  in  der  Wissenschaft  spielen,  erklärt  werden  sollen.  Diese 
ist  überall  dieselbe:  ihr  gemäss  sind  sie  diejenigen  constituirenden 
Elemente  der  Vorgänge,  welche  erkennbaren  Gesetzen  unterworfen 
sind.  Statt  dessen  ist  in  der  Einleitung  nur  von  der  Entstehung 
der  Idee  der  Kraft  etwas  gesagt;  das  1.  und  2.  Buch,  welche  mehr 
als  die  folgenden  der  Aufklärung  der  Unkundigen  gewidmet  sind, 
wenden  das  Wort  oft  an  ohne  je  über  den  Sinn  Auskunft  zu  geben; 
im  3.  Buch  wird  bei  Kritik  einer  Ansicht  über  die  Elektricität  als 
eine  Kraft  etc.  geäussert,  damit  wäre  nichts  gesagt,  mithin  zuge- 
standen, dass  diesem  Begriffe  die  Klarheit  noch  fehlt  Aus  dem 
Vorstehenden  lässt  sich  das  Motiv  nicht  erraten,  warum  die  Er- 
klärung überall  gemieden  wird.  Erst  das  4.  Buch  scheint  ein  solches 
zu  verraten.  Zunächst  ist  es  auffällig,  dass  unter  den  Zweigen  der 
Physik,  für  welche  der  Verfasser  sein  Problem  bereits  gelöst  vor- 
fand, nicht  die  Mechanik  vorangestellt  wird.  Im  4.  Buche  sieht  man 
dann,  dass  er  sie  wirklich  nicht  dazu  rechnet,  sondern  auf  ihrer 
Seite  grössere  Schwierigkeiten  statuirt.  In  der  Tat  nimmt  er  keine 
Notiz  davon,  dass  man  die  Theorie  der  Wärme,  des  Lichtes  u.  s.  w. 
so  wie  er  sie  gibt,  die  auf  Mechanik  zurückgeführte  nennt.  Dass 
er  nicht  gewnsst  haben  sollte,  dass  sein  Problem  für  Mechanik  und 
zwar  für  sie  zu  allererst  von  jedermann  als  gelöst  betrachtet  wird, 
woraus  hervorgeht,  dass  die  Rcduction  auf  Mechanik  mit  der  Re- 
duction  auf  Bewegung  gleichbedeutend  ist,  lässt  sich  schwer  glau- 
ben. Allein  das  4.  Bneh  bringt  auch  positive  Aussagen,  die  das 
Unglaubliche  bestätigen.  Z.  B.  wird  es  (S.  270)  eine  doppelte  Auf- 
gabe genannt,  den  vorangehenden  Zustand  zu  erklären  und  uns  von 
der  eingetretenen  Aenderung  Rechenschaft  zu  geben  —  als  ob  nicht 
ersterer  durch  eben  jenes  Gesetz  der  Aenderung  erklärt  würde  wie 
der  nachfolgende  Znstand.  Hierzu  kommt  noch,  dass  der  Verfasser 
die  einfachste  Kraft,  die  Massenanziehung  durch  ihre  gesamte  Be- 
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deutnng  in  der  Wissenschaft  für  nicht  erklärt  aasgibt.  Tm  Gapitcl 
„allgemeine  Massenanziehnng*^  entfaltet  er  in  vortrefflicher  Klarheit 
die  ganze  Genesis  des  Begriffs  bis  zn  Newton's  Theorie,  fügt  anch 
hinzu,  dass  derselbe  für  allen  wissenschaftlichen  Gebranch  zur  Vollen- 
dung gelangt  sei,  beharrt  aber,  trotz  seines  Entschlusses  sich  nicht 
auf  Metaphysik  einlassen  zu  wollen,  dennoch  auf  seiner  Meinung, 
eben  wegen  Jener  Vollendung  sei  die  Hauptfrage,  nämlich  nach  Wesen 
und  Ursache  der  Massenanziehung  übergangen  worden  (auf  seinen 
Versuch  sie  auf  Bewegung  zu  rednciren  gehen  wir  nicht  ein,  weil 
er  schwer  zu  verstehen  und  im  Grunde  gegenstandslos  ist).  Das 
Letztgenannte  führt  mehr  als  alles  andre  zu  der  Auslegung,  dass 
der  Verfasser  nicht  gewagt  hat  der  grossen  Schar  von  Schriftsteller n,. 
die  sich  in  neuster  Zeit  dadurch  einen  Ruf  erworben  haben,  dass 
sie  die  Schwerkraft  nicht  begreifen  können,  entgegenzutreten  und 
nur  darum  über  dem  Begriffe  der  Kraft  ein  solches  Dunkel  erhält 
wie  über  keinem  andern.  Behauptung  liegt  fern,  nur  vermögen  wir 
keine  andre  Auslegung  zn  finden.  Hoppe. 


Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

XXXVII. 


G«Mlüehte  der  Mattenuitlk  n^  Physik. 

Jahrbuch  fib.  die  Fortschritte  der  Mathematik.  Hrsg.  v.  £. 
Lampe.    91.  Bd.  Jahrg.  1889.  2.  Hft    Beriin,  Georg  Reimer.  8  Mk. 

WeisseBborn,  H.,  zur  Geschichte  der  Einführung  der  jetzigen 

Ziffern  in  Europa  durch  Gerbert.    Eine  Studie.  Berlin,  Mayer  &  M. 

3  Mk. 

Hethede  md  Prinetpleii* 

Bergbohm,  J.,  neue  Rechnungsmethoden  der  höheren  Mathe- 
matik.   Wien,  SelbstTerlag.    60  Pf. 

—  neue  Integrationsmethoden  auf  Grund  der  Potenzial-,  Loga- 
ritbmal-  u.  Nnmeralrechnung.    Leipzig,  Teubuer.    1  Mk. 

Galilei,  G.,  Dialog  aber  die  beiden  hauptsflchlichsten  Welt- 
systeme, das  ptolemäische  u.  koperuikanischo.  Aus  dem  Ital.  ttbers. 
u.  crl&ntert  y.  E.  Strauss.    Leipzig,  Tenbner.    16  Mk. 

Hertz,  H.,  Untersuchungen  flb.  die  Ausbreitung  der  elektri- 
schen Kraft    Leipzig,  Barth.    6  Mk. 

Möller,  M.,  das  räumliche  Wirken  u.  Wesen  der  Elektrizität 
u.  d.  Magnetismus.    Hannover-Linden,  Manz  <&  L.    3  Mk.  50  Pf. 

Schwartze,  Tb.,  Elektrizität  u.  Schwerkraft  im  Lichte  ciu- 
lieitiicher  Naturanschauung.  Berlin,  Polytechn.  Bnchh.    1  Mk.  80  Pf. 

Wolff,  J.,  ttb.  Lotze's  Metaphysik.  Fulda,  Fuldaer- Acticn- 
Druckerei.    1  Mk.  75  Pf. 

Lehrbficher. 

Boy  mann,  J.  R.,  Lehrbuch  der  Mathematik  f.  Gymnasien, 
Realschulen,  u.  andere  höhere  Lehranstalten.  2.  u.  3.  Tl .  8.  AÜ ; 
besorgt  Y.  Yering.  Düsseldorf,  Schwann.  5  Mk.  25  Pf. ;  geb.  5  Mk. 
85  Pf. 


Eambly,  L.,  die  Elementar- Mathematik,  f.  den  Schuluoterricht 
bearb.  1.  Tl.  Arithmetik  n.  Algebra.  Asg.  f,  Gymnasien.  Neu 
bearb.  v.  H.  Langguth.    34.  Afl.    Breslau,  Hirt.    Geb.  1  Mk.  65  Pf. 

—  dasselbe.  Planimetrie.  93.-95.  Afl.  Ebd.  Geb.  1  Mk. 
65  Pf. 

—  dasselbe.  3.  Tl.  Ebene  a.  sphärische  Trigonometrie.  Nebst 
Uebnngsaafgaben.    21.  Afl     Ebd.    Geb.  1  Mk.  50  Pf. 

Lieber,  H.,  n.  F.  v.  Lühmann,  Leitfaden  der  Elementar- 
Mathematik.  1.  Tl.:  Planimetrie.  8.  Afl.  1  Mk.  80  Pf.  3.  Tl.: 
Ebene  Trigonometrie,  Stereometrie,  sphärische  Trigonometrie,  pro- 
pädeutischer Unterricht  in  der  Körperlehr©.  6.  Afl.  1  Mk  50  Pf. 
Berlin,  Simion. 

Sammlmigeiu 

Aufgabensammlung  f.  den  Unterricht;  in  der  Buchstabenrechnaag 
u.  Algebra.  Hrsg.  v.  der  Gesellschaft  der  Freunde  d.  vateriänd. 
Schul-  u.  Erziehungswesens  in  Hamburg.  4.  Afl.  Hamburg,  Boysen. 
80  Pf. 

Augsbnrger,  J.,  Rechenbuch  f.  Vorschulen.  (In  3  Hftn.) 
3.  Hft    3.  Afl.    Beriin,  G.  Reimer.    50  Pf. 

Borth,  E.  F  ,  die  geometrischen  Konstruktionsaufgaben,  f.  den 
Schulgebrauch  methodisch  geordnet  u.  m.  e.  Anleitg.  zum  Auflösen 
derselben  versehen.  7.  Afl.  Leipzig,  Reisland.  1  Mk.  60  Pf.;  geb. 
1  Mk.  80  Pf. 

Bot  he,  A.,  Rechenaufgaben  f.  höhere  Schulen.  Auflösungen 
zum  1.-3.  Hft.    (2.  Afl.)    Annaberg,  Graser^s  YerL    2  Mk.  50  Pf. 

Gaydeczka,  J.»  Uebungsbuch  zur  Arithmetik  u.  Algebra  in  den 
oberen  Classen  der  Mittelschulen.  Leipzig,  Frey  tag.  Geb.  1  Mk. 
80  Pf. 

Hartmann,  B.,  u.  J.  Ruhsam,  Rechenbuch  f.  Stadt- u.  Land- 
schulen. Ausg.  f.  das  Königreich  Preussen.  Lehrerheft.  2.  Hft. 
FQr  das  3.  u.  4.  Schuljahr  vcrfasst.  Frankfurt,  Kesselring'sche  Hof- 
buchh.,  Veri.    1  Mk.  75  Pf. 

Kleyer,  A.,  vollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst,  der  niederen  u.  höheren  Mathematik,  der 
Physik  etc.    1098.— 1127.  Hft.    Stuttgart,  Jul.  Maier.    ä  25  Pf. 

Locbnitz,  G.  Th.,  Rechenbuch  f.  Gymnasien,  Realgymnasien, 
Oberreal-  u.  Realschulen.  1.  Tl.  17.  Afl.  m.  e.  Nachtrage,  enth. 
Aufgaben  zu  den  Arbeiterversichergn.  Hildesheim,  Gerstenberg'sche 
Buchh.    1  Mk. ;  geb.  1  Mk.  25  Pf. 

Löwe,  M.,  u.  F.  Unger,  Aufgaben  f.  das  Zahlenrechnen  f. 
höhere  Schulen.  Hft.  A.  f.  Sexta.  4.  Afl.  Leipzig,  Klinkhardt. 
60  Pf. 


M Alter,  Q.,  üebaDgsstoff  f.  das  geometrische  Zeichnen.  Im 
Auftrage  der  könlgl.  wttrttemb.  Centralstelle  f.  Gewerbe  a.  Handel 
bearb     10.  Afl.    Stattgart,  Metzler's  Sort.    Oeb.  1  Mk.  50  Pf. 


Tabellen. 

Domke,  F.,  nantische,  astronomische  a.  logarithmische  Tafeln, 
nebst  Erklftrnng  n.  Gebraachs-Auweisg  f.  die  königl.  prenss.  NaYi- 
gations-Schnlen.  Hrsg.  im  Auftrage  d.  königl.  prenss.  Ministeriums 
f.  Handel  n.  Gewerbe.  Beriin,  y.  Deckcr's  Verl.  4  Mk.  50  Pf.; 
geb.  5  Mk.  25  Pf. 

Gauss,  F.  G.,  fflnfstellige  vollständige  logarithmische  u.  trigono- 
metrische Tafeln.  36.  Afl.    Halle,  Strien,  Yeri.    Geb.  2  Mk.  50  Pf. 

Mnller,  E.  R.,  vierstellige  logarithmische  Tafeln  der  natflr- 
lichen  n.  trigonometrischen  Zahlen  nebst  den  erforderl.  Hilfstabelien, 
f.  den  Schulgebrauch  u.  die  allgemeine  Praxis  bearb.  Stuttgart, 
Jol.  Maier.    60  Pf. 

Zimmermann,  H.,  Rechentafel,  nebst  Sammlung  häufig  ge- 
brauchter Zahlenwerthe.  Asg.  1891.  3.-5.  Tausend.  Berlin,  Ernst 
&  S.    Geb.  5  Mk. 


Arithmetik»  Algebra  nnd  reine  Analysls. 

Heilermann,  H.,  u.  J.  Diekmann,  Lehr-  u.  Uebungsbuch 
f.  den  Unterricht  in  der  Algebra  au  Gymnasien,  Real-  n.  Gewerbe- 
Bcbnlen.  1.  Tl.  Die  4  Grundrechngn.  Die  linearen  Gleichgn.  5.  Afl. 
Essen,  Bädekcr,  Yeri.    Geb.  1  Mk.  50  Pf. 

Heiiermann,  H.,  Lehrbuch  f.  den  Unterricht  in  der  Algebra 
an  gewerblichen  Fortbildungsschulen.  3.  Afl.  Essen,  Geck.  Geb. 
IHk. 

Hocevar,  F.,  Lehr-  u.  Uebungsbuch  der  Arithmetik  f.  die 
unteren  Classen  der  Gymnasien  n.  verwandten  L^ranstalten.  Leip- 
zig, Freytag.    Geb.  1  Mk.  80  Pf. 

Hör  st  man  n,  A.,  tlb.  die  Theorie  der  Lösungen.  Heidelberg, 
C.  Winter's  Univ.-Buchh.    80  Pf. 

Gm  ein  er,  J.  A.,  die  Ergänzungssätze  zum  bicubischen  Recipro- 
citatsgesetse.    Leipzig,  Freytag.    70  Pf. 

Gntzmer,  A.,  Bemerkungen  üb.  die  Iteration  linearer  homo- 
gener Differentialgleichungen.  (Auszug  aus  e.  an  Hrn.  M.  Lerch  ge- 
richteten Briefe.)    Prag,  RivnÄc,  Veri.    12  Pf. 

Rogel,   F.;   arithmetische    Relationen.     Ebd.    60  Pf. 


Schapira,  H.,  Theorie  allgemeiner  Cofnnctionen  il  einige 
ihrer  Anwendungen.  1.  Bd.  2.  Thl.  1.  Hft.  Leipzig,  Tenbner. 
6  Mk. 

Stndnieka,  F.  J.,  Beitrag  zor  Theorie  der  gemischten  Reihen. 
Prag,  Rivni?,  Veri.    20  Pf. 

Weierstr&ss,  E.,  Formeln  n.  Lehrsätze  zam  Gebrauche  der 
elliptischen  Functionen.  Nach  Vorlesgn.  n.  Anfzeichngn.  bearb.  v. 
H.  A.  Schwarz.    2.  Asg.    Berlin,  Springer.    10  Mk. 

Weltzien,  C,  üb.  die  Bedingungen,  unter  denen  e.  ganze  ra- 
tionale Function  t.  mehreren  Veränderlichen  die  vollständige  Potenz 
e.  andern  darstellt.    Berlin,  Gaertner's  Verl.    1  Mk. 

Geometrie» 

Augschun,  W.,  Gmndzüge  der  Geometrie  m.  geometrischen 
Konstruktions-  u.  Rechenaufgaben.  Berlin,  Kittler  &  S.  Kart. 
1  Mk.  50  Pf. 

Borger,  G.,  Lehre  der  Perspektive  in  kurzer,  leicht  fasslicher 
Darstellung.  Auf  die  einfachste  Methode  zurückgeführt  f.  Archi- 
tekten, Bauhandwerker,  Maler  u.  Dilettanten.  10.  Afl.  Leipzig, 
Scholtze.    2  Mk.  40  Pf. 

Bongaertz,    J.,   Vorschule  zur  Geometrie,  nebst  Flächen-  u 
Körperberechnuug,  f.  Präparauden,  sowie  zum    Gebrauch  in  Volks- 
Fortbildungs-  u.  Mittelschulen.    Freiburg,   Herder.    1  Mk.  20  Pf. ; 
Eiubd.  33  Pf. 

Breuer,  A.,  die  goniometrischen  Functionen  complexer  Winkel 
Eine  Ergänzg.  zur  algobr.  Analysis.    Erfurt,  Bacmcister.     1  Mk. 

—  imaginäre  Kegelschnitte.  Eine  geometrische  Studie  üb.  das 
Wesen  u.  die  katoptr.  Deufg.  d.  Imaginären.    Ebd.    1  Mk. 

—  die  einfachste  Lösung  d.  apollouischen  Fiuctionsproblemcs. 
Eine  Anwendg.  der  neuen  Theorie  d.  Imaginären.  Ebd.  1  Mk. 
50  Pf. 

—  üb.  Conographie.  Ein  Beitrag  zur  instructiveu  Geometrie 
der  Kegelschnitte.    Ebd.    1  Mk. 

—  die  Logarithmen  complexer  Zahlen  in  geometrischer  Dar- 
stellung.   Ein  Beitrag  zur  algebr.  Analysis.    Ebd.    50  Pf. 

B  reu  sing,  A.,  das  Verebnen  der  Kugcloberfläche  f.  Gradnotz- 
entwürfc.  Ein  Leitfaden  f.  den  Unterricht  Leipzig,  Wagner  &  D. 
3  Mk. 

Brockmann,  F.  J.,  Lehrbuch  der  elementaren  Geometrie. 
Für  Gymnasien  u.  Realschulen  bearb.  2.  Tl.:  Die  Stereometrie. 
2.  Afl.    Leipzig,  Tenbner.    1  Mk.  80  Pf. 

Brückner,  J.  M.,  das  Ottojanonische  Problem.  Eine  math.- 
bistor.  Studie.    Leipzig,  Fock,  Vorl.    1  Mk. 


Dresch,  H.,  Beitrag  zur  constractiven  Theorie  der  windschiefeu 
Keg^flftcheu  m.  2  Leitgeraden  u.  1  Leitkegelscboilt.  Leipzig,  Frey- 
tag.    70  Pf. 

Erler,  W.,  die  Elemente  der  Kegelschnitte  in  synthetischer 
BehaDdlang.  Zum  Gebranch  in  der  Gymnasialprima  bearb.  4.  Afl. 
Leipzig,  Tenbner.    Kart.  1  Mk.  20  Pf. 

Falcke,  A.,  Leitfaden  der  Geometrie.  12.  Afl.  Potsdam,  Ren- 
ters  Verl.    50  Pf.;  geb.  60  Pf. 

Glinzer,  £.,  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  1.  Tl.: 
Planimetrie.    5.  Afl.    Dresden,   Kühtmann.    2  Mk. 

—  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  2.  Tl.:  Stereometrie. 
2.  Afl.    Ebd.    2  Mk.  80  Pf. ;    geb.  3  Mk. 

Hey  den,  R.,  elementare  Einfahrung  in  die  Lehre  der  harmo- 
nischen Bewegungen.    Berlin,  Gärtner's  Verl.    1  Mk. 

Kleiber,  M.,  Katechismus  der  augewandten  Perspektive.  Nebst 
e.  Anhg.  üb.  Schattenkonstruktion  u.  Spiegelbilder.  Leipzig,  J.  J. 
Weber.    Geb.  2  Mk.  50  Pf. 

Kroger,  M.,  Leitfaden  f.  den  Geometrie-Unterricht  in  Mittel- 
schulen n.  gehobenen  Volksschulen.  7.  Afl.  Hamburg,  Meissner^s 
Verl.    1  Mk. 

Lieber,  H.,  u.  F.  v.  Lühmann,  Grundlagen  v.  den  Koordi- 
naten und  den  Kegelschnitten.    Berlin,  Simion.    50  Pf. 

—  propädeutischer  Unterricht  in  der  Körperlehre.  Pensum 
der  Untersecunda.    Ebd.    50  Pf. 

Machovec,  F.,  üb.  den  Zusammenhang  der  Krümmungshalb- 
messer der  Parabeln  u.  Hyperbeln  höherer  Ordnung  m.  den  Krüm- 
mungshalbmessern der  Dreieckscurven.    Prag,  Rivn4c,  Verl.    12  Pf. 

Mo  ecke,  E.,  üb.  zweiachsig-symmetrische  Kurven  4.  0.  m.  2 
Doppelpunkten.  (Fortsetzung  u.  Schluss.)  Gross-Strehlitz,  Wilpcrt. 
1  Mk.  20  Pf. 

Müller,  G.,  zeichnende  Geometrie.  Im  Auftrage  der  königl. 
württemb.  Centralstelle  f.  Gewerbe  u.  Handel  bearb.  5.  Afl.  Stutt- 
gart, Metzler's  Sort.    Geb.  2  Mk. 

Nagel,  V.,  Lehrbuch  der  Stereometrie  zum  Gel^rauche  in  Gym- 
nasien u.  Realschulen.  5.  Afl.  v.  Th.  Schröder.  Nürnberg,  Korn'- 
iche  Bnchh.    1  Mk.  80  Pf. 

Panzerbieter,  W.,  üb.  einige  Lösungen  d.  Trisektionspro- 
blems  mittelst  fester  Kegelschnitte.    Berlin,  Gaertner's  Verl.  1  Mk. 

Pick,  G.,  üb.  die  conforme  Abbildung  e.  Halbebene  auf  e.  un- 
endlich benachbarten  Kreisbogenpolygon.    Leipzig,  Freytag.     30  Pf 

Rüefli,  J.,  kleines  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie,  nebst  e. 
Sammig.  y.  Uebungsaufgaben.  Zum  Gebrauche  an  Mittelschulen 
bearb.  3.  Afl.    Bern,  Schmid,  Francke  &  Co.,  Verl.    Kart.  80  Pf. 


Rüefli,  J.,  kleines  Lehrbuch  der  Stereometrie,  nebst  e.  Sammig. 
V.  Uebnngsaafgaben.  Zam  Gebrauche  an  Mittelschulen  bearb.  2  Afl. 
Ebd.    Kart.  80  Pf. 

Seeberger,  C,  Prinzipien  der  Perspektive  u.  deren  Anwen- 
dung nach  e.  neuen  Methode.  5.  Afl.  M&nchen,  Bassermann'sche 
Verlagsh.    2  Mk. 

Thaer,  A.,  Kennzeichen  der  Entartung  einer  Fl&che  2.  Ord- 
nung    Leipzig,  Fock,  Verl.  50  Pf. 

T  hörn  er,  W.,  die  Verwendung  der  optischen  Projectionskunst 
im  Anschauungs-Unterricht.  2  Expcrimental-t'orträge  aus  einigen 
Capiteln  der  Naturwissenschaft.  2.  Afl.  Düsseldorf,  Liesegang's 
Verl.  1  Mk.  50  Pf. 

Wagner,  W.,  Anleitung  zur  Lösung  v.  Aufgaben  mittelst  geome- 
trischer Oerter.    Heidelberg,  vorm.  Weiss'sche  Uuiv.-Buchh.    1  Mk. 

Waelsch,  E.,  üb.  die  Isophoten  e.  Fläche  bei  centraler  Be- 
leuchtung.   Leipzig,  Freytag.    20  Pf. 

Zindler,  K.,  Nachweis  linearer  Mannigfaltigkeiten  beliebiger 
Dimension  im  unteren  Baume;  lineare  Complexe  u.  Strahlensjsteme 
in  denselben.    Ebd.    1  Mk.  40  Pf. 


Trigonometrie. 

Focke,  M.,  u.  M.  Krass,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie 
zum  Gebrauche  an  Gymnasien,  Realgymnasien  u.  anderen  höheren 
Lehranstalten.  6.  Afl.  Münster,  Coppenrath'sche  ßuchh.,  Verl. 
1  Mk. 

Praktische  Geometrie^  Geodäsie. 

Rechnungsvorschriften  f.  die  trigonometrische  Abtheilung  der 
Landesaufnahme.  Formeln  u.  Tafeln  zur  Berechng.  der  geograph. 
Koordinaten  aus  den  Richtgn.  u.  Längen  der  Dreiecksseiten  2.  Ord- 
nung.   Neudr.    Berlin,  Mittler  &  S.    80  Pf. 

Sprecher,  A.  v.,  Hand-Tabellen  f.  geometrische  Aufnahmen 
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fassliche  Erläuterg.  der  Grundprincipien  derselben,  Erklärg.  v.  Aus- 
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temperatar-Beobachtungen.  Gekrönte  Preisschrift.  Königsberg,  Koch. 
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Bädeker,  Verl.    4  Mk.  80  Pf.;  geb.  5  Mk.  40  Pf. 
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Methode  und  Principien. 

Piper,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Lemgo:  Ein  mathe- 
matischer Beweis  der  Unsterblichkeit  des  Menschen. 
Lemgo  1887.    Ohle.    39  S. 

Der  Verfasser  giebt  etwa  in  den  drei  ersten  Vierteln  seiner 
Broschüre  eine  Darstellung  der  Principien  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, die  durch  gut  gewählte  Beispiele  gestützt  klar  und  durch- 
sichtig geschrieben  ist  und  z.  B  rocht  wol  als  Einleitung  in  diesen 
Wissenszweig  für  das  Selbststudium  oder  als  Leitfaden  zur  Repetition 
für  vorgerückte  Schüler  dienen  könnte,  zumal  sie  auch  ein  richtiges 
Mass  in  der  Quaniität  des  behandelten  Stoffes  innezuhalten  scheint. 
Soll  Ref.  aus  diesem  anregend  geschriebenen  Teile  einiges  heraus- 
greifen, so  sei  es  zunächst  der  auf  S.  7  durch  ein  Beispiel  erläuterte 
Nachweis,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  für  ein  und  dasselbe  fragliche 
Ereigniss  oftmals  subjectiv  verschieden  ist  je  nach  den  Kenntnissen, 
mit  denen  der  Schätzende  dem  Sachverhalte  gegenübersteht;  ferner 
aber  die  eingehende  Darlegung  der  objectiven  Bedeutung,  die 
dennoch  die  Wahrscheinlichkeit  so  ,  wie  sie  mathematisch  definirt 
wird,  in  den  meisten  Fällen  besitzt.  Der  von  Jakob  Bemoulli 
untefsuchte  Zusammenhang  zwischen  dem  tc  des  Mathematikers  und 
der  durchschnittlichen  Anzahl  zutreffender  Fälle  unter  einer  grossen 
Zahl  von  Versuchen,  wir  wollen  kurz  sagen:  „das  Gesetz  der  grossen 
Zahlen",  wird  von  Piper  in  sinnreicher  Weise  bestätigt  durch  Be- 
nutzung einer  siebenstelligen  Logarithmentafel.  Er  nimmt  die 
Logarithn^en  der  10,  30,  100,  300,  1000,  3000  oder  lOOOO  ersten 
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unter  den  Zahlen  1,  11,  21,  31,  ,  .  .  99991,  notirt  die  7te  Ziffer 
ihrer  Logarithmen-Mantisse  und  zählt  ab.  wie  oft  jede  Ziffer  (0,  1, 
2  ...  9)  hierbei  vorkommt.  Nach  dem  Gesetze  der  grossen  Zahlen 

hat  man  jede  Ziffer  ungefähr   r^  mal  so  oft  zu  erwarten,  als  Zahlen 

benutzt  worden  sind,  d.  h.  ungefähr  1,  3,  10,  30,  100,  300, 1000  mal. 
In  Wahrheit  finden  natürlich  Abweichungen  statt;  diese  Abweichungen 
sind  fdr  jede  einzelne  Ziffer  procentisch  berechnet  Interessanter 
sind  die  mittleren  Abweichungen:  diese  betragen,  wie  sich  aus 
den  Piper'schen  Zahlen  ergiebt,  für  die  genannten  Intervalle  be- 
züglich 

60    46,e7    24    16    I2,e    ^^iz    ^^n  Procent 

der  zu  erwartenden  Gesamtzahl.  Diese  mittleren  Abweichungen 
stellen  eine  schnell  fallende  Reihe  dar  und  bestätigen  eben  hierdurch 
das  fragliche  Gesetz.  Die  Besprechung  des  Gegenstandes  vertieft 
sich,  soweit  es  für  den  Standpunkt  etwa  eines  guten  Primaners 
möglich  war.  —  Später  geht  Piper  auf  die  Gesetze  der  Addition  und 
Multiplication  von  Wahrscheinlichkeiten,  so\>ie  auf  die  Bestimmung 
der  Wahrscheinlichkeit  der  Ursachen  ein. 

Auf  S.  25  wird  ein  Beispiel  besprochen,  das  auf  eine  unend- 
lich geringe  Wahrscheinlichkeit  führt  oder  vielmehr  auf  tr  -»  0.  Es 
handelt  sich  um  folgendes :  „Ich  lege  in  meinen  Garten  eine  Schützeu- 
scheibo.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  nächste 
Meteorstein,  der  zur  £rde  fällt,  diese  Scheibe  treffe  und  zwar  so, 
dass  im  letzten  Moment  der  Schwerpunkt  des  Steines  völlig  genau 
auf  den  Mittelpunkt  der  Scheibe  gerichtet  sei?'^  Soll  die  Scheibe, 
die  1"^"^  Flächeninhalt  haben  mag,  überhaupt  getroffen  werden,  so 
ist  die  Wahrscheinlichkeit 

^  Erdoberfläche  ""  70000  BilF^  ""  7ÖÖ0U  ßilL 

(ungefähr);  soll  ihr  hundertster  Teil  getroffen  werden,  so  ist  auch 
jene  100  mal  so  klein  u.  s.  w.:  so  wird  hergeleitet,  dass  die  frag- 
liche Wahrscheinlichkeit  «  0  ist.  Freilich  wäre  es  dennoch  denk- 
bar, dass  die  Scheibe  genau  im  Mittelpunkt  getroffen  würde,  doch 
will  der  Verfasser  „den  Widerspruch  nicht  zu  lösen  versuchen/' 
Wir  kommen  später  darauf  zurück.  Jedenfalls  scheint  dies  Beispiel 
dem  Verfasser  vorgeschwebt  zu  haben,  wenn  er  nun  von  S.  32  an 
die  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  anwendet,  um  einen 
Beweis  für  die  Unsterblichkeit  des  Menschen  zu  führen.  Dieser 
Beweis  scheint  dem  Referenten  nach  verschiedenen  Richtungen  hin 
völlig  verfehlt  und  bedarf  seiner  Ueberzeugung  nach  auch  öffentlich 
der  Widerlegung,  um  nicht  die  Principien  der  so  oft  gemissbranchten 
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Wahrscheinlichkeitsrechnang  in  Misscrcdit  gebracht  za  schon,  indem 
sie  angewendet  werden  auf  ein  transcendcntes  Gebiet,  in  welchem 
nan  einmal  bloss  der  Glanbe,  nicht  aber  das  Wissen  herrschen  kann. 

Die  angedeutete  Analogie  liegt  in  folgendem:  mein  Erdenleben 
nmfasst  nur  eine  kurze  Spanne  Zeit,  allerhöchstens  etwa  100  Jahre; 
die  Zeit  überhaupt  ist  unendlich.  Wie  es  nun  im  höchsten  Grade 
unwahrscheinlich  ist,  dass  der  Meteorstein  auf  die  Scheibe  im  Garten 
trifft,  ebenso  unendlich  gering  war  a  priori  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
die  mir  beschiedcne  Lebenszeit  gerade  in  die  jetzigen  Jahre,  mit  in 
das  Jahr  1891  fiel;  denn  es  hätte  eine  unendliche  Fülle  anderer 
Zeiträume  zu  Gebote  gestanden,  zumal  da  Gottes  Schöpfnngswerke 
nicht  notwendig  an  das  Jahr  3762  v.  Chr.  (oder  ein  ähnliches)  ge- 
bunden war.  Verspräche  uns  ein  Mann,  dass  wir  mit  eigenen  Augen 
und  sofort  den  Meteorstein  auf  den  Mittelpunkt  der  Scheibe  fallen 
sehen  sollten,  und  es  träfe  dies  wirklich  zu,  so  würden  wir  alle  dies 
Ereigniss,  das  a  priori  eine  Wahrscheinlichkeit  »  0  besass,  eben 
nicht  als  Werk  des  Zufalls  ansehen,  sondern  den  Mann  entweder 
für  einen  geschickten  Taschenspieler  oder  für  einen  Kenner  der  uns 
noch  verborgenen  Naturgesetze  oder  für  jemand  halten,  der  mit 
höheren  Mächten  im  Einverständniss  lebt:  wir  würden  an  all  diese 
Dingo  jedenfalls  noch  eher  als  an  ein  reines  Spiel  des  Zufalls  glau- 
ben. In  dem  anderen  Falle,  bei  der  Frage  wegen  des  zeitlichen 
Zusammentreffens  seines  Lebens  mit  der  Gegenwart,  hätte  Piper, 
wenn  er  nun  einmal  den  göttlichen  Willen  mit  in  die  Betrachtung 
einführte,  eben  diesen  als  einfachste  Erklärung  heranziehen  können: 
dann  fiel  das  Rätsel  fort,  obwol  der  Mensch  selbst  die  Wahrschein- 
lichkeit jenes  Zusammentreffens  a  priori  für  verschwindend  klein 
ansah. 

Doch  dies  nur  vorläufig!  Jedenfalls  müssen  wir  unsere  Betrach- 
tung Doch  vertiefen.  Es  handelt  sich  nämlich  für  Piper  um  eine 
Aufgabe,  bei  der  eine  Wahrscheinlichkeit  der  Ursache  in  Frage 
kommt  Unser  Dasein  ist  ein  Factum,  und  dieses  Factum  kann  nach 
Piper  eine  vierfache  „Ursache'^  haben:  entweder  ist  uns  überhaupt 
nur  eine  endliche  Dauer  bestimmt  oder  eine  Dauer,  die  in  Richtung 
der  Vergangenheit,  oder  die  in  Richtung  der  Zukunft,  oder  endlich 
die  nach  beiden  Richtungen  unendlich  ist.  Wir  stellen  diese  vier 
möglichen  Wurzeln  nnsres  Daseins  graphisch  dar,  indem  wir  die 
unendliche  Zeit  durch  eine  gerade  Linie,  unser  gesamtes  Dasein 
durch  eine  direct  darüber  gezeichnete  gerade  Linie  und  insbesondere 
die  uns  auf  der  Erde  beschiedone  Lebenszeit  durch  den  markirten 
Abschnitt  AB  wiedergeben. 

1» 
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I) 


1891 

A 

II) 
III) 


A^ 

^B 

1891 

A^ 

^B 

1891 

A 

_» 

^^^  1891 

Nun  besitzt  jede  Ursache,  ans  der  das  betreffende  Ereigniss  mit  an- 
endlich  kleiner  Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten  ist,  selbst  eine  un- 
endlich kleine  Wahrscheinlichkeit-,  es  grenzt  also  an  Gewissheit, 
dass  sie  nicht  vorhanden  gewesen-,  jedenfalls  verwerfen  wir  sie  selbst 
unwillkürlich  geradeso  wie  in  dem  erwähnten  Beispiel  vom  Meteor- 
stein den  hier  so  äusserst  unwahrscheinlichen  Zufall.  Genau  so  be- 
urteilt nun  Piper  die  Ursache  I)  unsres  Erdenlebens  als  eine  un- 
endlich unwahrscheinliche;  die  Gründe  sind  schon  oben  genannt. 
Nun  ist  aber  derselbe  Einwand  wie  gegen  I)  auch  gegen  die  übrigen 
Ursacher  zu  erheben.  Jedenfalls  nämlich  ist  ^mein  gegenwärtiges 
Erden-  und  Menschenleben  ein  durch  Geburt  und  Tod  fest  begrenzter 
Teil  meines  möglicherweise  unendlich  langen  Daseins,  ein  Teil  über- 
dies, der  durch  das  Bewusstsein  und  das  Gedächtniss,  mit  dem  ich 
Ihn  durchlebe  und  festhalte,  für  mich  von  hervorragender  Wichtig- 
keit ist.  Dass  dieser  ausgezeichnet  wichtige  Abschnitt  meines  Da- 
seins gerade  in  die  Gegenwart  und  mit  in  das  Jahr  1891  f&llt,  ist  und 
bleibt  —  so  betrachtet  —  ein  höchst  merkwürdiges  Ereigniss,  sodass 
dieser  von  Piper  selbst  hervorgehobene  Gesichtspunkt  auch  für  II), 
III),  IV)  bestehen  bleibt  Er  selbst  bezeichnet  aus  dem  gleichen 
Grunde  II),  sowie  nachträglich  auch  III)  (S.  38)  als  unstatthafte 
Erklärungen,  merkwürdigerweise  aber  nicht  auch  IV).  Für  mich 
aber  ist  das  Ergebniss  dieser  Betrachtung  das  folgende:  da  unter 
den  vier  möglichen  Erklärungsweisen  meines  gegenwärtigen  Lebens 
keine  mehr  leistet  als  die  andere,  so  ist  eine  Entscheidung  zwischen 
ihnen  auf  Grund  der  Mathematik  überhaupt  nicht  möglich. 

Im  Sinne  Piper's  war  die  Wahrscheinlichkeit  der  Ursachen  I), 
sowie  auch  II)  und  III)  gleich  —.  *)    Stösst  man  auf  solche  Wahr- 


*)  Da  sich  die  Wahrscheinlichkeiten  verschiedener  Ursachen  verhalten  wie 
die  Wahrscheinlichkeiten  des  fraglichen  Ereignisses  unter  Zagrandelcgung  der 
einzelnen  Ursachen,  so  könnten  wir,  die  wir  die  letzteren  sftjntlich  nnend- 
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scheinlichkeiten ,  so  hat  man  stets  einen  Fehler  in  der  Frage- 
stellnng  gemacht.  Zwei  Beispiele  ans  der  Geometrie  mögen  dies 
erläutern.  Vor  uns  liegt  ein  Blatt  Papier;  darauf  gezeichnet  ist  eine 
gerade  Linie.  Ausserhalb  derselben  befindet  sich  ein  fester  Punkt, 
um  den  ein  fest  damit  verbuudenes  Lineal  drehbar  ist.  Man  soll 
dem  Lineal  mit  yerschlosscuen  Augen  die  zur  geraden  Linie  parallele 
Richtung  geben.  Mit  welcher  Wahrscheinlichkeit  gelingt  der  Ver- 
such? Die  Antwort  wird  verschieden  ausfallen  je  naeh  der  gefor- 
derten Genauigkeit,  wobei  man  freilich  sich  vorstellen  muss,  es  gäbe 
praktisch  ein  Mittel  die  Parallele  von  den  annähernd  parallelen  Ge- 
raden streng  zu  sondern.    Die  Wahrscheinlichkeit  erscheint,   wenn 

absolute  Genauigkeit  verlangt  wird,  als  — ;    lässt  man   geringe  Nei- 

gttngcn  zu,  vielleicht  bis  zu  einer  Bogcnminute,  so  ergeben  sich  leicht- 
berechenbare  endliche  Werte,  in  unserm  Beispiel 


w 


180.60       5400 


Da  nun  „— "   unweigerlich   null   gesetzt  werden  muss,    das  Treffen 

der  parallelen  Lage  aber  dennoch  denkbar  ist,  so  entscheide  ich 
mich  dafür  die  streng  aufgefasste  Frage  überhaupt  für  fehlerhaft 
zu  erklären.  £s  handelt  sich  hier  um  die  Unvergleichbarkeit  von 
Punkt  und  Linie:  wie  zahlreiche  Punkte  niemals  ciuen  Kreis  zu- 
sammensetzen können,  also  auch  nicht  gefragt  werden  kann :  „Der 
wievielte  Teil  von  der  ganzen  Peripherie  ist  einer  ihrer  Punkte?" 
—  so  kann  auch  eine  singulare  Stellung  des  Lineals  nicht  ver- 
glichen werden  mit  der  Gesamtheit  der  durch  Drehung  hervorgehen- 
den anderen  Lagen.  Die  richtige  Fragestellung  wird  vielmehr  einem 
ausgedehnten  Bereiche  gegenüber  auch  nur  das  Treffen  eines 
Teilbereiches  fordern  dürfen,  im  obigen  Falle  also  annähernd 
parallele  Lagen  zulassen  müssen.  —  Noch  auffallender  erscheint  das 
Resultat,  wenn  der  singulare  Fall  ein  besonders  ausgezeichneter  ist. 
Ein  Kegel  möge  geschnitten  werden:  mit  welcher  Wahrscheinlich- 
keit wird  man  eiuo  Parabel  erhalten?  Leicht  macht  man  durch 
Festsetzung  gewisser  Nebenbedingungen  für  die  Führung  des  Schnittes 
die  Aufgabe  identisch  mit  der  von  der  Parallele.    Auch  hier  ergiebt 

sich  die  Wahrscheinlichkeit  — ,  ein  Fingerzeig,  dass  die  Frage 
überhaupt  falsch  war:    man  muss  hier  neben   der  Parabel  noch  ge- 


lich  klein  von  der  nämlichen  GrÖsscnordnung  befunden  haben,  die  erstercn 
dennoch  für  endlich  ansehen,  aber  derart,  dass  uns  ihre  Verhältnisse  und  also 
auch  ihre  absoluten  Beträge  unbekannt  bleiben. 
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wisse  Ellipsen  nnd  Hyperbeln  zulassen,  deren  erlaubte  Abweichung 
von  jener  mathematisch  in  der  verschiedensten  Weise  festgesetzt 
werden  könnte.  —  Jedenfalls  ergiebt  sich  aus  der  angestellten  Be- 
trachtung, dass  die  von  Piper  durchgeführte  Untersuchung  von  vorn- 
herein zur  Unfruchtbarkeit  verurteilt  war.  Nebenbei  erledigt  sich 
so  auch  der  vom  Verfasser  erwähnte,  aber  nicht  aufgedeckte  Wider- 
spruch betreffs  der  genau  in  ihrem  Mittelpunkt  zu  treffenden  Scheibe 
(S.  25):  auch  dort  liegt  der  Fehler  schon  in  der  Fragestellung. 

Aus  der  Zufälligkeit  der  Lage  der  uns  zugemessenen  Lebenszeit 
schliesst  Piper,  dass  unser  eigentliches  Dasein  von  allen  zeitlichen 
Schranken  frei  sein  müsse.  Wie  nun,  wenn  man  ähnliche  Schlüsse 
auf  Raum  und  Individualität  ausdehnen  wollte?  Wie  gross  war  a 
priori  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ich  gerade  in  dem  und  dem 
Hause  der  und  der  Stadt  in  Deutschland  (und  auf  der  Erde)  ge- 
boren wurde?  Soll  man  hier  nicht  wieder  den  Schluss  ziehen,  dass 
unser  gesamtes  Dasein  nach  und  nach  den  ganzen  Raum  durch- 
wandern oder  irgendwie  umspannen  muss?  Ferner:  wie  zufällig, 
dass  ich  gerade  als  Deutscher,  als  Abkömmling  der  und  der  Familie 
von  bestimmtem  Stande ,  Coufession,  Charakter,  YcrmÖgcu  u.  s.  w. 
geboren  ward:  auch  dies  hatte  a  priori  betrachtet  eine  äusserst  ge- 
ringe Wahrscheinlichkeit.  Welches  reiche  Gebiet  für  die  Phantasie 
tut  sich  hier  auf,  und  doch  wie  öde  für  den  Verstand!  Doch  gerade 
durch  solche  Analogien  erkennt  man  deutlich  das  Unberechtigte  der 
Piper'schen  Schlussweise  I 

Aber  noch  von  einer  ganz  anderen  Seite  müssen  wir  die  De- 
ductionen  Piper's  betrachten.  Eine  Uebertragung  derselben  etwa 
auf  den  Tisch,  der  vor  uns  steht,  schneidet  er  selbst  ab,  und  ebeuso 
hebt  er  ausdrücklich  hervor,  dass  er  für  andere  Menschen  die 
Unsterblichkeit  nicht  in  gleicher  Weise  wie  für  sich  selbst  be- 
weisen, sondern  nur  durch  Analogie  erschliessen  könne.  Denn 
weder  die  jetzige  Existenz  eines  Tisches  noch  die  anderer  Menscbeu 
gehöre  für  ihn  zu  den  „merkwürdigen^^  Ereignissen:  habe  es  doch 
zu  allen  Zeiten  Tische,  zu  allen  Zeiten  auch  Menschen  gegebcu. 
Aber,  sagt  er  (S.  37):  „dass  ich  gegenwärtig  existiro,  das  ist  für 
mich  unter  allen  Tatsachen  die  am  meisten  ausgezeichnete;  ohne 
dieselbe  würde  es  für  mich  überhaupt  nichts  geben.*'  Die  hervor- 
ragend „merkwürdigen"  Ereignisse  aber  verlangen  wir  stets  durch 
mehr  als  durch  blossen  Zufall  erklärt  zu  sehen;  dieser  letztere  be- 
friedigt uns  als  Erkläruugsgrund  nur  bei  den  durch  nichts  Beson- 
deres ausgezeichneten,  an  Zahl  so  ungleich  häufigeren,  „gewöhn- 
lichen'' Ereignissen.  Wiederum  denke  man  an  den  Meteorstein: 
fällt  er  statt  auf  unsere  Scheibe  irgendwo  in  Amerika  nieder,   so 
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finden  wir  das  nicht  merkwürdig  und  sprechen  von  Znfall;  wie  an- 
ders, wenn  die  Scheibe  vor  unseren  Augen  in  ihrem  Mittelpunkt  ge- 
troffen wird!  Den  Zufall  würden  wir  dann  für  völlig  ausgeschlossen 
halten.  So  reicht  auch  der  Zufall  wol  aus  zu  erklären,  dass  gerade 
dieser  Tisch  (und  kein  anderer)  jetzt  vor  mir  steht,  dass  gegenwärtig 
der  Sultan  Abdul-Hamid  (und  nicht  ein  Soliman  oder  ein  Abdul- 
Medschid)  auf  dem  türkischen  Tnrone  sitzt;  nicht  aber,  dass  ich 
gerade  jetzt  lebe ,  denn  das  ist  für  mich  die  „im  höchsten  Grade 
vor  anderen  ausgezeichnete  Tatsache/ 


(b 


Diesem  Ideengange  gegenüber  ist  erstens  zu  erwähnen,  dass  das 
Merkwürdige,  was  in  meinem  jetzigen  Dasein  liegt,  doch  bloss  sub- 
jectiv  vorhanden  ist,  während  ein  Herabfallen  des  Meteors  auf  den 
Mittelpunkt  der  Scheibe  gleichmässig  von  jedermann  als  merkwürdig 
angesehen  werden  würde,  und  dass  es  die  Mathematik  füglich  nur 
mit  objectiv  anerkannten  Vorstellungen  zu  tun  haben  kann  Ferner 
aber,  und  dies  ist  der  Hauptpunkt:  nicht  die  gegenwärtige  Spanne 
Zeit  ist  es,  wodurch  mein  jetziges  Dasein  mir  als  hervorragend  ausge- 
zeichnete Tatsache  erscheint,  sondern  der  Umstand ,  dass  eben  ich 
es  bin,  der  da  ist.  Bei  unsrer  bisherigen  Ergründung  und  Prüfung 
der  Piper'schen  Ideen  hatten  wir  es  mit  der  Frage  zu  tun:  ,,Wie 
gross  war  a  priori  die  Wahrscheinlichkeit,  dass,  wenn  ich  über- 
haupt leben  sollte,  ich  gerade  im  Jahre  1891  dasein  würde?^^ 
Diese  Wahrscheinlichkeit  ist  ihrem  Werte  nach  zwar  völlig  unbe- 
kannt, sicherlich  aber  ungefähr  gleichzusetzen  der  entsprochenden 
Wahrscheinlichkeit  für  jeden  unserer  Zeitgenossen.  Um  diese 
Wahrscheinlichkeit  kann  es  sich  also,  wenn  man  mit  Piper  einen 
Unterschied  macht  zwischen  dem  Ich  und  der  Aussenwelt,  nicht 
handeln ;  der  Bedingungssatz  „wenn  ich  überhaupt  leben  sollte'^  muss 
vielmehr  fortfallen,  und  ebenso  kann  die  Frage  nach  der  Zeit  vor- 
läufig ausgeschieden  werden,  da  bei  einer  anderen  Zeit  unseres 
Erdenlebens  diese  letztere  ebenso  sehr  oder  ebenso  wenig  merk- 
würdig erscheinen  würde  als  die  Gegenwart.  Es  muss  also  dem 
Verfasser  die  freilich  nirgends  so  formulirte  Frage  vorgeschwebt 
haben,  die  einen  so  starken  Gegensatz  zwischen  dem  Ich  und  dessen 
Mitmenschen  rechtfertigt:  „Wie  gross  war  a  priori  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  ich  überhaupt  dasein  würde  ?^'  Und  diese  Frage  ist 
logisch  völlig  unhaltbar,  denn  sie  anticipirt  das  Ich  und  setzt  es, 
während  es  noch  gar  nicht  vorbanden  ist,  zukünftig  als  vorhan- 
den. Natürlich  konnte  ein  Anderer,  der  vor  meiner  Geburt  schon 
lebte,  eine  solche  auf  mich  bezügliche  Frage  tun;  aber  so  ist  sie 
hier  nicht  gemeint,  denn  dann  verliert  sich  wieder  alles  „Merkwür- 
dige,^ da  für  den  Aussenstehenden  ich  ebenfalls  ein  Aussenstehen- 
der  bin. 
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Fragt  man  Dach  der  Wahrscheinlichkeit  (a  priori) ,  dass  über- 
haupt in  einem  künftigeu  Jahre  Menschen  dasein  werden,  so  ist 
dieselbe  für  absehbare  Zeiträume  »  1,  denn  za  allen  Zeiten  kehren 
die  Bedingungen  wieder,  unter  denen  neuen  Menschen  das  Dasein 
gegeben  wird.  Ganz  anders  stellt  sich  die  Frage,  wenn  von  dem 
künftigen  Dasein  eines  näher  zu  definirenden  einzelnen  Menschen 
die  Rede  ist.  Die  Schwierigkeit  liegt  hier  zunächst  in  der  Frage 
selbst,  denn  wie  lässt  sich  ein  noch  gar  nicht  lebender  Mensch  schon 
im  voraus  so  charakterisiren ,  dass  man  von  einer  eindeutigen  De- 
finition sprechen  könnte?  Man  denke  etwa  an  denjenigen  Zuknnfts- 
menschen,  der  zum  ersten  Mal  seinen  Fuss  auf  den  Nordpol  setzt. 
Wie  seine  Existenz  überhaupt  fraglich  ist,  so  ist  es  die  Zeit  seines 
Auftretens  noch  viel  mehr.  Immerhin  hätte  die  Frage:  „Mit  welcher 
Wahrscheinlichkeit  dürfen  wir  ihn  und  seine  Tat  im  Jahre  1950  er- 
warten ?^^  logisch  nichts  Anstössiges,  Widersinniges.  Noch  anders 
aber  verhält  es  sich  mit  dem  Ich.  Das  Ich  lässt  sich,  bevor  es  zum 
Dasein  gelangt  ist,  überhaupt  nicht  charakterisiren  oder  definiren, 
und  die  Frage:  „Welches  war  a  priori  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
ich  existiren  würde,^^  oder  specieller:  dass  ich  gerade  im  Jahre 
1891  existiren  würde?''  hat  überhaupt  keine  Berechtigung.  Und 
auch  die  Frage  nach  einer  Wahrscheinlichkeit  gewisser  Ursachen 
uusres  Daseins  würde  sofort  logisch  falsch,  wenn  wir  sie  mit  Be- 
schränkung auf  das  Ich  aufwerfen  wollten:  die  Wahrscheinlichkeit 
der  Ursache  setzt  bei  ihrer  Definition  im  allgemeinen  ,  sowie  bei 
ihrer  Berechnung  im  einzelnen  Falle  stets  die  Wahrscheinlichkeit 
des  Ereignisses  auf  Grund  dieser  Ursache  voraus  ;  da  aber  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Ereignisses  selbst  logischerweise  hier  nicht  in 
Frage  kommen  konnte,  so  auch  nicht  die  Wahrscheinlichkeit  etwaiger 
Ursachen.  —  Am  allerwenigsten  kann  aber  das  von  Piper  anf 
S.  34  eingeschlagene  Schlussverfahren  gebilligt  werden,  wo  von  der 
Vorbedingung  die  Rede  ist,  dass  so  und  so  viele  Menschen  vor  mir 
gelebt  und  das  heiratsfähige  Alter  erreicht  haben  müssen:  indem 
Piper  bis  auf  Moses'  Zeit  zurückgeht,  findet  er  so  eine  Wahrschein- 

jichkeit  von  ir.y^.  Es  werden  hiermit  die  Vorbedingungen  und  Ur- 
sachen wol  für  das  Leben  eines  bestimmt  definirteu  Menschen  über- 
haupt angegeben,  der  zur  Zeit  1891  leben  soUte,  nicht  aber  die 
Ursachen  gerade  für  das  Ich.  Den  Fehler  hätte  Piper  schon  daran 
cutdecken  können,  dass  er  diese  letzte  Schlussweise  auch  auf  seine 
Mitmenschen,  auf  den  Sultan  Abdul-Hamid  u.  s.  w.,  hätte  anwenden 
können,  obwol  er  doch  in  anderem  Zusammenhang  deren  Dasein 
ganz  verschieden-wahrscheinlich  taxirt  als  sein  eigenes. 

Wir   fassen   kurz   die    berührten  Punkte   nochmals    zusammen. 
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In  mannigfaltiger  Weise  sucht  Piper  die  Wahrscheinlichkeit  a 
priori  fflr  mein  Dasein  in  dor  Gegenwart  als  eine  unendlich  kleine 
oder  als  eine  mit  dem  Wert  0  behaftete  hinzustellen,  *  um  dann  auf 
Grund  des  Wunders,  dass  ich  dennoch  jetzt  bin,  die  Unsterblichkeit 
als  einen  dcus  ex  machina  hcrYorspringen  zu  lassen.  Das  Wunder- 
bare kann  nun  erstens  darin  gesucht  werden,  dass  eine  endliche 
Zeitstrecke  innerhalb  der  unendlichen  Zeit  gerade  so  und  nicht 
anders  angenommen  worden  ist:  in  dieser  Beziehung  erklärt  aber 
seine  Ursache  lY)  nicht  mehr  als  die  Ursachen  I),  II)  und  IIJ); 
überdies  gelangt  man  auf  verschwindende  Wahrschcinlichkciswcrtc, 
die  au  sich  stets  auf  einen  Fehler  in  der  Fragestellung  hiuwcisen. 
Zweitens  kann  das  Rätsel  des  Selbstbewusstseins  herangezogen  wer- 
den, dieses  Gentrums,  um  welches  sich  erst  alle  Vorstellungen  grnp- 
piron  müssen  Durch  Betrachtung  desselben  setze  ich  mich  in 
scharfen  Gegensatz  zur  übrigen  Menschheit  und  gewinne  einen 
Standpunkt,  von  wo  aus  i  h  r  Dasein  mir  nicht,  wol  aber  mein  eigenes 
höchst  merkwürdig  erscheiut.  Da  meine  Persönlichkeit  fcrirr  eine 
fest  geschlossene,  nachträglich,  wo  ich  lebe,  leicht  charakterisirbarc, 
aber  doch  rein  individuelle  ist,  so  schwebt  als  Wahrscboinlicbkcit 
a  priori  für  dieses  mein  Sein  eine  um  so  geringere  vor,  je  weiter 
die  Detaillirung  in  der  Charakteristik  meiner  Person  jederzeit  ge- 
trieben werden  könnte  Bei  näherer  Betrachtung  aber  stellt  sich 
die  Frage  nach  der  Wahrscheinlichkeit  a  priori  für  mein  Sein  als 
logisch  falsch  heraus,  weil  sie  ein  Nichtsein  des  Ich  zu  ihrer  Grund- 
lage macht. 

Wir  müssen  daher  die  Piper'schen  Betrachtungen,  mögen  sie 
nun  auf  die  Zeit  uusres  Lebens  oder  auf  das  Ichbewusstsein  den 
Bauptaccent  legen ,  für  durchaus  verfehlt  und  irrig  erklären ,  fulil<.n 
uns  aber  dennoch  dem  Verfasser  zu  Dank  verpflichtet,  da  er  uns 
zur  näheren  Prüfung  von  Fragen  augeregt  hat,  die  wie  für  uns,  so 
gewiss  auch  für  viele  andere  von  hohem  Interesse  waren. 

Alfred  Holtze,  Gymnasiallehrer 
in  Naumburg  a.  S. 

£inige  kritische  Bemerkungen  über  die  Grass.mann'sche  Aus- 
dehnungslehre und  deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Raum- 
curven. 

In  der  Abhandlung  über  die  Anwendung  der  Ausdehnungslehre 
auf   die    allgemeine    Theorie    der   Raumcurven  ^)    begründet    Herr 


\)  Anwendunp:  der  Ausdehnungsichre  nuf  dio  allgemeine  Theorie  der 
Raumcurven  von  H.  Grassmaun.  1886.  Beilage  zum  Programm  der  lateini- 
schen Hauptschule  zu  Halle  a.  S. 
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H.  Grassmann  die  Aafstellang  der  Ausdehnungslehre  damit,  dass 
dieselbe  die  geometrischen  Grössen  direct  der  Rechnung  unterwirft, 
ohne  sie  vorher  ihres  geometrischen  Gewandes  entkleidet  zu  haben, 
während  die  gewöhnliche  analytische  Geometrie  an  Stelle  der  geome- 
trischen Grössen  gewisse  für  dieselben  charakteristische  Zahlen  ein- 
führt, mit  diesen  Zahlen  rechnet,  und  die  Resultate  wieder  in  die 
geometrische  Sprache  flbersetzt.  Wir  wollen  untersuchen,  ob  das 
oben  Gesagte  in  der  Ausdehnugslehre  verwirklicht  wird. 

In  der  Ausdehnungslohre  zerfällt  die  einfache  Multiplication  in 
eine  äussere  und  innere ;  in  der  ersteren  werden  wirklich  die  Strecken 
als  geometrische  Grössen  aufgefasst,  in  der  zweiten,  der  inneren 
Multiplication  werden  die  geometrischen  Grössen  noch  viel  abstracter 
behandelt  als  in  der  gewöhnlichen  analytischen  Geometrie.  Zur  Be- 
gründung der  inneren  Multiplication  wird  nämlich  eine  Längezahl 
gleich  einer  Flächenzahl  gesetzt  Um  dieses  jedoch  ausführen  zu 
können,  muss  man  von  jeder  Bezeichnung  der  Zahl  absehen,  und 
nur  am  Ende  der  Rechnung  wird  man  mit  der  Zahl  den  Begriff  der 
Länge  verbinden  können.  Die  Ausdehnungslehre  verliert  hier  gänz- 
lich das  ihr  Eigentümliche  und  wird  abstract.  Sobald  man  nun  be- 
achtet, dass  man  in  der  inneren  Multiplication  mit  gänzlich  anbe- 
nannten Zahlen  zu  tun  hat,  so  wird  man  ohne  weiteres  einsehen, 
dass  für  sie  alle  Multiplicationsregeln  gültig  sind,  da  ja  diese  Zahlen 
unseren  gewöhnlichen  entsprechen.  Etwas  anderes  ist  es,  wenn  die 
Zahl  ausser  der  Länge  auch  die  Richtung  angeben  soll. 

Die  innere  Multiplication  wird  durch  das  Symbol  [a  |  &]  ange- 
deutet, welches  durch  Definition  dem  Ausdruck  a^cos(a6)  gleich- 
gesetzt wird,  wo  a  und  b  die  absoluten  Zahlen  sind.  Wir  wollen 
dieses  Product  uns  genauer  ansehen.  |  b  soll  gleich  der  Flächeu- 
zahl  cd  sein,  und  beisst  Ergänzung  der  Strecke  b.  In  dem  Pro- 
duct [a  I  ^]  giebt  a  eigentlich  die  Länge  und  Richtung  der  Strecke 
au.    Infolge  der  der  Detinitionsgleichung 

[a  I  &]  =  abcoslab) 

soll  auch  bei  a  von  der  Richtungsangabd  abgesehen  werden.  Die 
relative  Lage  von  a  zu  b  wird  hier  ebenso  angegeben  wie  in  der 
gcwöhulichrn  Geometrie.  Dass  diese  Gleichung  wirklich  eine  De- 
finitionsgleichuug  ist,  folgt  aus  der  ganz  wiilkürlicheu  Annahme  über 
die  Lage  der  Ergänzung  der  Strecke  zur  Fläche  Es  soll  nämli2:h 
I  b  senkrecht  cd  stehen.  Unzweifelhaft  werden  bei  der  inneren 
Multiplication  die  Grössen  ihres  geometrischen  Gewandes  entkleidet. 

Was  die  Ableitung  des  pythagoräischen  Lehrsatzes  betrifft,  so 
bemerke  ich,  dass  im  eigentlichen  Sinne  nur  gezeigt  wird,  dass  es 
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Quadrate  von  Zahlen  giebt,  deren  Snmmo  gleich  dem  Quadrat  einer 
andern  Zahl  ist.  Dies  deutet  auch  schon  die  Schreibweise  an,  in 
welcher  das  Endresultat  erhalten  wird: 

denn  die  deutschen  Buchstaben  sollen  nur  die  Zahlen  angeben.  Ver- 
bindet man  mit  diesen  Zahlen  den  Begriff  der  Länge,  so  erhält 
man  den  pythagoräischen  Lehrsatz.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  dem 
verallgemeinerten  Pythagoras.  Die  Ausdehnungslehre  verlässt  hier 
den  von  ihr  beabsichtigten  Weg,  geht  in  das  Gebiet  der  unbenannteu 
oder  absoluten  Zahlen  über,  und  nur  mit  Hülfe  neu  eingeführter 
Definitionen  übersetzt  sie  das  erhaltene  Resultat  in  die  geometrische 
Sprache.  Priucipiell  unterscheidet  sie  sich  also  in  nichts  von  der 
analytischen  Geometrie,  und  so  können  wir  fragen,  welchen  Zweck 
hat  denn  die  Einführung  der  Ausdehnungslehrc,  wenn  durch  sie  die 
Beweise  an  Correctheit  nicht  gewinnen,  die  Abkürzung  scheinbar 
der  Rechnung '  durch  die  Einführung  einer  grossen  Anzahl  von  De- 
finitionen aufgehoben  wird. 

Beachtet  man,  dass  man  in  der  Ausdehnungslohre  streng 
zwischen  benannten  und  uubenannten  Zahlen  unterscheiden  muss, 
dann  kann  einem  das  Yerständniss  der  räumlichen  Multiplication 
nicht  schwer  fallen.  Von  diesem  Standpunkte  aus  wollen  wir  die 
räumliche  Multiplication  betrachten. 

Nach  früherem  ist 

\ah]  -  I  c 

wo    I  c  eine  unbenanute  Zahl. 

Die  Ergänzung  des  Flächenraums  ab  wird  definirt 

I  [ab-\  ^  c 

Sie  ist  also  die  ursprüogliche  Strecke  oder  der  ursprüngliche 
Flächenraum  selbst.  Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  Strecke  c,  welche 
doch  einen  Flächenraum  repräseutirt,  die  Richtung  angibt.  Letz- 
teres muss  bejaht  werden,  wenn  wir  auf  die  Definition  der  äusseren 
räumlichen  Multiplication  Rücksicht  nehmen.  Es  ist  also  zwischen 
I  c  und  I  [ab\  streng  zu  unterscheiden,  nicht  bloss,  dass  |  c  eine 
Strecke  und  \ab'\  eine  Fläche  darstellt,  r/,  sondern  dass  |  c  eine 
unbenannte  Zahl,  |  [ah]  eine  benannte  ist.  Herr  Grassmann  scheint 
diesen  Unterschied  zwischen  beiden  Zahlen  nicht  zu  machen,  wenig- 
stens lässt  die  Bemerkung  zu  der  Formel  53)  darauf  schliessen: 
„Die  Grösse  |  \ab']  stellt  eine  Strecke  dar,  welche  senkrecht  auf 
[ab^  steht,  und  deren  Längenzahl  gleich  der  Flächenzahl  vou 
\ab\  ist.'* 
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Während  bei  der  Ergänzung  der  Strecke  c  der  Flftchenranm 
senkrecht  zu  dieser  Strecke  «  construirt  wird,  so  wird  bei  der  Er- 
gänzung eer  Fläche  die  Strecke  senkrecht  zu  deren  Fläche  con- 
struirt, wobei  natürlich  die  Längenzahl  der  Strecke  gleich  der 
Flächonzahl  ist.  Sobald  also  in  beiden  Fällen  der  Flächenraum 
derselbe  ist,  werden  |  c  und  c  zusammenfallen ,  sie  werden  aber 
nicht  identisch  werden.  Uebrigons  kommt  es  bei  der  räumlichen 
Multiplicatiou  gar  nicht  darauf  an,  dass 

I  [ad]  =  e    anstatt    [ah] 

steht,  da  mau  bei  der  Aufstellung  ner  GruuJformclu  sich  eines  tri- 
gonometrischen Satzes  bedient. 

Haben  wir  das  Product  [ab  .  cr/J,  und  soll  die  innere  räumliche 
Multiplicatiou  ausgeführt  werden,  so  ist  nach  der  Ausdi'liuungslehrc 
zu  schreiben  [ab  \  cd],  Führen  wir  die  Ergänzungen  ein,  und  setzen 
wir  [ah[  —  |  c;      |  [cd]  =-  / 

so  wird 

[ab  icrf]=  [  \ef] 

In  diesem  Product  ist  |  c  eine  unbeuannte,  /  eine  benannte  Zahl. 
Bei  der  inneren  räumlichen  Multiplication  haben  wir  also  auch  das 
Product  einer  benannten  mit  einer  uubenannten  2iahl.  Solche  Pro- 
ducte  kommen  im  unseren  Zahlensystem  vor,  wir  können  also  ohne 
weiteres  die  Factorenfolge  vertauschen 

i\ef]  =  \e\f\ 

TMes  ist  also  die  innrre  irultiplic:Uion  des  ersten  Abschnittes.    Dem 

Symbol  [  I  ef]  wird  nun  ein  auiierer  Sinn  beigoloRt  als  dem  Product 

[rt  I  h\.     Da  f  tatsächlich  eine  Fläche  repräsentirt,  so  hat  ujaii  nach 

iMikin  bciia'.iutcn  Satze 

f  =  cds\]i\ctl) 

zu  setzen,  uud  mau  erhält 

[!«./■]  =  tcd%\\\{cd] 
Ist  ab  ^  cd\     so  wird 

[ab]  =  C  .  /■     WO     e  ^  f 

also  [a  bY  =  e-  =  a*  &«  sin*  {c  b) 

Selbstredend  werden  auch  hier  die  absoluten  Zahlen  a  -=  b  genom- 
men.   Das  Resultat  stellt  also  eine  absolute  Zahl  dar. 

Pie  Formel  38) 
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ahÄXk{ah)  «VM)* 

führt  Herr  Grassmann  mit  der  Bemerkung  an: 

,^ebenbei  folgt  ans  der  obigen  Entwicklung  die  Formel  38)^^ 

Diese  Formel  bat  jedoch  tatsächlich  gar  keine  Ableitung  ge- 
funden, da  sie  eben  eine  geometrisch-trigonometrische  Wahrheit  ist, 
welcbe  Herr  Grassmann  schon  vor  der  Bemerkung  zur  Formel  38) 
benutzt,  um  das  Product  [a&]  auszudrücken.  Die  Formel  38)  drückt 
diesen  Satz  nur  in  der  Schreibweise  der  Ausdehnungslehre  aus. 

Für  die  äussere  räumliche  Multiplication  wird  die  Definitions- 
Gleichung  aufgestellt 

V\a\b]=\  \ab\ 

welche  Formel  sehr  wol  eine  Ableitung  zulässt,  sobald  man  nur  den 
Unterschied  zwischen  benannten   und  unbenannten  Zahlen  beachtet. 

Bei  der  räumlichen  äusseren  Multiplication  soll  nun  auch  die 
Gültigkeit  des  Gesetzes  über  die  Vertauscbung  der  Reihenfolge  der 
Factoren  aufhören.    Wir  haben: 

[ab  =  cd]]    [ab]  «=■  |  e\    [cd]  =  |  /    es  wird 

[\e\f]r=\[ef] 

Soll  nun  durch  Vertauscbung  in  der  Reihenfolge  von  e  =  /  das  Re- 
sultat beeinflusst  werden,  so  müssen  e  und  /  die  Richtung  angeben. 
Nur  in  diesem  Fall  ist 

und  hieraus  ergiebt  sich  rückwärts 

[aftcd]  =  —  [cda&] 

In  der  Aufgabe  5.  auf  S.  19  ist  das  Product  [  |  a  |  6  |  c]  zu 
bestimmen.  Natürlich  wird  es  gleich  [abc]  gefunden.  Jetzt  lesen 
wir  Folgendes: 

Verstehen  wir  nun  endlich  noch  unter  der  Ergänzung  einer  Zahl 

o  nichts  anderes   als  diese   Zahl   a  selbst,    setzen  wir  also   o  »  a, 

und  somit  auch 

I  [aftc]  i=  [abc] 

so  können  wir  das  gewonnene  Resultat  auch  so  schreiben 

[abc]  «=  I  [abc] 

Ich  bemerkn  hiezu:  Die  Ausdehnungslehre  kennt  keine  Ergän- 
zungen einer  Zahl,  sie  hat  wohl  Ergänzungen   einer   Strecke   und 
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einer  Fläche,  aber  von  einer  absoluten  Zahl  soll  bei  ihr  keine  Rede 
sein.  Zudem  sind  die  Ergänzungen  der  Strecke  und  Fläche  sehr 
von  einander  verschieden,  wie  wir  schon  vorhin  dargetan  haben. 
Wir  können  aus  dieser  Bemerkung  des  Herrn  Grassmann  nur  er- 
kennen, dass  in  der  Ausdehnungslehre  benannte  und  unbenannte 
Zahlen  nicht  unterschieden  werden.    Dieses  zeigt  auch  die  Aufgabe  6) 

Zur  Anwendung  der  Ausdehnungslehre  auf  die  Theorie  der 
Raumcurven  wird  die  Gleichung  einer  Raumcurve  dargestellt   durch 

wo  X  von  einem  bestimmten  Punkt  O  an  gerechnet  wird,  und  t  eine 
variable  Zahlengrösse  ist.  Für  t  kann  man  auch  die  Längeuzahl 
des  Bogens  der  Curve  nehmen.  Da  mit  x  die  Richtung  verbunden 
ist,  so  ist  durch  die  Gleichung 

die  Raumcurve  eindeutig  bestimmt;  eine  Construction  derselben  nach 
dieser  Gleichung  dürfte  wol  unmöglich  sein,  da  nur  für  die  Con- 
struction die  Richtung  von  x  wirklich  gegeben  sein  muss. 

Bei  der  Anwendung  der  Ausdehnungslehre  auf  die  Raumcurven- 
theoric  ist  ferner  von  grosser  Wichtigkeit  die  Gültigkeit  der  Grund- 
begriffe und  Operationen  der  Differentialrechnung  in  der  Ausdeh- 
nungslehre. Herr  Grassmann  sieht  die  Gültigkeit  als  bestehend  au, 
was  nicht  richtig  ist. 

Infolge  des  Additionstheorems  der  Ausdehnungslehre  ist  das 
zwischen  x  und  os-f-c^a;  liegende  Curvenstück  dx^  sodass  cüa;  >=  «i«  ist. 
Für  O  als  Coordinatenanfang  sei 


dann  ist 

Es  ist  nun 


AOr=x,    BO  —  x-^-dx 

AB  =  €i8  =  €ix 

AB  =  V(BC)*+xHdipy 


wo  BC  das  gewöhnliche  Differential  und  dtp  der  Winkel  zwischen  x 
und  x-^-dx  ist  Es  ist  aber  das  dx  der  Ausdehnungslehre  grösser 
als  das  der  Differentialrechnung,  1  er  absolute  Zahlenwert  von  dx 
ist  also  gleich  dem  Zahlen  wort  des  Bogens,  also 

V(dx)^  =  (^ 

Wir  kommen  hier  auf  den  feinen  Unterschied  zwischen  dx  und  cb. 
Es  soll  nämlich  dx  die  Richtung  und  die  Länge,  ds  nur  die  Längen- 
zahl des  Curvenbogens  angeben,   denn   nur   auf  diese  Weise  kann 
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da? 

onter  3-  eine  Strecke    (Neigungsstrecka    nach    Herrn    Grassmann) 

ds 

verstanden  werden.    Herr  Grassmaun  lässt  jedoch  iU  die  Länge  dar- 
stellen, wie  ans  dem  Satz  folgt: 


i>' 


»Dann  ist  das  zwischen  beiden  Punkten  liegende  Carvenstack 
seiner  Länge-Richtnng  nach  gleich  dx^  während  die  Länge  allein 
darch  den  correspondirenden  Zuwachs  von  «,   durch    üs   dargestellt 

wird/^  Wäre  dt  die  Länge,  so  würde  -r-  ausser  der  Richtung  die 
Yerhältnisszahl   zwischen  dz   und   d»  angeben.    Von  einer  Strecke 

dx  dx 

könnte  dann  bei  -r  gar  keine  Rede  sein.  Es  ist  also  ^  weiter 
nichts  als  der  c2«te  Teil  von  dx. 

Das   zweite  Differential   findet  man   nach   den   Principien   der 
Aasdehnungslehre  dadurch,  dass  man  AD  gleich  und  parallel 

dsr^  =  BE 

macht,  so  ist 

BD  =  d^x 

Es  fragt  sich  nun,  ob  der  numerische  Wert  von  ^x  sich  mit  dem 
durch  die  Differentiation  erhaltenen  deckt?  Da  der  absolute  Zahlen- 
wert von  dx  gleich  ds  ist,  so  wird  auch,  wenn  die  Gültigkeit  des 
gewöhnlichen  Differentiirens  als  richtig  angenommen  wird,  der  absolute 
Zahlenwert  von  d^x  gleich  d^s  sein.  Dies  tritt  nur  ein,  wenn  der 
absolute  Wert  von  x  gleich  «-{~const  ist,  was  Herr  Grassmann  durch- 
aus nicht  annimmt. 

Noch  frappanter  zeigt  sich   die  Ungültigkeit  in  folgendem  Bei- 
spiel: Es  ist 

Dieses  Product  ist  aber  nach  der  Dcfinitionsgleichung  gleich 

dx       r     dar\ 

dx 

wenn  r  der  absolute  Zahlenwert  von  x  und  -    der  absolute  Zahlen- 
*  ds 

dx 
wert  von  t-  ist.    Ea  besteht  also  die  Gleichung: 


d» 
ds 


■-4.|'|]-.,K.f)  =  2.eo.(.J) 
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di  =  d, 

ist.    Differentiren  vir  noch  einmal,  so  ist 

d*(x)*        „  r«*"  I  '^1  .  « I     ■ ''*«1        «        /"   dx-\      dt 


<i  I  cosaj  "T  I 


ds 


denn  der  Winkel    C  ^^  3:  )  ^^^  ^^^  Function  von  «  anzusehen. 


Führen   wir  nach   der   Definitionsglcichung    die   MultipHcation 
aus,  so  ist 


[ds   I  äs]  ^  Kjds )    "" 


Was  den  DiflFerentialquotionten  von  c^s  I  a;  t-  )  betrifft ,    so  wissen 

wir,  dass  cosi^x-r^  )  der  cosiuns   desjenigen  Winkels   ist,   welchen 
die  Tangente  mit  dem  Radiusvcctor,  also  mit  AO  bildet. 

Da  das  gewöhnliche  €lr^  (wenn  AO  =^  x  gesetzt  ist)  nicht  gleich 
dem  dx  der  Ausdehnungsichre  in  Bezug  auf  die  Grösse  ist,  so  wollen 
wir  dieses  gewöhnliche  ilx  mit  dr  bezeichnen.    Es  ist  also 

BO—AO^ßC=iir 
Es  wird  mithin 

C€lar\         dr 

also  nach  s  differentiirt: 

dx'>^ 


rfcos  (je,  £)      ^^ 


ds  dM^ 

Beachten  wir  diese  letzten  Gleichungen,  so  ist 


^#  =  .+<Sc.C.?)=.c»G*)  +  ^S 


Es  kann  nun  der  Fall   eintreten,  dass   cfix  senkrecht  x  steht, 
dann  ist 

^'  ds^J  =  ^ 
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Während  a  and  dot  nicht  auf  einander  senkrecht  stehen.  Es  wird 
dann 

was  ahsnrd  ist,  da  beide  Seiten  übereinstimmen  mttssten,  d.  h.  die 
rechte  Seite  müsste  auch  gleich  2  sein.  Wir  sehen  also ,  dass  die 
gewöhnliche  Anwendung  der  Differentialrechnung  zu  einem  absurden 
Resultat  führt.  Es  ist  also  die  Differentialrechnung  nicht  so  ohne 
weiteres  anzuwenden. 

Es  haben  also  die  Formeln,  welche  Herr  Grassmann  giebt,  auf 
S.  15,  16  für  die  Neigung  der  Hauptnormale  etc.  keinen  Sinn, 
sie  sind  absurd. 

In  den  Formeln  der  Theorie  der  Raumcurven  ist  die  Einführung 
der  Differentialquotienten  gänzlich  überflüssig.  Nach  Herrn  Grass- 
mann lautet  die  Gleichung  für  die  Tangente 

[(§  —  »)«']  «=  0,    wenn    x'  «  y 

ist,   was  bedeutet,  dass  die  Strecke  | — x  mit  t~  d.  h.  mit  dem  dsien 

'  ds 

Teil  von  dx  zusammenfallen  soll.    In  der  Tangente  muss  jedoch  das 

ganze  dx  liegen ,   sodass    die  Gleichung  für   die  Tangente   richtiger 

lautet 

Ein  Gleiches  zeigt  sich  bei  der  Gleichung  der  Normalebene. 

Es  möge  hier  noch  auf  eine  Unrichtigkeit  bei  der  Formel  13) 
anf  S.  10  hingewiesen  werden.  Bei  der  geometrischen  Ableitung 
der  Neigung  der  Hauptnormale  gelangt  Herr  Grass-mann  zu  der 
Formel: 

d!^xds  —  d^8dx 

a>x  = , 

dsV{d^xy  —  (dh)^ 

ohne  irgend  welche  Rücksicht  auf  die  variable  Zahlengrösse  zu 
nehmen,  da  sie  dazu  gar  nicht  benutzt  wird. .  Es  mnss  also  dieses  q>x 

mit  dem  g>x  auf  S.  10 

d!^x 

^*  ■"  V(i^x)^ 

übereinstimmen  9    was   nicht   stattfindet.    Beide    Ausdrücke    werden 

gleich,  wenn 

<2««  «  0 

in  der  ersteren  Formel  gesetzt  wird. 

iLreh.  d.  Math.  n.  Phys.    2.  Beilie.  T.  XI.  2 
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Die  Verschiedenheit  beider  Ansdrflcke  rührt  daher,  dass  in 
Fig.  22.  die  Richtung  der  Haoptnormale  GD  richtigerweise  senk- 
recht der  Tangente  AG  steht,  was  aber  in  der  Fig.  1.  dieser  Ab- 
handlung auf  10.  nicht  stattfindet. 

Wir  sind  also  zn  dem  Resultat  gehingt,  dass  die  Ausdehnungs- 
lehre ihrem  Princip,  die  geometrischen  Grössen  als  solche  zu  be- 
handeln, nicht  treu  bleibt,  dass  die  in  der  Anwendung  der  Aua- 
dehnungslehre  auf  die  Raumcurventheorie  aufgestellten  Gleichungen 
keinen  Sinn  haben,  und  dass  die  gewöhnliche  Methode  des  Differen- 
tiirens  in  der  Ausdehnungslehre  unanwendbar  ist. 

Die  Einführung  neuer  gänzlich  abstracter  Begriffe,  deren  Anzahl 
mit  jeder  neuen  Anwendung  dieser  Lehre  wächst,  kann  auf  keinen 
Fall  zur  Vereinfachung  beitragen. 

Stettin,  den  18.  Sept.  1888. 

Ernst  Schultz. 


Zum  litterarischen  Bericht  XXXVII.  S.  6  u.  7.  über  das  ,  JiOhr- 
buch  der  Elementar-Mathematik  für  höhere  Unterrichtsanstalten. 
Von  Prof.  Dr.  H.  Lorberg". 

Auf  S.  7.  Zeile  17.  18  ist  aus  Versehen  ein  falsches  Gitat  auf- 
gestellt und  dem  Verfasser  eine  Behauptung  zugeschrieben  worden, 
von  welcher  er  versichert,  dass  sie  im  Buche  nicht  vorkomme.  Zur 
Berichtigung  ist  die  gleiche  Behauptung,  aber  von  Seiten  des  Ref. 
zu  substituiren.  Es  ist  daher  die  Stelle  Z.  17—20  —  „schliesst  der 
Verfasser  etc.  .  .  .  verführt  werden?"  —  zu  streichen  und  dafür 
einzuschalten:  ,yi8t  die  Grundlage  des  Beweises  gegeben,  dass  jede 
Irrationalzahl  eine  einzige  bestimmte  Grösse  ist,  und  die  Rechnung 
mit  ihr  ohne  den  mindesten  Fehler  statthaben  kann."    Hoppe. 
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Geometrie. 

Allgemeine  Flächentheorie  (Disquisitiones  generales  circa  super- 
ficies car?as)  Ton  Carl  Friedrich  Gauss  (1827.)  Deutsch  her- 
ausgegeben Yon  A.  W  a n  g  e  r  i  n.  Leipzig  1889.  Wilhelm  Engelmann. 
62  S. 

Das  Vorliegende  ist  Nr.  5.  von  Ostwald's  Classikern  der  exacten 
Wissenschaften.  Das  Originalwerk  von  Gauss  beginnt  mit  der  Ton 
ihm  geschaffenen  Lehre  von  der  (von  französischen  Schriftstellern 
sogenannten)  sphärischen  Darstellung,  d.  1.  Abbildung  der  Flächen 
auf  der  Kugel  vom  Radius  1  nach  dem  Princip  gleichgerichteter 
Normalen.  Dann  folgt  die  Theorie  der  Berührungsebenen  und  Nor- 
malen, dann  die  Einführung  der  Begriffe  des  Krümmungsmasses  Je 
der  Fläche  in  einem  Punkte  und  der  Gesamtkrümmung  eines  be- 
grenzten Flächenstücks  a;  d.  i.  der  Grösse  seiner  sphärischen  Dar- 
stellung, ausgedrückt  durch  Jkda,  Dann  folgt  die  Theorie  der 
kürzesten  Linien  unter  vorwaltendem  Gesichtspunkt  praktisch  geo- 
dätischer Anwendung  ausgebildet  mit  Eingehen  auf  approximative 
Rechnung  mittelst  Reihenentwickelung,  womit  auch  die  Schrift 
schliesst.  Hinzugefügt  sind  Anmerkungen  des  Uebersetzers.  Zuerst 
werden  die  principiell  neuen  Elemente  ans  Licht  gestellt,  welche 
Gauss  der  noch  heute  fortbestehenden  Gestaltung  der  Theorie  hin- 
zngebracht  hat,  dann  über  die  Succession  der  Publicatiouen  seiner 
Schrift  Nachrichten  gegeben ,  dann  wird  über  die  einzelnen  Deduc- 
tionen,  welche  zumteil  nicht  die  einfachst  möglichen  sind,  Kritik 
geübt  und  die  Fortbildung  der  Gauss'schen  Grundlagen  durch  neuere 
Autoren  in  Betracht  gezogen.  H. 

▲reh.  d.  Math.  u.  Physik  2.  Reihe,  T.  XI.  S 
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Die  archimedische,  die  hyperholische  und  die  logarithmische 
Spirale.  Zum  Gebrauch  für  Studirende  an  Universitäten  und  tech- 
nischen Hochschulen  bearbeitet  von  A.  Michalitschko.  Zweite 
Auflage.  Erster  Teil.  Mit  Figurentafel.  Prag  1891.  H.  Domi- 
nicus. 

Was  die  Bezeichnung  des  Gegenwärtigen  als  „erster  Teil"  be- 
deutet, ist  durch  nichts  ersichtlich,  es  stellt  sich  als  erschöpfendes 
Ganzes  dar.  An  die  Spitze  wird  als  Definition  „einer  Classe  von 
Spiralen"  die  Polargleichung  r  =^aq>  gestellt.  Da  keine  Erwäh- 
nung davon  geschieht,  dass  an  die  Stelle  der  Potenz  jede  beständig 
wachsende  oder  abnehmende  Function  treten  kann,  so  hätte  die  Zu- 
gehörigkeit der  3  betrachteten  Spiralen  zu  jener  definirten  Classe 
auch  nachgewiesen  werden  müssen.  Es  erscheint  daher  als  nach- 
lässige Inconsequenz,  dass  die  logarithmische  Spirale,  welche  in  der 
Form 


lim(l+^)**  (n=a,) 


in  der  Tat  als  Grenzfall  der  Classe  angehört,  hier  ohne  Erwähnung 
dieser  Beziehung  schlechthin  als  Spirale  andrer  Classe  aufgestellt 
wird.  Von  jeder  dieser  3  Spiralen  einzeln  wird  die  Gleichung  auf- 
gestellt und  discutirt,  die  Construction  gelehrt,  die  Differentialglei- 
chungen, die  Berührungsgrössen,  die  Krümmung,  die  Rectificaüon 
und  Quadratur  entwickelt,  von  der  logarithmischen  Spirale  ausserdem 
die  Evolvente,  Evolute,  Fusspunktcurve,  Eatakaustika,  Antikaustika, 
Diakaustika,  Perikaustika,  Antevolute  und  Cykloidalis  in  Unter- 
suchung gezogen,  im  Anhang  auf  weitere  Eigenschaften  die  Auf- 
merksamkeit gelenkt.  Der  Nutzen  des  Buchs  für  das  Studium  der 
ebenen  Curven  ist  ein  oflenbarer:  es  wird  dadurch  den  Anfängern 
die  Anregung  gegeben  die  Natur  und  Eigenschaften  anderer  speci- 
eller  und  allgemeinerer  ebener  Curven  in  vielseitigster  Weise  zu 
untersuchen  und  dadurch  Vertrautheit  mit  der  Theorie  der  ebenen 
Curven  zu  gewinnen.  H. 

Die  Brocard'schen  Gebilde  und  ihre  Beziehungen  zu  den  ver- 
wandten merkwürdigen  Punkten  und  Kreisen  des  Dreiecks.  Von  Dr. 
A.  Emmerich,  Gymnasiallehrer  zu  Mühlheim  a.  d.  Ruhr.  Mit 
50  Figuren  im  Text  und  einer  lithographischen  Tafel.  Berlin  1891. 
Georg  Reimer.    154  S. 

Das  Vorliegende  gibt  in  systematischer  Entwickelung  und  ele- 
mentarer Herleitung  alle  bis  jetzt  entdeckten  Eigenschaften  und 
Beziehungen  der  Brocard'schen  Gebilde,  nämlich  Punkte,  Winkel 
und  Kreise,   bloss  mit  Ausschluss  der  Beziehungen  zu  den  Kegel- 
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schnitten.  Aasgehend  von  der  Aufgabe:  die  3  sich  in  einem  Punkte 
schneidenden  Transversalen  eines  Dreiecks  zu  ziehen ,  welche  mit 
den  Seiten  gleiche  Winkel  bilden  —  einer  Aufgabe,  durch  deren  2 
Lösungen  die  2  Broc.  Punkte  und  die  2  Broc.  Winkel  definirt  sind, 
werden  zuerst  Sätze  über  diese  Gebilde  selbst,  dann  über  die  Le- 
moine'schen  Kreise,  die  Tueker'schen  Kreise,  den  Taylor'schen  Kreis, 
die  Beikreise,  den  Brocard'schen  Kreis  und  das  Brocard'sche  Drei- 
eck, die  gleichbrocardischen  Dreiecke,  die  Neuberg'schen  und  die 
McCay'schen  Kreise  in  ihren  Beziehungen  zu  jenen  Gebilden  ent- 
wickelt Sämtliehe  hier  betrachteten  und  mit  vorstehenden  Namen 
bezeichneten  Gebilde  finden  ihre  Erklärung  bei  ihrer  Einführung. 
Aach  die  Methode  beausprucht  keine  Vorkenntnisse  als  elementare 
Geometrie,  Algebra  und  Trigonometrie,  bindet  sich  weder  an  Rech- 
nung noch  an  directe  geometrische  Schlüsse,  sondern  wählt  mit 
Hülfe  beider  den  einfachsten  Weg.  Die  Bestimmungsweise  schliesst 
sich  stets  direct  an  das  Dreieck,  auf  welches  die  Gebilde  Bezug 
haben,  als  Fundamentaldreieck  an,  setzt  aber  keine  Bekanntschaft 
mit  üblichen  trimetrischen  Goordinatentheorien  voraus,  noch  be- 
schränkt sie  sich  auf  irgund  welche.  Nach  allem  ist  das  Buch  selbst 
für  diejenigen,  welche  ohne  Verweilen  bei  der  Dreiecksgeometrie 
nur  in  der  Kürze  von  dem  Gegenstande  Kcuntniss  nehmen  wollen, 
ganz  geeignet,  bietet  aber  auch  durch  seine  Reichhaltigkeit  und  den 
Hinblick  auf  weitere  Forschung  Interesse  genug  für  dauerndes  Stu- 
diam.  H. 

Analytische  Geometrie  des  Punktes,  der  Geraden  und  der  Kegel- 
schnitte, nach  neueren  Methoden  dargestellt  von  Adolf  Hanner, 
ordentlicher  Professor  der  höheren  Mathematik  an  der  k.  u.  k.  tech- 
nischen Militär- Akademie  in  Wien.  Mit  127  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.    Prag  1891.    H.  Dominicas.    480  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Lehrbuch  zunächst  bestimmt  für  die 
Schüler  des  Verfassers.  Die  Gegenstände  desselben,  welche  als 
eigentliches  Ziel  des  Vortrags  erscheinen,  sind  Lehren  der  neueren 
synthetischen  Geometrie,  solche  die  der  Verfasser  für  nützlich  und 
zweckentsprechend  erachtet  hat  Die  durchgehends  angewandte 
analytische  Rechnungsform  dient  als  Mittel  der  Herleitung  und  wird 
zum  geeigneten  Organ  dafür  soweit  nötig  cultivirt.  Der  Titel  ist 
daher  nicht  zutreffend,  wenn  gleich  bei  Beachtung  der  angegebenen 
Gegenstände  kaum  misszu verstehen.  Die  Gegenstände  sind  (nach 
einleitenden  allgemeinen  Anordnungen)  folgende:  Die  Gerade  und 
der  Punkt  nebst  dem  Gesetze  der  Reciprocität ;  Punktreihen 
und  StrahlenbOschel  1.  Ordnung;  Eigenschaften  ebener  Figuren;  die 
homogenen    Goordinaten;  projectivische  Punktreihen  und  Strahlen- 

2« 
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büschel  1.  Ordnung;  Involotion;  Invarianten  nnd  Govarianten  bin&rer 
Formen-,  projectivische  ebene  Systeme;  allgemeine  Untersnchnngen 
über  Kegelschnitte;  Polarisation;  Mittelpunkt,  Asymptoten,  Durch- 
messer;  projectivische  Eigenschaften  der  Kegelschnitte:  Kegelschnitt- 
büschel nnd  Kegelschnittreihe.  H. 

Netze  znm  Anfertigen  zerlegbarer  Krystallmodelle.  Für  höhere 
Lehranstalten  und  zum  Selbstunterrichte  herausgegeben  und  er- 
läutert von  Dr.  W.  Waege,  Oberlehreram  Königstädtischen  Gym- 
nasium zu  Berlin.  Dreizehn  Tafeln  und  Text.  2.  vermehrte  und 
verbesserte  Auflage.    Berlin  1890.    R  Gaertner.    22  S. 

Die  1.  Auflage  ist  im  30.  litt.  Bericht,  S.  20  besprochen.  Die 
2.  Auflage  fügt  zum  Inhalt  der  ersten  eine  zweite  Abteilung,  be- 
stimmt für  die  nächst  höhere  Classe,  hinzu,  in  welcher  13  neue 
und  weniger  einfache  Krystallformen  behandelt  werden.  Ueber  die 
Befestigung  der  Stücke  beim  Gebrauche  ist  diesmal  gesagt,  dass  eine 
Stricknadel  vertical  hindurchgesteckt  meistens  zum  Aneinanderhalten 
genügt  H. 


Optik,  Akustik  and  Elasticität 

üebersichtliche  Darstellung  der  mathematischen  Theorien  über 
die  Dispersion  des  Lichtes.  Einheitlich  und  leicht  fasslich  entwickelt 
von  Adalbert  Breuer,  k.  k.  Professor  in  Trautenan,  Böhmen. 
Erster  Theil.  Normale  Dispersion.  Mit  einer  Figurentafel.  Han- 
nover 1890.    J.  Bacmeister.    50  S. 

Nachdem  die  Gesetze  der  Schwingungen  des  freien  Aethers  be- 
rechnet sind,  werden  die  Theorien  der  Dispersion  von  Cauchy, 
Powell,  Brochy  Bedtenbacher,  Eisenlohr,  Christoffel,  Briot,  G.  Neu- 
mann und  Boussinesq  entwickelt  und  die  hauptsächlichen  historischen 
Notizen  dazu  gegeben.  Der  Verfasser  hofft  durch  seine  Bearbei- 
tungsweise das  Verständniss  erleichtert  zu  haben.  Sollte  dies  indes 
auch  nicht  für  jedermann  der  Fall  sein ,  so  bietet  doch  die  Zusam- 
menstellung gewiss  eine  Erleichterung  des  Studiums.  Zugaben  sind : 
die  empirischen  Formeln  von  Ketteier  und  die  Approximationsglei- 
chungen der  Aetherbewegung.  H. 


Die  Spectralanalyse  in  einer  Reihe  von  sechs  Vorlesungen  mit 
wissenschaftlichen     Vorträgen.       Von    H.    E.    Roscoe.      Dritte 


Litterarücher  Bericht  XLIL  23 

Auflage.  Neu  bearbeitet  vom  Verfasser  nnd  Arthur  Schuster. 
Mit  123  Holzstichen,  Chromolithographien,  Spectraltafeln  etc.  Braun- 
schweig 1890.    Friedrich  Yieweg  und  Sohn.    466  S. 

Der  Vortrag  zeichnet  sich  durch  Einfachheit,  Klarheit  und  Con- 
cinnität  aus.  Charakteristisch  ist  indes,  dass  er  ohne  Ruhepunkt  von 
Anfang  bis  Ende  gleichmässig  fortgeht.  Beschreibung  der  Experi- 
mente und  Vorgänge  und  Theorie  begleiten  einander  beständig; 
resnltirende  Sätze,  Einteilung,  theoretischen  Fortschritt  gibt  es  nicht 
zu  verzeichnen.  Die  Experimente  entsprechen  unmittelbar  der  De- 
monstration in  den  Vorlesungen;  ihre  Abbildungen  stellen  recht 
deutlich  das  Aufzufassende  in  den  Vordergrund.  Auch  die  Geschichte 
der  Entdeckungen  ist  ganz  in  den  doctrinären  Vortrag  verwebt  Die 
3.  Auflage  ist  wesentlich  umgearbeitet,  und  sind  darin  die  neuen 
Entdeckungen,  soweit  sie  als  gesichert  gelten,  aufgenommen. 

H. 


Handbuch  für  Spectroskopiker  im  Cabinet  und  am  Fernrohr. 
Praktische  Winke  für  Anfänger  auf  dem  Gebiete  der  Spectralana- 
iyse.  Von  Nicolaus  von  Konkoly,  Dr.  phil.,  Ritter  des  eis. 
Kronenordens  III.  Cl. ,  Beisitzer  Sr.  Maj.  des  Kaisers  von  Oester- 
reich  grosser  goldenen  Medaille  für  Kunst  u.  Wiss.,  Mitglied  vieler 
gelehrten  Gesellschaften  und  Akademien  etc.  Mit  335  Holzschnitten 
im  Texte.    Halle  a.  S.  1890.    Wilhelm  Knapp.    560  S. 

Der  Verfasser  begründet  den  Anspruch  des  gegenwärtigen  Werkes 
darauf,  dass  es  neben  allen  vorhandenen  Werken  über  Spectroskopie 
noch  einem  Bedürfnisse  entspreche,  hauptsächlich  durch  die  darin 
gegebenen  praktischen  Winke  für  Anfänger.  Da  es  überdies  mit 
besonderer  Berücksichtigung  des  Schulgebrauchs  abgefasst  ist,  so 
wird  gewiss  niemand  geneigt  sein,  die  Mühe  einer  neuen  Bearbeitung 
des  Lehrstoffs  für  nutzlos  zu  erklären.  In  den  einzelnen  Haupt- 
abschnitten wird  behandelt:  die  Einrichtung  eines  spectroskopischen 
Laboratoriums;  Präcisions-Hülfsapparate;  die  Spectroskopie;  die 
Messapparate  zu  denselben;  Spectralphotometer  und  Spectroskope 
für  specielle  Untersuchungen;  die  Fernröhre,  ihre  Unterbringung 
nnd  ihre  Triebwerke;  die  Sternwarten  im  allgemeinen.  Bei  der 
Herstellung  des  Werkes  haben  dem  Verfasser  als  Hülfe  gedient: 
SchcUen's  Spectralanalyse,  Kayser's  Spectralanaljse  und  die  Abhand- 
lungen von  Hugo  Krüss.  H. 


Grundzüge  einer  neuen  Musik-Theorie      Von  Joachim  Stei- 
ner.   Wien  1891.    Alfred  Holder.    89  S. 
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Einführung  in  die  Elemente  der  physikalischen  Musiktheorie. 
Ein  Beitrag  von  Dr.  Leopold  Austerlitz,  k.  u.  k.  Oberlieute- 
nant im  Artillerie-Stabe,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  k.  u.  k. 
Militär-Oberrealschnle.    11  S. 

Es  handelt  sich  um  die  Verwendung  rein  harmonischer  Inter- 
valle für  die  Musik  und  die  dazu  erforderliche  Stimmung  der  Scalen. 
Die  Abschnitte  der  Schrift  sind  folgende:  Feststellung  einiger  Grund- 
begriffe; Kritik  der  Grundformen,  Ton  Verwandtschaft;  einfache  Quint- 
systeme, classische  Diatonik,  Chromatik;  harmonisches  Tonsysteni; 
Enharmonik;  Zergliederung  der  siebenstufigen  Tonleitern;  Paralle- 
lismus und  Reciprocität ,  melodische  Freizügigkeit;  die  wichtigsten 
Accorde;  verschiedene  Ergänzungen;  Notenschrift,  Historisches; 
temperirte  Stimmung;  das  Problem  der  reinen  Stimmung.       H. 

Grundriss  der  Festigkeitslehre.  Zum  Gebrauch  an  Handwerker- 
schulen, insbesondere  Baugewerk-  und  Maschinenbauschulen  sowie 
zum  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Dr.  E.  Glinzer,  Lehrer  der 
Allgemeinen  Gewerbeschule  und  der  Schule  für  Bauhandwerker  in 
Hamburg.  Mit  91  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  mehreren 
Tafeln,  sowie  mit  zahlreichen  Uebungsbeispielen  und  Aufgaben. 
Dresden  1890.    Gerhard  Kühtmann.    123  S. 

Nach  Aeusserung  im  Vorwort  soll  das  Buch  beide  Extreme 
meiden,  welche  der  Verfasser  in  den  vorhandenen  Hülfsmitteln  ge- 
funden habe,  indem  die  einen  blosse  Regeln  geben,  die  andern  in  der 
Theorie  zu  weit  gehen.  Die  bezeichnete  Kluft,  wofern  sie  existirt, 
ist  erklärlich,  da  der  Lehrer  nicht  gern  bei  unzureichender  Be- 
gründung stehen  bleiben  würde.  Factisch  aber  kann  man  bemerken, 
dass  im  technischen  Unterricht  gewöhnlich  eine  Mittelstufe  beliebt 
wird,  dass  aber  ein  langsamer  Fortschritt  zugunsten  der  theoreti- 
schen Bildung  Platz  greift.  Man  macht  die  Erfahrung,  dass  die 
Theorie  nicht  bloss  ein  tieferes  Verständniss  eröffnet,  worauf  wol 
Mancher  gern  verzichtet,  sondern  auch  die  Aneignung  des  Lehrstoffs 
sehr  erleichert.  Bei  theoretischer  Ausbildung  handelt  es  sich  aber  nicht 
allein  um  Begründung  der  einzelnen  Lehren,  von  der  das  Vorwort 
allein  spricht,  viel  wichtiger  ist  die  klare  Auffassung  der  Begriffe 
und  ihrer  Beziehungen.  Dass  die  Lehre  von  der  Festigkeit  nicht 
ohne  Eingehen  auf  die  Lehre  von  der  Elasticität  dargelegt  werden 
kann,  ist  leicht  zu  sehen,  und  das  vorliegende  Lehrbuch  versäumt 
nicht  über  letztere  das  nötige  beizubringen.  Wie  sich  aber  beide 
Begriffe  zu  einander  verhalten,  davon  sagt  es  kein  Wort.  Zu  Anfang 
wird  Festigkeit  so  erklärt,  dass  nicht  f'estigkeit  sondern  nur  Elasti- 
cität der  Angabe  entspricht.    Weiterhin  werden  als  Aufgaben  der 
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Festigkeitslehre  drei  aufgestellt:  die  dritte  ist  eine  Frage  der  Elasti- 
cität,  welche  den  beiden  ersten  schon  zngrnnde  liegt,  hier  aber,  wo 
sie  am  Ende  steht,  als  neugierige  Nebenfrage  erscheint.  Jedenfalls 
ist  der  Verfasser  nicht  bestrebt  gewesen  aber  die  Begriffe  aufzu- 
klären, was  hier  innerhalb  der  Sphäre  der  niedrigsten  Technik  hätte 
leicht  geschehen  können.  Der  Reihe  nach  wird  behandelt:  Zug- 
festigkeit, Zerdrückungsfestigkeit ,  Schubfestigkeit,  Biegungsfestig- 
keit, Drehungsfestigkeit,  Zerknickungsfestigkeit.  Jedem  Abschnitt 
sind  Uebungsbeispiele  hinzugefügt.  Zwei  Anhänge  geben  numerische 
Tabellen.  Hoppe. 


Erd-  and  Himmelskunde. 

Die  Wettervorhersage.  Eine  praktische  Anleitung  zur  Wettor- 
Torhersage  auf  Grundlage  der  Zeitungswetterkarten  und  Zeitungs- 
wetterberichte für  alle  Berufsarten.  Im  Auftrage  der  Direktion  der 
deutschen  Seewarte  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  W.  J.  van  Bebber, 
Abtheilungsvorstand  der  deutschen  Seewarte.  Mit  zahlreichen  Bei- 
spielen und  103  Abbildungen.  Stuttgart  1891.  Ferdinand  Enke. 
171  S. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  grosse  Aufgabe,  die  Erfolge  der 
wissenschaftiichen  Meteorologie  dem  ungelehrten  Volke  zugänglich 
zu  machen.  Er  constatirt  zunächst,  dass  das  Publicum,  obgleich  es 
beständig  in  dem  Elemente  der  Wettererscheinungen  lebt,  doch  so 
gut  wie  keine  Kenntniss  von  den  neuern  Fortschritten  erhalten  hat, 
und  nach  wie  vor  die  irrigen  Vorstellungen  und  Vorurteile  geblieben 
sind,  und  schreibt  den  Grund  davon  allein  dem  Umstand  zu,  dass 
noch  keine  gemeinverständliche  Mitteilung  von  Seiten  Kundiger  ver- 
öffentlicht worden  ist.  Einen  tiefern  und  allgemeinem  Grund  aber 
lässt  er  unerwähnt,  und  doch  ist  gerade  dieser  geeignet  das  Ver- 
dienstiiche  des  gegenwärtigen  Unternehmens  ins  Licht  zu  stellen. 
Die  meisten  Menschen  sind  wie  bekannt  sehr  abgeneigt  sich  das 
Gesehene  im  natürlichen  Zusammenhange  vorzustellen  und  daraus 
Belehrung  zu  schöpfen;  nichts  lehrende  Regeln  sind  ihnen  meist 
lieber.  Der  Reisende  verlangt  nach  einer  gleichen  Landeszeit,  ob- 
gleich ihm  diese  die  Möglichkeit  raubt  aus  der  Bahnhofsuhr  die 
Länge  des  Ortes,  wo  er  sich  befindet,  zu  erkennen,  und  trotzdem  er 
an  jeder  Landesgrenze  durch  die  unregelmässige  Zeitdifferenz  vexirt 
wird.  Für  die  Fragen  des  Mondwechsels,  die  eine  einfache  An- 
schauung dessen,  was   man  täglich  sieht,  von   selbst   beantworten 
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Würde,  werden  Regeln  aufgestellt,  die  keine  Belehrung  geben.  Diese 
Scheu  vor  dem  Denken,  welche  bei  den  gewöhnlichen  Erscheinungen 
weit  grösser  ist,  als  bei  entferntem  und  tiefern  Fragen,  würde  auch 
in  der  Meteorologie  alle  Belehrung  unwirksam  machen.  Doch,  ist 
auch  die  Zahl  derjenigen,  die  für  den  Zusammenhang  der  alltäglichen 
Erscheinungen  Interesse  haben,  gering,  so  ist  es  um  so  wichtiger, 
dass  wenigstens  diese  Wenigen,  darauf  aufmerksam  gemacht  werden, 
wie  sie  ohne  tieferes  Studium  sich  eine  Fähigkeit  aneignen  können, 
die  ihnen  fürs  ganze  Leben  Gewinn  bringt  Dass  dies  sehr  selten 
geschieht,  ist  erklärlich;  denn  dem  Autor  kommt  hierin  keine  Nach- 
frage entgegen.  Um  so  höher  ist  jede  Stimme  zu  schätzen,  die  sich 
dafür  erhebt,  und  jede  Arbeit,  die  dem  genannten  Zwecke  gewidmet 
ist  Auch  das  gegenwärtige  Werk  gehört  zu  diesen  seltenen  Unter- 
nehmungen; sein  höchster  Wert  liegt  darin,  dass  es  für  die  Auf- 
fassung der  gewöhnlichen  Erscheinung,  der  beständigen  Umgebung 
des  Menschen  im  causalen  Zusammenhange,  obgleich  derselbe  von 
den  Wenigsten  gesucht  wird,  eintritt  Die  Meteorologie  ist  natür- 
lich in  anderm  Falle  als  andere  Zweige  der  Naturwissenschaft:  sie 
bedarf  einer  weit  ausgedehnteren  empirischen  Basis.  Um  den  Leser 
mit  dieser  vertraut  zu  machen,  war  es  nötig  das  ganze  Verfahren 
der  meteorologischen  Anstalten  darzulegen.  Dies  ist  im  ersten  Ab- 
schnitt geschehen.  Dann  folgt  die  causale  Beurteilung  der  in  den 
Wetterkarten  dargebotenen  empirischen  Grundlage,  die  Bedeutung 
der  Maxima  und  Minima  des  Luftdrucks  und  der  Zugstrassen  im 
allgemeinen.  Dann  werden  insbesondere  betrachtet  Gebiete  mit 
hohem,  dann  mit  niedrigem  Luftdruck,  dann  die  einzelnen  Zug- 
strassen bei  kälterer  und  bei  wärmerer  Jahreszeit,  dann  zur  Auf- 
stellung von  Wettervorhersagen  auf  Grundlage  der  Wetterkarten 
Anleitung  gegeben,  dann  gezeigt,  wie  örtliche  Betrachtungen  (über 
Temperatur,  Wind,  Luftdruck  u.  s.  w.)  dabei  zu  berücksichtigen 
sind.    Von  allen  Beurteilungen  werden  zahlreiche  Beispiele  gegeben. 

H. 


Zeitgleichungs-Zifferblatt  Von  Dr.  0.  El  ein  stück.  Jena 
(1891).    Fr.  Mauke  (A.  Schenk). 

Auf  einer  Tafel  (33  X  28ctm)  sind  um  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  welcher  die  Minuten  einer  Stunde  von  — 30  bis  30  zählt, 
2  Zeiger  drehbar.  Innerhalb  des  Kreises  verfolgt  eine  Curve  die 
Monate  und  Tage  eines  Jahres.  Die  Differenz  der  mittleren  und 
wahren  Zeit,  gibt  nun  das  Ende  des  messingenen  Zeigers  an,  wenn 
derselbe  über  den  Curvenpunkt  des  betreffenden  Tages  geht.  Der 
eiserne  Zeiger  soll  dazu  dienen,  sich  die  sog.  Einheitszeit,  d.  i.  die 
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mittlere  Zeit  des  15ten  Meridians  östlich  von  Oreenwich,  za  ver- 
g^enwärtigen,  indem  man  ihn  entsprechend  der  Längendi£ferenz  yor 
oder  hinter  den  messingenen  stellt.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Rendiconto  deir  Accademia  delle  scienze  fisiche  e  matematiche 
(Sezione  della  Societä  Reale  di  Napoli).  Serie  2«.  Vol.  lY.  Anno 
XXIX.    Napoli  1890. 

Der  4.  Jahrg.  der  2.  Reihe  enthält  folgende  mathematische  Ar- 
beiten. 

y.  Reina:  Ueber  die  Theorie  der  Normalen  einer  Fläche. 

A.  Forti:  Nene  Tafeln  der  hyperbolischen  Functionen,  welche 
den  doppelten  Sector  znm  Argument  haben.    (Bericht.) 

G  Torelli:  Ueber  eioige  partielle  Differentialgleichnngen.  — 
Ueber  eine  Formel  von  Halphen  bezftglich  der  Transformationen 
der  linearen  Differentialgleichnngen.  —  Ausdehnung  eines  Satzes 
Ton  Riemann  bezQglich  des  Quotienten  der  YoUen  elliptischen  Inte- 
grale 1.  Gattung.  —  Nekrolog  auf  Raffaele  Rubini,  Terfasser 
von  ,,Trattato  di  geometria  analitica^S  „Complementi  di  a]gebra*\ 
,^ementi  di  calcelo  infinitesimale^^  und  ,,Teoria  delle  forme  alge- 
briche". 

G.  Pirondini:  Von  einer  besondem  geometrischen  Transfor- 
mation. 

y.  Mollame:  Ueber  den  casus  irrednctibilis  der  kubischen 
Gleichung. 

A.  Gapelli:  Ueber  die  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
mehrerer  yariabeln.  H. 


American  Journal  of  MathenuUics.  Simon  Newcomb  Editin*. 
Thomas  Graig  Associate  Editor.    yoL  XIII.    Baltimore  1891. 

Der  13.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

M.  W.  Haskell:  Ueber  die  zu  derCunre  X'fi+f»'f^+^^— 0 
im  projecüTen  Sinne  gehörende  mehrfache  Ueberdecknng  der  Ebene. 
—  Gayley:  Ueber  eine  lösbare  Gleichung  5.  Grades.  —  0.  Bolza: 
Ueber  die  Theorie  der  Substitutions-Gmppen  und  ihre  Anwendungen 
auf  algebraische  Gleichungen  —  IL  d'Ocagne:  Einige  Eigessdiaftea 
der  Zahlen  JKmF.   —    P.  Appell:   Ueber  die  GeaeCze  der  eeafnden 
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Kräfte,  welche  den  Angriffsponkt  bei  allen  Anfangsbedingungen  einen 
Kegelschnitt  beschreiben  lassen.  —  H.  Taber:  lieber  gewisse  Iden- 
titäten in  der  Theorie  der  Matricen.  —  W.  C.  L.  Gor  ton:  Systeme 
anf  einer  Fläche  normaler  Strahlen.  —  F.  Morley:  Ueber  die 
Epicykloide.  -—  H.  P.  Manning:  Rednction  von 

dx  Mdy 

anf 


■Va  (i+mx^)  (i  +  nx^)  Vd  -  jr«)  {1  — A:«y«) 

dnrch  die  Substitution 


m 


2  ^   «  +*y* 


J.  C.  Fields:  Einfacher  Beweis  des  Reciprocitäts-Satzes  ans  dem 
Ganss'schen  Kriterium.  —  Ausdrücke  für  Bernoulli'sche  und  Euler- 
sche  Zahlen  in  ihrer  Beziehung.  —•  P.  A.  McMahon:  Dritte  Ab* 
handlung  über  eine  neue  Theorie  der  symmetrischen  Functionen. 
—  J.  Perott:  Bemerkung  zum  Euklid*schen  Satze  über  die  Unend- 
lichkeit der  Anzahl  der  Primzahlen.  —  K.  Pearson:  „Acther- 
spritzcn^^  (Eine  kosmische  Hypothese).  —  G.  H.  Chapman:  Ueber 
die  Matrix,  welche  einen  Vector  darstellt.  -  F.  Brioschi:  Ueber 
eine  neue  Form  der  Modulargleichung  8.  Grades.  H. 


Nieuw  Archief  voor  Wiskunde.    Deel  XVIII.  XIX.    Amsterdam 
1891.    Sikken  en  Co.  . 

Der  18.  u.  19.  Band  enthalten  folgende  Abhandlungen. 

G.  Schonten:   Lös.  Pr.  Aufg.  6.  7.     (Pendelndes   Rotations- 
ellipsoid)  (Centralbewcgung  für  eine  Kraft  von   der  Form  Ar*^)  18 

—  P.  H.  Schonte:  Nachschrift  zu  ersterer.  18.  —  W.  vanLoghem: 
Ort  der  Punkte  einer  in  ihrer  Ebene  bewegten  Scheibe,  deren  plötz- 
liche Befestigung  die  lebendige  Kraft  auf  -  ihres  Wertes  bringt  18. 

—  F.  J.  van  den  Berg:  Ueber  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die 
Teile  einer  willkürlich  geteilten  Geraden  zwischen  gegebenen  Grenzen 
liegen  —  und:  dass  sie  ein  geschlossenes  Vieleck  einschliessen 
können.  18.  —  Ueber  reciproke  Polcurven.  —  Ueber  eine  in  der 
Geodäsie  anwendbare  Aufgabe.  —  Die  ältesten  Rechentafeln  der 
Welt.  19.  —  W.  Mantel:  Ueber  Bewegungsmomente.  Eine  Me- 
thode. —  Th.  B.  vanWettum:  Ueber  die  Quaternionen-Matrix. 
18.  —  R.  J.  Escher:  Theorie  der  algebraischen  Functionen.  18.— 
J.  E.  Kluyver:  Lös.  Aufg.  7.  (Gomplex  der  Geraden  auf  einer 
Fläche  2.  Grades,  die  durch  7  willkürliche  Punkte  geht).  19.  — 
A.  A.  Nijland:  Logarithmische  Coordinaten.  19.  —  C.  Krediet: 
Lös.  Aufg.  12.  (4  sich  anziehende  Punkte  in  gesuchter  anfänglicher 
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Stellung  nnd  Geschwindigkeit  sollen  constanten  Abstand  behalten) 
19.  —  J.  M.  Thiel:  Neuer  Beweis  des  Satzes  von  Enler,  bewiesen 
für  convexe  Körper.  19.  —  6.  J.  D.  Mounier:  Beweis  eines  Satzes 
aas  der  höhern  Algebra  —  Vollständige  Berechnung  des  Schimmel- 
Spiels.  19.  —  H.  Ekama:  Eine  Eigenschaft  der  Binomialcoeffici- 
enten.  —  Das  Schimmelspiel.  19.  ~  P.  Molenbreek:  Ueber  die 
geometrische  Darstellung  imaginärer  Punkte  im  Baume.  19.  — 
L.  van  Elfrinkhof:  Auflösung  linearer  Yector-Gleichungen  in  be- 
sondern Fällen.  —  Bemerkungen  zur  Abhandlung  von  Wettum  über 
Quatemionen-Matricen.  19.  —  P.  J.  Helwig:  Construction  einiger 
Systeme  der  Ecktransversalen  des  ebenen  Dreiecks.  19.  H. 

Annuaire  pour  Tan  189*2.  Publi6  par  le  Bureau  des  Longitu- 
des.  Avec  des  notices  sciontifiques.  Prix  1  fr.  50  c.  Paris. 
Gauthier-Villars  et  fils. 

Outre  les  renseignements  pratiques  qu'il  contient  chaque  annee, 
TAnnuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1892  renferme  des  ar- 
ticles  dus  aux  savants  les  plus  illustres  sur  les  Monnaies,  la  Stati- 
stique,  la  Geographie,  la  Min6ralogio,  etc.,  enfin  les  Notices  suivantes : 
Notice  sur  la  3*  r^union  du  Comit6  international  permanent,  pour 
Tex^cution  photographique  de  la  Carte  du  Ciel ,  ä  TObservatoire  de 
Paris,  en  avril  1891;  par  le  Gontre-Amiral  Mouche z.  •—  Notice 
sur  la  Lune  et  son  acc^l^ration  s^culaire;  par  F.  Tisserand.  — 
Session  de  TAssociation  geod6sique  internationale,  tenue  ä  Floreuco, 
le  8  octobre  1891;  par  A.  Bouquet  de  la  Grye.  —  Les  Gbscr- 
vatoires  de  montagne.  Un  Observatoire  au  Mont-Blanc;  par  J. 
Janssen.  —  Sur  la  Miro  lointaine  de  TObservatoire  de  Nico;  par 
A.  Cornu.  —  Discours  prononcös  ä  l'inauguration  de  la  statue  du 
Chevalier  de  Borda,  ä  Dax,  le  dimanche  24  mai  1891;  par  A.  Bou- 
quet de  la  Grye  et  le  Vice-Amiral  Paris.  In-18  de  v-876  pages, 
avec  figures  et  2  Cartes  magn^tiques. 

Gauthier-Villars  et  fils. 
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Getchlehte  der  Mathematik  und  Physik. 

Adam,  W.,  Geschichte  d.  Rechnens  u.  d.  Rechenanterrichts. 
Zum  Gebranch  an  gehobenen  a.  höheren  Lehranstalten,  sowie  auch  bei 
der  Yorbereitg.  auf  die  Mittelschallehrer-  n.  Rektoratsprflfg.  bearb. 
Quedlinburg,  Yieweg's  Buchh.    2  Mk.  40  Pf. 

Gantor,  M.,  Vorlesungen  flb.  Geschichte  der  Mathematik. 
2.  Bd.    Von  1200—1668.    1.  Tbl.    Leipzig,  Teubner.    14  Mk. 

Grotefend,  H.,  Zeitrechnung  d.  deutschen  Mittelalters  u.  der 
Neuzeit.  1.  Bd.:  Glossar  u.  Tafeln.  Hannover,  Hahn'sche  Buchh. 
16  Mk. 

Villicus,  F.,  die  Geschichte  der  Rechenkunst  vom  Alterthume 
bis  zum  XVIII.  Jahrh.  m.  besond.  Rflcksicht  auf  Deutschland  u. 
Oesterreich.  Mit  Illustrat  u.  e.  tabellar.  Zusammenstellg.  t.  Zahl- 
wörtern aus  72  Sprachen,  nebst  Zählungssystemen  v.  altamerik. 
Völkersummen.    2.  Afl.    Wien,  Gerold's  S.    2  Mk.  80  Pf. 


Methode  und  Princlpien. 

Gef,  W.,  die  Wellen  der  Schwerkraft  u.  ihre  Wirkgn.  auf  die 
Wellen  der  Elektrizität,  d.  Lichts  u.  auf  die  Körper.  Heidelberg, 
A.  Siebert    1  Mk. 

Geigel,  R.,  Gedanken  üb.  Molecularattraction.  Wflrzburg, 
Stahel.    30  Pf. 

Glasmacher  u.  Schmitz,  Anleitung  zum  Rechenunterricht 
unter  Zugrundelegung  der  „Neuen  Ausgabe^^  d.  Rechenbuches  der 
Verff.    Strassburg,  Heitz.    Kart.    1  Mk.  60  Pf. 


Haner,  L.  n.  A.  Sulzbacher,  praktische  Anweisang  zar  Er- 
teiloDg  d.  Rechenanterrichts  in  der  Volksschale.  Ein  Handbuch  f. 
Lehrer  u.  Seminaristen.  Neuwied,  Henser's  Verl.  Geb.  2  Mk. 
20  Pf. 

Heinze  u.  Hühner,  Methodik  d.  Rechnens.  Lehrer- Ausgabe 
d.  Rechenbuches  A.  Aufgaben  u.  Auflösgn.  7  Hefte  u.  Anh.  zum 
4.  Heft    2.  Aufl.    Breslau,  Görlich's  Verl.    6  Mk.  35  Pf. 

Räther,  H.,  Theorie  u.  Praxis  d.  RechenunterHchts.  Im  An- 
schlnss  an  das  Uebungsbuch  f.  mflndl.  u.  schriftl.  Rechnen,  v.  H. 
Rftther  u.  P.  Wohl  bearb.  2.  Tl.  Die  Zahlreihe  1—100000  u.  die 
mehrfach  benannten  Zahlen.    Breslau,  E.  Morgenstern,  Verl.    2  Mk. 

Simon,  M.,  zu  den  Grundlagen  der  nicht-euklidischen  Geometrie. 
Strassbnrg,  Strassb.  Druckerei  u.  Yerlagsanstalt.    2  Mk. 

Sammlungen« 

Braesicke,  E.  D.,  der  deutsche  Rechenmeister.  16.  Afl. 
9.— 16.  (Schluss-)Lfg.  Strassbnrg,  Strassb.  Druckerei  u.  Yerlags- 
anstalt   k  25  Pf.;  kplt  4  Mk.;  geb.  4  Mk.  50  Pf. 

Heis,  E,  Sammlung  v.  Beispielen  u.  Aufgaben  aus  der  allgem. 
Arithmetik  u.  Algebra.    83.-85.  Aufl.     EOln,  DuMont-Schauberg. 

3  Mk. 

Heller,  J.  F.,  methodisch  geordnete  Sammlung  ▼.  Aufgaben  u. 
Beispielen  aus  der  darstellenden  Greometrie  f.  Realschulen.  1.  Thl. 
Fflr  d.  5.  Classe.    Wien,  Holder.    1  Mk.  80  Pf. 

Kleyer,  A.,  yollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst,  der  niederen  u.  höheren  Mathematik,  der 
Physik  etc.    998.— 1057.  Hft.    Stuttgart,  Jul.  Maier.    ä  25  Pf. 

Müller,  E.  R.,  Lehrbuch  der  planimetrischen  Konstruktions- 
aufgaben,  gelöst  durch  geometr.  Analysis.  2.  Tl.:  Aufgaben,  gelöst 
m.  Anwendg.  der  Proportionslehre.  Bearb.  nach  System  Kleyer. 
Ebd.    4  Mk. 

Wallentin,  F.,  methodisch  geordnete  Sammlung  Y.Beispielen 
u.  Aufgaben  aus  der  Algebra  u.  allgemeinen  Arithmetik  f.  die  oberen 
Classen  der  Mittelschulen,  Lehrer-Bildungsanstalten  u.  anderen  gleich- 
stehenden Lehranstalten.     3.  Aufl.    Wien,  G.   Gerold's   S.     Geb. 

4  Mk.  20  PI 

Wrobel,  E.,  Uebungsbuch  z.  Arithmetik  u.  Algebra,  enth.  d. 
Formeln,  Lehrsätze  u.  Auflösungsmethoden  in  systemat  Anordnung 
u.  e.  grosse  Anzahl  t.  Fragen  u.  Aufgaben.  2  Tl.  nebst  Anh.  Pensum 
d.  oberen  Classen  höherer  realist  Lehranstalten.  Rostock,  Werther. 
2  Mk.  20  Pf. 

—  dasselbe.  Anhang  allein.  Ebd.  80  Pf.;  Resultate  dazu. 
60  Pf. 


Tabellen. 

Gauss,  F.  6.,  ffinfstellige  vollständige  logarithmische  n.  trigo- 
nometrische Tafeln.  35.  Aufl.  Halle,  Strien  Verl.  Geb.  2  Mk. 
60  Pf. 

—    Kleine  Ausg.    3.  Aufl.    Ebd.    Geb.    1  Mk.  60  Pf. 

Gravelius,  H.,  vierstellige  logarithmisch-trigonometrische  Ta- 
feln f.  d.  Decimalteilong  der  Quadranten,  nebst  Tafeln  der  Logarith- 
men der  Zahlen,  Antilogarithmen,  Tafeln  der  Zahlenwerte  der  trigo- 
nometr.  Functionen,  Gauss'schen  Logarithmen,  Quadrattafeln  und 
Logarithmen  d.  Hyperbelfunctionen.  Berlin,  Dttmmler's  Verl.  1  Mk. 
50  Pf. 

Hon 61,  G.  J.,  fanfstellige  Logarithmentafeln  d.  Zahlen  n.  der 
trigonometrischen  Functionen,  nebst  den  Gaussischen  Additions-  u. 
Subtractionslogarithmen  u.  verschiedenen  Halfstafeln.  Berlin,  Alb. 
Gohn.    2  Mk. 

Köhler,  £.  T.,  Manuale  logaritmico-trigonometrico.  9.  ed. 
italiana.    Leipzig,  Tauchnitz.    3  Mk. 

Lflning,  Th.,  Koppel-Tafeln  nach  Viertel-Strichen  u.  Geraden, 
nebst  ErklArg.  u.  Gebrauchs-Anweisung.  Bis  zu  Distanzen  v.  500 
Seemeilen  erweitert.    Flensburg,  L.  P.  H.  Maass.  Geb.  3  Mk.  50  Pf. 

Schlömilch,  0., ftlnfstellige  logarithmische  u.  trigonometrische 
Tafeln.    Grosse  Ausg.    4.  Aufl.    Braunschweig,  Vieweg  &  S.    2  Mk. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysls. 

Diviö,  F.,  die  sieben  Rechnungsarten  m.  allgemeinen  Zahlen. 
Auf  Grundlage  der  Anschauung  u.  unter  Anwendg.  verallgemeinerter 
Definitionen  nach  einheitl.  Plane  dargestellt.  Wien,  Pichler's  W. 
AB.    S  Mk.  60  Pf. 

Fnss,  K.,  Lehrbuch  der  Buchstabenrechnung  u.  Algebra  f.  den 
Schul-  n.  Selbstunterricht  3.  Aufl.  1.  Tl.  Nürnberg,  Korn'sche  B. 
3Mk. 

Gegenbauer,  L.,  tlb.  die  Ringfunktionen.  Leipzig,  Freytag. 
60  Pf. 

—  zur  Theorie  der  regulären  KettenbrQche.  Ebd.  1  Mk. 
50  Pf. 

--    zur  Theorie  der  Näherungsbrttche.    Ebd.    1  Mk.  50  Pf. 

Grassmann,  R.,  die  Zahlenlehre  od.  Arithmetik,  der  niedere 
Zweig  der  Analyse.  1.  Zweig  der  Formenlehre  oder  Mathematik. 
Stettin,  Grassmann.    4  Mk. 

Kohn,  G.,  zur  Theorie  der  associirten  Formen.  Leipzig,  Frey- 
tag.   60  Pf. 


Eflhl,  J.  H.,  Leitfaden  der  Arithmetik  u.  Algebra.  Ffir  den 
Schul-  n.  Selbstunterricht  bearb.  2.  Tl.  Hamburg,  Eriebel.  Kart. 
3Mk. 

Mai  er,  J.  6.,  Lehrbuch  der  Elementar- Arithmetik  zum  Ge- 
brauch in  Schulen,  Lehrerbildungsanstalten  u.  beim  Selbstunterricht 
1.  TL  Das  Rechnen  m.  absoluten  Zahlengrössen.  2.  Aufl.  Stutt- 
gart, Gundert    4  Mk. 

Mansion,  M.  P.,  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
1.  Ordnung.  Vom  Verf.  durchges.  u.  verm.  deutsche  Ausg.  Mit 
Anhängen  von  S.  y.  Eowalewsky,  Imschenetzky  u.  Darboux.  Hrsg. 
Y.  H.  Maser.    Berlin,  Springer.    12  Mk. 

Molenbroek,  P.,  Theorie  der  Quaternionen.  Leiden,  Brill. 
7Mk. 

Neumann,  E.  W.,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  u. 
Algebra.  6.  Aufl.  Bremen,  Heinsius  Nachf.  2  Mk.  80  Pf.;  geb.  3  Mk. 
20  Pf. 

Scheffler,  H.,  Beiträge  zur  Zahlentheorie,  insbesondere  zur 
Kreis-  u.  Kugelteilung,  m.  e.  Nachtrage  zur  Theorie  der  Gleichgn. 
Leipzig,  Fr.  Förster.    6  Mk. 

Staudacher,  H.,  Lehrbuch  der  Grundrechnungsarten  m.  Buch- 
stabengrössen.  2.  Tl.:  Elemente  der  Zahlenlehre.  Dezimal-  u.  Ket- 
tenbrttche  u.  Rechnung  m.  unvollständ.  Zahlen.  Bearb  nach  System 
Kleyer.    Stuttgart,  Jul.  Maier.    5  Mk. 

U  h  1  i  c  h ,  E.y  Reihensummation  auf  geometrischem  Wege.  Grimma, 
Gensei.    50  Pf. 

(;^eometrie« 

Granz,   H.,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene. 

1.  Tl.:    Analytische  Geometrie   d.   Punktes  u.  der  Geraden.    Bearb. 
nach  System  Kleyer.    Stuttgart,  Jul.  Maier.    6  Mk. 

Fenkner,  H.,  Lehrbuch  der  Geometrie  f.  den  mathematischen 
Unterricht  an   höheren   Lehranstalten.     1.  TL:   Ebene  Geometrie. 

2.  Aufl.    Braunschweig,  Salle.    2  Mk. 

Fink,  K.,  üb.  die  Einftkhrung  gewisser  Grundbegriffe  der  pro- 
jektiYon  Geometrie  im  Schulunterricht  Tfibingen,  Franz  Fues. 
80  Pf. 

Fischer,  E.,  systematischer  Grundriss  der  Elementar-Mathe- 
matik.  2.  Abtlg.:  Die  Gjßometrie  (Raumlehre).  Fflr  den  Gebrauch 
an  höheren  Lehranstalten  bearb.  Berlin,  Carl  Duncker.  3  Mk.; 
geb.  3  Mk.  35  Pf. 

Henrici,  J.  u.  P.  Treu tl ein,  Lehrbuch  der  Elementar-Oeo- 
metrie.  1.  Tl.  Gleichheit  der  Gebilde  in  e.  Ebenen-Abbildung  ohne 
Massänderg.    2.  Aufl.    Leipzig,  Teubner.    2  Mk. 

Mattiat,  D.,   die  Baumlehre  in  der  Volks-  und  Fortblldnngs- 


schale.    Leitfaden  n.  Wiederholungsboch.  4.  Aufl.    Gera,  Hofmann. 
Kart.    75  Pf. 

Peano,  G.,  die  GrandzQge  d.  geometrischen  Calcals.  Aatoris. 
deutsche  Aasg.  v.  A.  Schepp.    Leipzig,  Teubner.    1  Mk.  20  Pf. 

Sachs,  J.,  Lehrbach  der  ebenen  Elementar-Geometrie  (Plani- 
metrie). 4.  Tl.:  Die  Lehre  vom  Kreis.  Die  geometr.  Oerter  u.  die 
merkwürd.  Pnnkte  d.  Dreiecks.  Bearb.  nach  System  Eleyer.  Statt- 
gart, Jnl.  Maier.    6  Mk. 

Schlotke,  J.,  analytische  Geometrie  der  Ebene.  Sammlang 
V.  Lehrsätzen  a.  Aufgaben,  nebst  Erläatergn.  u.  Resultaten.  Dres- 
den, Kflhtmann.    6  Mk.  80  Pf.;  kart.  7  Mk. 

Yonderlinn,  J.,  Lehrbuch  des  Projeküonszeichnens.  3.  Tl. 
2.  Hälfte.  Centralcollineation  ebener  u.  räuml.  Systeme,  Kegel- 
schnitte, rechtwinkl.  u.  schiefwinkl.  Axonometrie.  Bearb.  nach  Sy- 
stem Kleyer.    Stuttgart,  Jul.  Maier.    5  Mk. 

Yries,  J.  de,  üb.  räumliche  Configurationen,  welche  sich  aus 
den  regelmässigen  Polyedern  herleiten  lassen.  Leipzig,  Freytag. 
50  Pf. 

Waelsch,  E.,  üb.  Formen  5.  Ordnung  auf  der  cubischen  Raum- 
curve.    Ebd.    40  Pf. 

Weyer,  G.  D.  E.,  Einführung  in  die  neuere  konstmirende 
Geometrie.  Zum  Gebrauch  f.  Studirende.  Leipzig,  Teubner.  1  Mk. 
20  Pf. 

TrigODometrie. 

Gusserow,  C.  u.  L.  Levy,  Abriss  der  Tdgonometrie.  Geo- 
metr. bearb.    Berlin,  Polytechn.  Buchh.    Kart.    1  Mk. 

Haebler,  Th.,  die  Ableitung  der  ebenen  Trigonometrie  aus 
drei  Grnndgleichungen.    Grimma,  Gensei.    50  Pf. 

Praktlsehe  Geometrie,  Geodäsie« 

Fialkowski,  kurzgefasste  praktische  Geometrie.  Leichtfetss- 
liche  Anleitg.  zum  Vermessen,  Höhenmessen  u.  Nivelliren  f.  Acker- 
bauschulen u.  andere  verwandte  Lehranstalten.  2.  Aufl.  Pichler's 
W.  ik  S.    2  Mk.  40  Pf. 

—  der  Messtisch  u.  die  Auflösung  der  wichtigsten  Grundaufr 
gaben  an  denselben,  nebst  ZoUmannscher  Scheibe  u.  Astrolabium. 
Für  Anfänger.    Ergänzungsheft  zur  prakt.  Geometrie.    Ebd.    60  Pf. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  f.  1890.  Beobachtunga- 
System  d.  Königr.  Sachsen.  Ergebnisse  der  meteorolog.  Beobachtgn. 
im  Königr.  Sachsen  im  J.  1890.  1.  Hälfte,  Abth.  I  u.  II  d.  Jahr- 
buches d.  königl.  Sachs,  meteorolog.  Institutes.  YIII.  Jahrg.  1890. 
Hrsg.  Y.  P.  Schreiber.    Chemnitz,  Bülz,  Verl     10  Mk. 


I 


Dasselbe  f.  1891.  Beobachtongssjstem  d.  Königr.  Prevssen  o. 
benachbarter  Staaten.  1.  Hft.  Ergebnisse  der  meteorolog.  Be- 
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